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Введение 

Актуальность темы исследования 

Со времен открытия графена и обнаружения его уникальных свойств, дву-

мерные материалы привлекают к себе все больше внимания со стороны исследова-

телей. Такой интерес обусловлен тем, что при переходе к пониженной размерности 

в материалах наблюдаются качественные изменения в их химических и физических 

свойствах. В двумерных материалах распространение носителей заряда, тепла и 

света ограничено в плоскости, что приводит к значительным изменениям их элек-

тронных и оптических свойств [1, 2]. Семейство двумерных материалов достаточно 

разнообразно и имеет в своем составе большинство элементов периодической таб-

лицы, что обуславливает широкое разнообразие электронных свойств. В их числе 

металлы, полуметаллы, изоляторы, полупроводники с прямой и непрямой запре-

щенной щелью в диапазонах от ультрафиолетового до инфракрасного. Более того, 

двумерные структуры обладают отличной сочетаемостью с современными спосо-

бами производства тонких пленок в полупроводниковой индустрии, что может спо-

собствовать интеграции двумерных материалов с традиционными электронными 

материалами. Таким образом, двумерные структуры могут сыграть большую роль 

в составе будущих устройств нано- и оптоэлектроники [3].  

Среди множества двумерных соединений можно выделить одноэлементные 

двумерные материалы. Они привлекают к себе огромное внимание тем, что обла-

дают неординарными электронными, оптическими, магнитными и химическими 

свойствами в отличие от своих объемных вариантов [4]. Среди таких материалов 

актуальными являются одноэлементные двумерные соединения на основе пникти-

дов (элементы подгруппы азота периодической таблицы). К ним относятся, среди 

прочих, двумерные черный фосфор и сурьма. Свойства двумерного черного фос-

фора высокоанизотропны и сильно зависят от количества слоев в соединении. Было 

показано, что при комнатной температуре проводимость носителей заряда двумер-

ного черного фосфора достигает 1000 см2 В-1 с-1 [5]. Все это делает его перспектив-

ным для устройств электроники и оптоэлектроники. Двумерная сурьма отличается 
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высокой структурной стабильностью. Среди отличительных свойств данного мате-

риала можно выделить наличие сильного спин-орбитального взаимодействия, что 

дает дополнительную возможность контроля его свойств [6]. Наиболее ярко эф-

фекты пониженной размерности проявляют себя в картине элементарных возбуж-

дений. В частности, при переходе к двумерной структуре, значительные изменения 

претерпевает колебательный спектр, в котором происходит разделение акустиче-

ских ветвей на две внутриплоскостные и внеплоскостную с квадратичным законом 

дисперсии. Аналогичную ситуацию можно наблюдать в картине плазмонных воз-

буждений, возникающих за счет колебаний электронной плотности в материале. 

Переход к двумерной размерности приводит к появлению акустической плазмон-

ной ветви с законом дисперсии 𝜔(𝑞) ~ √𝑞, в то время как в объемных кристаллах 

плазмонная дисперсия ведет себя как 𝜔(𝑞) ~ √𝜔𝑝
2 + 𝑞2 с конечной плазмонной ча-

стотой 𝜔𝑝 при q = 0. 

Таким образом, представляется актуальным проведение теоретических ис-

следований плазмонных и фононных элементарных возбуждений в двумерном чер-

ном фосфоре и двумерной сурьме. В настоящее время имеются хорошо разрабо-

танные методы компьютерного моделирования, которые позволяют осуществить 

вышеизложенные задачи за адекватное время и с хорошей точностью. 

Степень разработанности темы исследования 

В настоящее время изучению двумерных материалов уделяется большое вни-

мание. Наиболее известным и исследуемым двумерным материалом является гра-

фен, структурно представляющий из себя атомный слой графита [7]. Помимо гра-

фена, достаточно широко исследуемым материалом является двумерный черный 

фосфор. Сильная зависимость электронных свойств от количества слоев, а также 

высокая анизотропия привела к росту количества публикаций, касающихся изуче-

ния свойств данного материала. Однако, оптические свойства двумерного черного 

фосфора были изучены лишь в длинноволновом приближении с использованием 

низкоэнергетических гамильтонианов [8]. Структурная стабильность также явля-
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ется одним из важных моментов для применения двумерных материалов в прак-

тике. На данный момент исследована динамика решетки свободного двумерного 

черного фосфора, ее зависимость от количества слоев, растяжения и сжатия. Од-

нако, необходимо обратить внимание на стабильность данного материала в усло-

виях адсорбции поверхностью различных атомов, встречающихся в большом коли-

честве в окружающей среде.  

По сравнению с двумерным черным фосфором, интерес к двумерной сурьме 

стал расти относительно недавно, хотя ее свойства и наличие сильного спин-орби-

тального взаимодействия делают этот материал перспективным для использования 

в устройствах оптоэлектроники. В настоящий момент для этих материалов стали 

появляться хорошие модельные приближения, позволяющие с хорошей точностью 

теоретически рассчитать более широкий спектр электронных свойств данных со-

единений и выйти за рамки широко используемой теории функционала плотности.  

Цель исследования 

Целью данной работы является исследование плазмонных и фононных эле-

ментарных возбуждений в двумерном черном фосфоре и двумерной сурьме на ос-

нове гамильтонианов метода сильной связи, установление степени влияния адсорб-

ции поверхностью двумерного черного фосфора атомов на динамику решетки дан-

ного соединения, а также оценка фононных температурных ангармонических эф-

фектов в этих материалах с помощью методов молекулярной динамики. 

Задачи исследования: 

1. На основе метода теории функционала плотности исследовать фононные 

элементарные возбуждения двумерного черного фосфора в присутствии однова-

лентных (фтор и водород) примесей. 

2. Исследовать коллективные зарядовые возбуждения в двумерном черном 

фосфоре, в частности, выяснить зависимость плазмонного спектра от количества 

слоев в материале и проследить за изменением диэлектрической функции в зави-

симости от концентрации допированных носителей заряда. Оценить экранирован-

ное кулоновское взаимодействие в материале. 



7 
 

3. Исследовать плазмонные колебания в монослое сурьмы. Оценить возмож-

ности контроля плазмонных возбуждений в материале с помощью внешнего элек-

трического поля и концентрации допированных носителей заряда. 

4. Изучить фононные элементарные возбуждения в двумерном черном фос-

форе и монослое сурьмы с учетом эффектов теплового ангармонизма.  

Объект и предмет исследования 

Объектом данного исследования являются такие представители одноэле-

ментных двумерных материалов, как двумерные черный фосфор и сурьма. Пред-

метом исследования являются зависимости оптоэлектрических и колебательных 

характеристик данных материалов от внешних (наличие примесей в среде, сила 

приложенного внешнего электрического поля, температура окружающей среды) и 

внутренних (количество слоев в материале, концентрация допированных носите-

лей заряда) факторов. 

Научная новизна 

1. Впервые в рамках расчетов на основе теории функционала плотности рас-

считана электронная и атомная структура, а также динамика решетки двумерного 

черного фосфора при одно- и двустороннем покрытии поверхности атомами во-

дорода и фтора.  

2. Впервые, вне рамок длинноволнового приближения, были получены плаз-

монные спектры для одно-, двух- и трехслойного черного фосфора, рассчитана ве-

личина кулоновского экранирования, диэлектрическая функция, а также их зависи-

мости от концентрации допированных носителей заряда. 

3. Впервые получены плазмонные спектры двумерной сурьмы для различных 

значений приложенного внешнего электрического поля и для различных концен-

траций допированных носителей заряда. 

4. Впервые продемонстрирована зависимость фононных спектров и парамет-

ров решетки от температуры в двумерном черном фосфоре и двумерной сурьме с 

учетом эффектов ангармонизма с использованием методов классической молеку-

лярной динамики. 
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Теоретическая и практическая значимость работы 

Исследование структурной стабильности монослоя черного фосфора при 

учете внешних факторов, таких как адсорбция типичных одновалентных примесей 

поверхностью материала, полезны для интерпретации экспериментальных данных 

и для оптимизации экспериментальных методов исследования. Расчет зависимости 

плазмонных возбуждений двумерных материалов на основе пниктидов от количе-

ства слоев, внешнего электрического поля и концентрации допированных носите-

лей заряда позволяет продемонстрировать возможности и предполагаемую степень 

контроля оптоэлектронных свойств данных материалов при их использовании в 

устройствах оптоэлектроники. Учет ангармонических эффектов позволит просле-

дить за температурной зависимостью упругих свойств исследуемых двумерных ма-

териалов. 

Методология и методы исследования 

Первопринципные расчеты, выполненные автором, были проведены с помо-

щью программного пакета VASP [9]. Данный пакет основывается на методах рас-

чета электронной структуры в соответствии с теорией функционала плотности в 

базисе плоских волн. Взаимодействие валентных электронов с ионами в данном 

пакете описывается в рамках приближения псевдопотенциала, сконструированного 

на основе подхода проецированных присоединенных волн. Был использован об-

менно-корреляционный функционал в приближении обобщенного градиента. Мо-

дельные расчеты выполнены на основе приближения сильной связи. Модельные 

параметры были вычислены с помощью процедуры согласования модельной и пер-

вопринципной электронной структуры. На основе выбранного из физических сооб-

ражений базиса локальных орбиталей, данная процедура позволяет описать элек-

тронную структуру материалов на основе относительно небольшого числа модель-

ных параметров. Фононные расчеты были выполнены в рамках приближения замо-

роженных фононов с помощью пакета PHONOPY [10]. Молекулярно-динамиче-

ские расчеты выполнены с использованием пакета LAMMPS [11]. Для описания 

межатомных взаимодействий использовались межатомные потенциалы типа 
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Stillinger-Webber, построенные на основе фононных первопринципных расчетов 

[12, 13].  

Положения, выносимые на защиту: 

1. Одностороннее покрытие двумерного черного фосфора одновалентными 

примесями приводит к переходу атомов фосфора из sp3 в sp2 гибридизованное со-

стояние и делает структуру металлической. Двухстороннее покрытие двумерного 

черного фосфора одновалентными примесями приводит к разложению структуры 

на цепочки из атомов фосфора и примесных атомов. Эти цепочки слабо связанны 

между собой посредством водородоподобных связей. 

2. Статическая диэлектрическая функция и плазмонный спектр двумерного 

черного фосфора высокоанизотропны. Кулоновское экранирование наиболее ярко 

выраженно на коротких расстояниях (до 10 Å). Плазмонный спектр двумерного 

черного фосфора демонстрирует различные типы возбуждений, вызванных либо 

межзонными, либо внутризонными переходами, и зависящих от количества слоев 

в материале и концентрации допированных носителей заряда.  

3. Воздействие электрического поля на допированную электронами одно-

слойную сурьму приводит к появлению оптических ветвей на плазмонном спектре 

в среднем инфракрасном диапазоне, имеющих отрицательную дисперсию. Частота 

данных возбуждений чувствительна к величине приложенного электрического 

поля. 

4. Учет ангармонизма в двумерной сурьме и двумерном черном фосфоре при-

водит к красному сдвигу частот фононных колебаний по всей зоне Бриллюэна. Оп-

тическая часть спектра претерпевает большие изменения по сравнению с акустиче-

ской частью в обоих случаях.  

Степень достоверности и апробация результатов 

Достоверность результатов обеспечивается использованием широко извест-

ного и протестированного программного обеспечения, а также применением хо-

рошо зарекомендовавших себя модельных методов. Полученные результаты хо-

рошо согласуются с доступными экспериментальными данными. 
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Результаты были представлены на международных конференциях «Ab-initio 

based modeling of advanced materials AMM-2016» (Россия, Екатеринбург, 2016), 

«Spin-orbit effects in molecules and solids: diversity of properties and computational pre-

cision» (Германия, Дрезден, 2017) и «Ab-initio based modeling of advanced materials 

AMM-2019» (Россия, Екатеринбург, 2019). 

Личный вклад автора 

Выбор целей, задач, методов и объектов исследования, а также обсуждение 

результатов расчетов и интерпретация экспериментальных данных были прове-

дены автором совместно с научным руководителем и Руденко А.Н. Расчет зонной 

структуры двумерного черного фосфора с примесями в приближении G0W0, расчет 

неэкранированных кулоновских взаимодействий в черном фосфоре, а также пара-

метризация гамильтониана модели сильной связи для двумерных черного фосфора 

и сурьмы были выполнены Руденко А. Н. Расчет плотности электронных состояний 

и анализ гибридизации орбиталей атомов фосфора в присутствии примесных ато-

мов были выполнены Бухваловым Д. В. Эксперименты по анизотропии экраниро-

вания атомов калия поверхностью черного фосфора были выполнены Kiraly B., 

Knol E. J., Volckaert K. и Biswas D. в Институте молекул и материалов Университета 

Радбоуд, Нидерланды. 

Расчет фононных спектров двумерного черного фосфора с примесями, ди-

электрической функции, экранированных кулоновских взаимодействий и функции 

потерь двумерного черного фосфора, функции потерь двумерной сурьмы, а также 

температурной зависимости фононных спектров двумерных черного фосфора и 

сурьмы были выполнены лично автором. 

Автор особенно благодарен Руденко А.Н. руководителю гранта РНФ 17-72-

20041, в рамках выполнения которого были получены основные результаты насто-

ящей диссертации. 
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Глава 1. Методы расчета электронной структуры и динамики решетки 

Расчет физических свойств электронных систем является одной из важных 

проблем современной физики конденсированного состояния. Одним из подходов к 

расчету свойств таких систем являются первопринципные (ab initio) методы. В пер-

вопринципных методах информация о системе задается на основе свойств отдель-

ных атомов и атомной структуры. Чаще всего в физике конденсированного состо-

яния используется метод теории функционала плотности для расчета электронной 

структуры вещества, предсказания геометрии молекул и твердых тел, энергий 

связи и энергии основного состояния, фононных спектров и т.д. [14, 15].  

Известно, что вся информация о данной системе содержится в её волновой 

функции Ψ. Задача заключается в отыскании энергии основного состояния системы 

и соответствующих волновых функций, то есть решении нерелятивистского стаци-

онарного уравнения Шредингера для N электронов и M атомных ядер: 

�̂�Ψ(𝐱1, … , 𝐱𝑁 , 𝐑1, … , 𝐑𝑀) = 𝐸Ψ(𝐱1, … , 𝐱𝑁 , 𝐑1, … , 𝐑𝑀), (1. 1) 

𝐱 = {𝐫, 𝜎}, (1. 2) 

где 𝐻 — оператор Гамильтона для системы M ядер и N электронов, E — энергия 

системы в данном состоянии, 𝐱1, … , 𝐱𝑁— координаты электронов, заключающие в 

себе их пространственную координату — 𝐫, и спиновое состояние – 𝜎, 𝐑1, … , 𝐑𝑀 

— координаты атомов.  

С использованием приближения Борна-Оппенгеймера, в котором гораздо бо-

лее тяжелые по сравнению с электронами ядра считаются неподвижными, задачу 

можно свести к решению уравнения Шредингера с электронным гамильтонианом 

вида: 

                �̂�𝑒𝑙𝑒𝑐 = −
ℏ

2

2𝑚𝑒
∑ ∇𝑖

2

𝑁

𝑖=1

− ∑ ∑
𝑍𝑚𝑒2

|𝐫𝑖 − 𝐑𝑚|

𝑀

𝑚=1

𝑁

𝑖=1

+ 

+ ∑
𝑒2

|𝐫𝑖 − 𝐫𝑗|

𝑁

𝑖>𝑗

= �̂�𝑒 + �̂�𝑒𝑥𝑡 + �̂�𝑒𝑒 , (1. 3) 
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где ℏ, 𝑒, 𝑚𝑒 — известные фундаментальные константы, r𝑖 — положения электронов, 

R𝑚 и 𝑍𝑚 — положения и атомные номера ядер. Координаты ядер учитываются как 

параметры через �̂�𝑒𝑥𝑡 и не отражены явно в Ψ𝑒𝑙𝑒𝑐. Полная энергия дается выраже-

нием: 

𝐸 = 𝐸𝑒𝑙𝑒𝑐 + 𝐸𝑛𝑢𝑐 , 𝐸𝑛𝑢𝑐 = ∑
𝑍𝑚𝑍𝑛𝑒2

|𝐑𝑚 − 𝐑𝑛|
,

𝑀

𝑚>𝑛

(1. 4) 

𝐸 = 〈�̂�〉 + 〈�̂�𝑒𝑒〉 + 〈�̂�𝑒𝑥𝑡〉, (1. 5) 

где средние берутся по отношению к электронной волновой функции Ψ (x1, x2, . . ., 

x𝑁).  

Но даже сведя проблему к динамике электронов в электростатическом поле 

ядер, для систем с большим числом электронов задачу нельзя решить ни аналити-

чески, ни численно. Причиной этому, во-первых, является трудность вычисления 

�̂�𝑒e, т.к. придется считать взаимодействие каждого электрона со всеми остальными. 

Во-вторых, для записи волновой функции Ψ в цифровом виде необходимо выде-

лить 𝑞3𝑁 бит (q — бит на одну переменную) дискового пространства (для 𝑞 = 3 

(очень грубая аппроксимация) и 𝑁 = 100 получаем 10140 бит — абсолютно нереали-

стичное число для записи и хранения информации), и т.д. Также следует учитывать 

тот факт, что волновая функция системы не может быть представлена в виде про-

стого произведения одноэлектронных орбиталей из-за кулоновского электрон-

электронного взаимодействия (корреляции). Поэтому приходится использовать 

ряд приближений. Одним из приближений, позволяющих решить проблему эффек-

тивной и достаточно точной аппроксимации энергии основного состояния (а в об-

щем случае, и нескольких возбужденных), является вариационный метод. 

Вариационный принцип 

В состоянии Ψ среднее значение энергии определяется выражением: 

𝐸[Ψ] =
⟨Ψ|�̂�|Ψ⟩

⟨Ψ|Ψ⟩
=

∫ Ψ∗�̂�Ψ𝑑𝑥

∫ Ψ∗Ψ𝑑𝑥
. (1. 6) 

Вариационный принцип утверждает, что энергия системы в произвольном 

состоянии Ψ является верхней границей настоящей энергии основного состояния 
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𝐸0. Полная минимизация функционала 𝐸[Ψ] по всем возможным 𝑁-электронным 

волновым функциям дает истинное основное состояние Ψ0 и энергию 𝐸[Ψ0] = 𝐸0. 

Таким образом: 

𝐸0 = min
Ψ

𝐸[Ψ] . (1. 7) 

Для системы из N электронов с данным ядерным потенциалом 𝑉𝑒𝑥𝑡, вариаци-

онный принцип определяет метод отыскания основного состояния Ψ0, энергии 𝐸0 и 

других интересующих нас свойств. 

Приближение Хартри-Фока 

Электронная волновая функция системы должна отвечать требованию анти-

симметричности и удовлетворять граничным условиям. 

Пусть волновая функция основного состояния аппроксимирована произведе-

нием N ортогональных нормализованных одноэлектронных орбиталей 𝜓𝑖(x), состо-

ящих из пространственной части 𝜑𝑘(r) и спиновой функции 𝜎(𝑠) = 𝛼(𝑠) или 𝛽(𝑠): 

Ψ0 ≈ Ψ𝐻𝐹 =
1

√𝑁!
|

𝜓1(𝐱1) 𝜓2(𝐱1) ⋯ 𝜓𝑁(𝐱1)

𝜓1(𝐱2) 𝜓2(𝐱2) ⋯ 𝜓𝑁(𝐱2)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝜓1(𝐱𝑁) 𝜓2(𝐱𝑁) ⋯ 𝜓𝑁(𝐱𝑁)

| . (1. 8) 

Метод Хартри-Фока состоит в отыскании таких ортогональных орбиталей 

𝜓𝑖(x), при которых минимизируется энергия, соответствующая приближенному ос-

новному состоянию Ψ𝐻𝐹: 

𝐸𝐻𝐹 = min
Ψ𝐻𝐹

𝐸[Ψ𝐻𝐹]. (1. 9) 

Среднее значение энергии с Ψ𝐻𝐹 дается выражением [16]: 

𝐸𝐻𝐹 = ⟨Ψ𝐻𝐹|�̂�|Ψ𝐻𝐹⟩ = ∑ 𝐻𝑖

𝑁

𝑖=1

+
1

2
∑ (𝐽𝑖𝑗 − 𝐾𝑖𝑗),

𝑁

𝑖,𝑗=1

(1. 10) 

где 

𝐻𝑖 = ∫ 𝜓𝑖
∗(𝐱) [−

1

2
∇2 + 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝐱)] 𝜓𝑖(𝐱)𝑑𝐱, (1. 11) 

учитывает вклад кинетической энергии и энергии электрон-ионного взаимодей-

ствия и 
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𝐽𝑖𝑗 = ∬ 𝜓𝑖(𝐱1)𝜓𝑖
∗(𝐱1)

1

𝐫12
𝜓𝑗

∗(𝐱2)𝜓𝑗(𝐱2)𝑑𝐱1𝑑𝐱2, (1. 12) 

𝐾𝑖𝑗 = ∬ 𝜓𝑖
∗(𝐱1)𝜓𝑗(𝐱1)

1

𝐫12
𝜓𝑖(𝐱2)𝜓𝑗

∗(𝐱2)𝑑𝐱1𝑑𝐱2. (1. 13) 

Оба интеграла вещественны и 𝐽𝑖𝑗 ≥ 𝐾𝑖𝑗 ≥ 0. 𝐽𝑖𝑗 называют кулоновским интегралом, 

𝐾𝑖𝑗 — обменным интегралом, причем 𝐽𝑖𝑖 = 𝐾𝑖𝑖.  

Орбитали можно найти, проварьировав выражение для энергии с учетом со-

отношения нормировки ∫ 𝜓𝑖
∗(𝐱)𝜓𝑗(𝐱)𝑑𝐱 = 𝛿𝑖𝑗 и решив получившуюся систему 

уравнений на собственные значения: 

(−
1

2
∇2 + 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝐱) + 𝐽(𝐱) + �̂�(𝐱)) 𝜓𝑖(𝐱) = 𝜖𝑖𝜓𝑖(𝐱). (1. 14) 

Операторы 𝐽(𝐱) и �̂�(𝐱) определены из условия: 

∑ 𝐽𝑖𝑗 = ⟨𝜓𝑖|𝐽|𝜓𝑖⟩,

𝑁

𝑗=1

          ∑ 𝐾𝑖𝑗 = ⟨𝜓𝑖|�̂�|𝜓𝑖⟩.

𝑁

𝑗=1

(1. 15) 

Тогда 𝐸𝐻𝐹 дается выражением: 

𝐸𝐻𝐹 = ∑ 𝜖𝑖 −

𝑁

𝑖=1

1

2
∑ (𝐽𝑖𝑗 − 𝐾𝑖𝑗).

𝑁

𝑖,𝑗=1

(1. 16) 

Одной из особенностей метода является то, что обменная энергия считается 

точно, в то время как корреляционная энергия вообще не учитывается. Необходи-

мость в численно реализуемом методе, который бы учитывал оба эти эффекта, при-

вела к созданию ТФП. 

1.1 Принципы теории функционала плотности 

Электронная плотность 

Электронная плотность – центральное понятие теории функционала плотно-

сти. Она определяется, как интеграл по всем спиновым координатам всех электро-

нов и по всем, кроме одной, пространственным координатам (x ≡ r, 𝑠): 

𝜌(𝐫) = 𝑁 ∫ … ∫|Ψ(𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝑁)|2 𝑑𝑠1𝑑𝐱2 … 𝑑𝐱𝑁 . (1. 17) 
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𝜌(r) определяет вероятность нахождения любого из N электронов в ячейке объема 

𝑑r. Электронная плотность является положительной функцией всего лишь трех 

пространственных переменных, она стремится к нулю на бесконечности (для 

атома) и интегрирование ее по всему пространству дает количество электронов в 

системе. 

𝜌(𝑟 → ∞) = 0,           ∫ 𝜌(𝐫)𝑑𝐫 = 𝑁. (1. 18) 

В то же время 𝜌(r) является наблюдаемой и может быть измерена эксперимен-

тально, к примеру, с помощью рентгеновской дифракции. 

Модель Томаса-Ферми 

Традиционные подходы к расчету электронной структуры тела используют 

волновую функцию системы Ψ как основную величину, так как Ψ содержит в себе 

полную информацию о системе. Однако, Ψ является очень сложной величиной, ее 

нельзя измерить экспериментально, она зависит от 4𝑁 переменных, где N — коли-

чество электронов. Первой попыткой использовать в качестве основной величины 

не волновую функцию, а электронную плотность была предпринята Томасом и 

Ферми [17]. Основываясь на свойствах однородного невзаимодействующего элек-

тронного газа, они предложили следующий функционал для кинетической энергии: 

𝑇𝑇𝐹[𝜌(𝐫)] =
3

10
(3𝜋2)

2

3 ∫ 𝜌
5

3(𝐫)𝑑𝐫 . (1. 19) 

В таком случае энергия атома рассчитывается с учетом классических выражений 

для ядерного и электронного взаимодействия: 

𝐸𝑇𝐹[𝜌(𝐫)] = 𝑇𝑇𝐹[𝜌(𝐫)] − 𝑍 ∫
𝜌(𝐫)

𝐫
𝑑𝐫 +

1

2
∬

𝜌(𝐫1)𝜌(𝐫2)

𝑟12
𝑑𝐫1𝑑𝐫2. (1. 20) 

Энергия выражается целиком в терминах электронной плотности. Далее 

можно предположить, что основному состоянию атома соответствует минимум 

функционала 𝐸𝑇𝐹[𝜌(𝐫)] с условием: 

𝑁[𝜌(𝐫)] = ∫ 𝜌(𝐫)𝑑𝐫 . (1. 21) 

Уже здесь были заложены основы LDA подхода, который будет рассмотрен 

далее. Как видно, теория Томаса-Ферми достаточно проста, поэтому она постоянно 
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подвергалась критике и не воспринималась всерьез. Ситуация изменилась с публи-

кацией теории Хоэнберга-Кона, в которой они показали, что эта модель может быть 

рассмотрена как приближение к точной теории, называемой теорией функционала 

плотности. 

Теоремы Хоэнберга-Кона 

Основополагающими теоремами, объясняющими строгость подхода ТФП, 

являются теоремы Хоэнберга-Кона. Во-первых, они показали, что внешний потен-

циал 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝐫) с точностью до постоянного множителя определяется электронной 

плотностью 𝜌(𝐫). Так как внешний потенциал точно задает гамильтониан системы 

�̂�, то основное состояние многоэлектронной системы точно задается электронной 

плотностью. Таким образом 𝜌(𝐫) задает 𝑁, 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝐫) и все свойства основного состоя-

ния, к примеру, кинетическую, потенциальную и полную энергии. Это позволяет 

записать выражение для полной энергии в виде [18]: 

𝐸[𝜌] = 𝐸𝑁𝑒[𝜌] + 𝑇[𝜌] + 𝐸𝑒𝑒[𝜌] = ∫ 𝜌(𝐫)𝑉𝑁𝑒(𝐫)𝑑𝐫 + 𝐹𝐻𝐾[𝜌] , (1. 22) 

𝐹𝐻𝐾[𝜌] = 𝑇[𝜌] + 𝐸𝑒𝑒 . (1. 23) 

 Функционал 𝐹𝐻𝐾[𝜌] — это то, на чем сконцентрировано внимание ТФП. Если 

бы мы знали его значение, то можно было бы точно решить уравнение Шредингера. 

И, так как этот функционал не зависит от вида системы, он отлично описывает как 

атом водорода, так и огромные системы, к примеру молекулу ДНК. 𝐹𝐻𝐾[𝜌] содер-

жит выражения для кинетической энергии и энергии межэлектронного взаимодей-

ствия. Явный вид этих функционалов неизвестен, но из второго слагаемого можно 

извлечь классическую часть: 

𝐸𝑒𝑒[𝜌] =
1

2
∬

𝜌(𝐫1)𝜌(𝐫2)

𝑟12
𝑑𝐫1𝑑𝐫2 + 𝐸𝑛𝑐𝑙 = 𝐽[𝜌] + 𝐸𝑛𝑐𝑙 . (1. 24) 

𝐸𝑛𝑐𝑙 — та часть межэлектронного взаимодействия, не имеющая классического ана-

лога: кулоновская корреляция, обменное взаимодействие и т.д. 

Вторая теорема позволяет использовать вариационный принцип для отыска-

ния энергии основного состояния. Основной смысл в том, что функционал энергии 

системы минимален и равен энергии основного состояния лишь в том случае, если 
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соответствующая электронная плотность является истинной для основного состоя-

ния. 

𝐸0 ≤ 𝐸[𝜌], (1. 25) 

где 𝜌 — произвольная плотность, соответствующая условиям: 

𝜌(𝐫) ≥ 0,         ∫ 𝜌(𝐫)𝑑𝐫 = 𝑁. (1. 26) 

Уравнения Кона-Шэма 

Как было ранее показано, энергия основного состояния может быть записана 

как: 

𝐸0 = min
𝜌

(𝐹[𝜌] + ∫ 𝜌(𝐫)𝑉𝑁𝑒𝑑𝐫) , (1. 27) 

где функционал 𝐹[𝜌] содержит вклад от кинетической энергии, классического ку-

лоновского взаимодействия и квантовую поправку: 

𝐹[𝜌] = 𝑇[𝜌] + 𝐽[𝜌] + 𝐸𝑛𝑐𝑙 . (1. 28) 

Из них известен лишь 𝐽[𝜌]. Проблема лежит в нахождении выражений для 

остальных слагаемых. Теория Томаса-Ферми позволяет обойти проблему, но имеет 

большой недостаток в точности из-за плохой аппроксимации кинетической энер-

гии. Внести вклад в развитие теории смогли Вальтер Кон и Лу Шэм [19]. Они пред-

ложили рассчитать точную кинетическую энергию невзаимодействующей системы 

электронов с такой же электронной плотностью, как и у реальной системы. 

𝑇𝑠 = −
1

2
∑⟨𝜓𝑖|∇2|𝜓𝑖⟩,       𝜌𝑠(𝐫) = ∑ ∑|𝜓𝑖(𝐫)|2 = 𝜌(𝐫),

𝑠

𝑁

𝑖

𝑁

𝑖

(1. 29) 

где 𝜓𝑖(x) — орбитали невзаимодействующей системы. Конечно, 𝑇𝑆 не равна кине-

тической энергии системы. Кон и Шэм учли это, введя новое слагаемое 𝐸𝑥𝑐: 

𝐹[𝜌] = 𝑇𝑠[𝜌] + 𝐽[𝜌] + 𝐸𝑥𝑐[𝜌]. (1. 30) 

Эта добавка называется энергией обменно-корреляционного взаимодействия и 

определяется как: 

𝐸𝑥𝑐[𝜌] = (𝑇[𝜌] − 𝑇𝑆[𝜌]) + (𝐸𝑒𝑒[𝜌] − 𝐽[𝜌]). (1. 31) 

Таким образом этот функционал содержит все, что нам неизвестно. Рассмотренный 

ранее вариационный принцип Хоэнберга-Кона в нашем случае принимает вид 
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𝐸[𝜌] = 𝐸𝑁𝑒[𝜌] + 𝑇𝑆[𝜌] + 𝐽[𝜌] + 𝐸𝑥𝑐[𝜌] ≥ 𝐸0. (1. 32) 

Как же определить одноэлектронные орбитали невзаимодействующей си-

стемы, да еще так, чтобы построенная на них плотность основного состояния этой 

системы давала бы нам ту же плотность, что и у реальной системы? Проварьировав 

функционал энергии системы по электронной плотности с учетом сохранения пол-

ного числа частиц в системе ∫ 𝜌(𝐫)𝑑𝐫 = 𝑁, можно заметить, что результат совпадает 

с решением той же задачи для N невзаимодействующих электронов во внешнем 

эффективном потенциале 𝑉𝑒𝑓𝑓: 

𝜇(𝐫) = 𝑉𝑒𝑓𝑓(𝐫) +
𝛿𝑇𝑆[𝜌]

𝛿𝜌(𝐫)
. (1. 33) 

Таким образом, для данного потенциала 𝑉𝑒𝑓𝑓 можно определить 𝜌(𝐫), удовлетворя-

ющую 𝛿𝐸[𝜌] = 0, решив N одноэлектронных уравнений: 

[−
1

2
∇2 + 𝑉𝑒𝑓𝑓(𝐫)] 𝜓𝑖(𝐱) = 𝜀𝑖𝜓𝑖(𝐱), (1. 34) 

где 

𝑉𝑒𝑓𝑓(𝐫) = 𝑉𝑁𝑒(𝐫) + ∫
𝜌(𝐫′)

𝐫 − 𝐫′
𝑑𝐫′ + 𝑉𝑥𝑐(𝐫) , (1. 35) 

𝑉𝑥𝑐(𝐫) =
𝛿𝐸𝑥𝑐[𝜌]

𝛿𝜌(𝐫)
, (1. 36) 

и, соответственно: 

𝜌(𝐫) = ∑ ∑|𝜓𝑖(𝐱)|2.

𝑠

𝑁

𝑖

(1. 37) 

Эти уравнения называют уравнениями Кона-Шэма. Так как 𝑉𝑒𝑓𝑓 зависит от 

𝜌(r), то эти уравнения необходимо решать самосогласованно. Начав с пробной 

электронной плотности системы и построив с ее помощью потенциал 𝑉𝑒𝑓𝑓, мы 

найдем новую плотность 𝜌(r) и т.д. Энергия системы определяется следующим вы-

ражением: 

𝐸 = ∑ 𝜀𝑖 −
1

2
∫

𝜌(𝐫)𝜌(𝐫′)

|𝐫 − 𝐫′|
𝑑𝐫𝑑𝐫′ + 𝐸𝑥𝑐[𝜌] − ∫ 𝑉𝑥𝑐(𝐫)𝜌(𝐫)𝑑𝐫 .

𝑁

𝑖

 (1. 38) 
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Из вышесказанного видно, что если мы знаем 𝐸𝑥𝑐[𝜌] точно, то все многоча-

стичные эффекты будут учтены. Если вообще пренебречь энергией 𝐸𝑥𝑐, то уравне-

ния Кона-Шэма сводятся к самосогласованным уравнениям Хартри. Точность ме-

тода целиком определяется точностью используемого обменно-корреляционного 

функционала, поэтому именно он привлекает к себе наибольшее внимание иссле-

дователей, заставляя искать компромисс между точностью и простотой. 

Приближения для 𝐸𝑥𝑐[𝜌] 

Одним из первых появившихся приближений для 𝐸𝑥𝑐[𝜌] является приближе-

ние локальной плотности — LDA. В основе LDA лежит система однородного элек-

тронного газа. Идея заключается в том, что 𝐸𝑥𝑐[𝜌] можно записать как 

𝐸𝑥𝑐
𝐿𝐷𝐴[𝜌] = ∫ 𝜌(𝐫) 𝜖𝑥𝑐(𝜌(𝐫))𝑑𝐫, (1. 39) 

где 𝜖𝑥𝑐(𝜌(𝐫)) – обменно-корреляционная энергия на одну частицу однородного элек-

тронного газа плотности 𝜌(𝐫).  

Следующим шагом является использование информации не только о плотно-

сти 𝜌(r) в определенной точке r, но и градиента электронной плотности ∇𝜌(r) для 

того, чтобы учесть неоднородность реальной системы. Мы можем записать об-

менно-корреляционную энергию в форме, известной под названием обобщенного 

градиентного приближения (GGA) 

𝐸𝑥𝑐
𝐺𝐺𝐴 = ∫ 𝑓[𝜌(𝐫), ∇𝜌(𝐫)]𝜌(𝐫)𝑑𝐫. (1.40) 

Благодаря многим работам, был достигнут значительный прогресс в нахождении 

эффективного GGA-функционала. Еще одной разновидностью является гибридный 

функционал 

𝐸𝑥𝑐
ℎ𝑦𝑏[𝜌(𝐫)] = 𝛼𝐸𝑥

𝐾𝑆 + (1 − 𝛼)𝐸𝑥𝑐
𝐺𝐺𝐴 (1. 40) 

где 𝐸𝑥
𝐾𝑆 — обменная энергия, посчитанная с использованием точных волновых 

функций Кона-Шэма, 𝐸𝑥𝑐
𝐺𝐺𝐴 – подходящий GGA-функционал и 𝛼 – подгоночный 

параметр. GGA и гибридный функционал уменьшили ошибки, получаемые при 

расчете энергий атомизации малых молекул в LDA приближении, в 3–5 раз. При-
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ближения на основе LDA пригодны лишь для таких систем, где в качестве началь-

ного приближения корректно использовать электронный газ с медленно меняю-

щейся плотностью 𝜌(𝐫). Это, однако, не исключает того, что ТФП в комбинации с 

другими приближениями, подходящими под конкретные случаи, способна решать 

более сложные задачи. 

Плоские волны и псевдопотенциалы 

Для численного решения уравнений Кона-Шэма удобно разложить одноэлек-

тронные волновые функции 𝜓𝑖(𝐫) по некоторому базису функций: 

𝜓𝑖(𝐫) = ∑ 𝐶𝑖𝑗𝜑𝑗(𝐫)

𝑁

𝑗

. (1. 41) 

Под каждую рассматриваемую ситуацию можно подобрать определенный базис, 

который, как правило, выбирается для условий упрощения численного расчета. 

Принимая во внимание то, что большинство рассматриваемых систем в рамках 

ТФП являются периодическими, весьма привлекательным выбором для базиса яв-

ляются плоские волны. Такой базис легко проверять на полноту, контролировать 

его размер и считать матричные элементы. 

Используя теорему Блоха и разложение периодических функций, 𝜓𝑖(𝐫) 

можно записать как: 

𝜓𝑖,𝑘(𝐫) = ∑ 𝑐𝑖,𝐤+𝐆𝑒𝑖(𝐤+𝐆)𝐫.

𝐆

(1. 42) 

Вообще говоря, суммирование должно идти по бесконечному набору обратных 

векторов решетки G. Однако, учитывая, что наибольший вклад в разложение дают 

волны с малой кинетической энергией, на практике базис ограничивают набором 

плоских волн, чьи волновые векторы удовлетворяют условию: 

ℏ2

2𝑚
|𝐤 + 𝐆|2 ≤ 𝐸𝑐𝑢𝑡 . (1. 43) 

Подставив разложение волновой функции в уравнение Кона-Шэма, после интегри-

рования получим уравнение вида: 

∑ [
ℏ2

2𝑚
|𝐤 + 𝐆|2𝛿𝐆𝐆′ + 𝑉𝑒𝑓𝑓(𝐆 − 𝐆′)] 𝑐𝑖,𝐤+𝐆′ = 𝜖𝑖𝑐𝑖,𝐤+𝐆.

𝐆′

(1. 44) 
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Данное уравнение необходимо решить для каждого вектора k из первой зоны Брил-

люэна, однако на практике выбирают лишь небольшой набор равномерно распре-

деленных k-точек. Решение матричного уравнения достигается за счет диагонали-

зации матрицы гамильтониана, которая является весьма громоздкой. Дело в том, 

что волновая функция валентных электронов сильно осциллирует вблизи ядра и 

имеет «игольчатый» характер из-за взаимодействий с невалентными электронами 

и потенциалом ядра. Описание такого поведения требует огромного числа плоских 

волн в разложении. 

Так как физические свойства твердых тел в большей степени зависят от ва-

лентных электронов, для решения проблемы большого базиса была предложена 

концепция псевдопотенциала, в котором потенциал ядра и невалентных электронов 

заменяется некоторым эффективным потенциалом. Причем псевдопотенциал кон-

струируется таким образом, чтобы за пределами определенного радиуса r𝑐 псевдо-

волновая функция совпадала с реальной, а внутри — была более плавной. Псевдо-

потенциал воспроизводит взаимодействие валентных электронов с реальным по-

тенциалом, не включая в явном виде невалентные состояния. На Рисунке 1.1 пред-

ставлен общий вид псевдопотенциала, с помощью которого хорошо описываются 

свойства истинного потенциала. 

Можно выделить три вида наиболее используемых псевдопотенциалов.  

1. Псевдопотенциалы, продуцирующие зарядовую плотность в невалентной 

области как у реальной системы (Norm-conserving).  

2. Псевдопотенциалы, дающие максимально плавные волновые функции 

(Ultrasoft). Это уменьшает размер базиса, но усложняет расчеты. 

3. PAW-потенциалы, позволяющие построить преобразование, восстанавли-

вающее истинную волновую функцию по псевдоволновой. Это позволяет восста-

новить информацию, утерянную введением псевдопотенциала. 

Все эти псевдопотенциалы позволяют численно решить уравнения Кона-

Шэма для многоэлектронных систем. 
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Рисунок 1.1 – Общий вид псевдопотенциала. Сплошной линией выделены истин-

ный потенциал V и соответствующая ему волновая функция электронов – Ψ, 

пунктирной линией – псевдопотенциал и соответствующая ему волновая функ-

ция. При расстоянии от ядра большем rc, псевдопотенциал и потенциал совпадают 

1.2 Модельный подход на примере модели сильной связи 

Метод ТФП, рассмотренный ранее, является хорошим инструментом для 

нахождения интересующих нас свойств рассматриваемых систем. С его помощью 

мы можем определять электронные свойства для относительно небольших соеди-

нений (до 1000 атомов, в зависимости от доступных вычислительных мощностей). 

Для исследования больших систем часто используются полуэмпирические методы, 

в числе которых выделяется метод функций Ванье в приближении модели сильной 

связи. Метод сильной связи не требует больших вычислительных мощностей и 

обычно используется для расчета массивных систем, для вычислений на очень 

плотных сетках интегрирования или для существенного снижения размерности ба-

зиса матрицы гамильтониана. К примеру, в большинстве случаев в ТФП расчетах 



23 
 

используется базис из плоских волн, размерность которого может достигать не-

скольких сотен тысяч. При переводе в базис эффективных орбиталей размерность 

сокращается до пары десятков в зависимости от количества валентных электронов 

в ячейке. Это существенно сокращает как требования по вычислительной мощно-

сти, так и требования по памяти. 

Одночастичный гамильтониан в кристалле может быть представлен в виде: 

𝐻 = 𝐻𝑎𝑡 + ∆𝑈, (1. 45) 

где 𝐻𝑎𝑡 это гамильтониан изолированного атома, а ∆𝑈 включает в себя все различия 

между настоящим кристаллическим потенциалом и потенциалом изолированного 

атома. Предполагается, что ∆𝑈 → 0 в центре каждого атома в кристалле. Таким 

образом, одночастичными состояниями в кристалле являются волновые функции 

𝜓𝑛𝐤(𝐫) из: 

𝐻𝜓𝑛𝐤(𝐫) = 𝐸𝑛𝐤𝜓𝑛𝐤(𝐫), (1. 46) 

где n – зонный индекс и k – волновой вектор из первой зоны Бриллюэна. Атомные 

же функции 𝜙𝑖(𝐫) являются собственными состояниями атомного гамильтониана: 

𝐻𝑎𝑡𝜙𝑖(𝐫) = 𝜖𝑖𝜙𝑖(𝐫), (1.48) 

где 𝜖𝑖 – это энергия i-го энергетического уровня изолированного атома. Метод 

сильной связи предполагает, что эти собственные функции быстро затухают при 

удалении от центра атома. Таким образом, интеграл перескока 𝑡𝑖𝑗(𝐑) =

∫ 𝜙𝑖
∗(𝐫) 𝐻𝜙𝑗(𝐫 − 𝐑)𝑑𝐫 между функциями на разных узлах в кристалле достаточно 

мал. Нужно также учитывать, что одночастичные состояния должны удовлетворять 

теореме Блоха:  

𝜓𝑛𝐤(𝐫 + 𝐑) = 𝑒𝑖𝐤∙𝐑𝜓𝑛𝐤(𝐫). (1.49) 

Атомная орбиталь не удовлетворяет данному выражению. В самом простом случае 

ему удовлетворяет линейная комбинация из атомных орбиталей: 

𝜓𝑛𝐤(𝐫) =
1

√𝑁
∑ 𝑒𝑖𝐤∙𝐑𝜙𝑛(𝐫 − 𝐑)

𝐑

, (1.50) 

где N обозначает количество узлов в кристалле. Элементы матрицы гамильтониана 

в k-пространстве могут быть найдены как: 
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𝐻𝑚𝑛(𝐤) = ∫ 𝜓𝑚𝐤
∗ (𝐫) 𝐻𝜓𝑛𝐤(𝐫)𝑑𝐫. (1. 47) 

Подставляя в (1.51) разложение (1.50) в конечном итоге можно прийти к выраже-

нию: 

𝐻𝑚𝑛(𝐤) = ∑ 𝑒𝑖𝐤∙𝐑 ∫ 𝜙𝑚
∗ (𝐫) 𝐻𝜙𝑛(𝐫 − 𝐑)𝑑𝐫 = ∑ 𝑡𝑚𝑛(𝑹)𝑒𝑖𝐤∙𝐑

𝐑𝐑

. (1. 48) 

Дисперсию электронов 𝐸(𝐤) можно найти путем диагонализации матрицы гамиль-

тониана. В эмпирическом подходе параметры 𝑡𝑚𝑛(𝑹) пытаются подобрать таким 

образом, чтобы результат расчета совпадал с экспериментом. 

В модельных подходах, к примеру, в модели Хаббарда, гамильтониан метода 

сильной связи чаще представлен с использованием формализма вторичного кван-

тования: 

𝐻 = ∑ 𝑡𝑖𝑗
𝑚𝑛𝑐𝑖𝑚

† 𝑐𝑗𝑛

𝑖𝑗𝑚𝑛

, (1. 49) 

где 𝑡𝑖𝑗
𝑚𝑛 называется эффективным параметром перескока, который описывает взаи-

модействие между орбиталью m на узле i и орбиталью n на узле j, 𝑐𝑖𝑚
†

 и 𝑐𝑗𝑛 являются 

операторами рождения и уничтожения электрона на орбитали m атома i и на орби-

тали n атома j, соответственно. По аналогии с (1.50), эти операторы подчиняются 

выражениям: 

𝑐𝑛𝐤
† =

1

√𝑁
∑ 𝑒𝑖𝐤∙𝐫𝑗𝑐𝑗𝑛

†

𝑗

, (1. 50) 

𝑐𝑛𝐤 =
1

√𝑁
∑ 𝑒−𝑖𝐤∙𝐫𝑗𝑐𝑗𝑛

𝑗

. (1. 51) 

Максимально локализованные функции Ванье 

Для использования модели сильной связи в расчетах, мы должны найти набор 

параметров 𝑡𝑚𝑛(𝑹), которые бы давали нам дисперсию электронов, сопоставимою 

с рассчитанной из первых принципов. На практике же, сначала, из каких-либо со-

ображений, находят набор атомных функций в реальном пространстве, и уже с их 

помощью получают набор параметров перескока. Одним из вариантов такого под-

хода является построение функций Ванье на основе одночастичных функций Кона-
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Шэма из расчета ТФП. Функции Ванье полезны не только в качестве базиса для 

модельных гамильтонианов, но и в качестве инструмента для оценки характера хи-

мических связей. Функция Ванье может быть представлена в виде: 

𝜔𝑛(𝐫 − 𝐑) =
1

√𝑁
∑ 𝜓𝑛𝐤(𝐫)𝑒𝑖𝜑𝑛(𝐤)−𝑖𝐤∙𝐑

𝐤

, (1. 52) 

где 𝜑𝑛(𝐤) это произвольный фазовый множитель, периодичный в обратном про-

странстве, с точностью до которого определена одночастичная волновая функция. 

Можно отметить, что данное определение функции Ванье получается применением 

обратного Фурье преобразования к выражению (1.50). Произвол в выборе фазового 

множителя приводит к тому, что получающаяся функция Ванье не является уни-

кальной. Также учтем, что в случае, когда мы рассматриваем не одно, а J одноча-

стичных состояний, существует инвариантность оператора следа по отношению к 

унитарному преобразованию среди этого подмножества функций для каждого k. 

Таким образом наиболее общее выражение для преобразования Блоховских орби-

талей в функции Ванье имеет вид: 

𝜔𝑛(𝐫 − 𝐑) =
1

√𝑁
∑ �̃�𝑛𝐤(𝐫)𝑒−𝑖𝐤∙𝐑

𝐤

, (1. 53) 

�̃�𝑛𝐤(𝐫) = ∑ 𝑈𝑚𝑛
(𝐤)

𝐽

𝑚=1

𝜓𝑚𝐤(𝐫), (1.58) 

где 𝑈𝑚𝑛
(𝐤)

 является произвольной унитарной матрицей размерности J.  

Существует несколько методик нахождения оптимальных матриц 𝑈𝑚𝑛
(𝐤)

. 

Среди них выделяется метод максимальной локализации [20], в ходе которого уни-

тарные матрицы выбираются таким образом, чтобы минимизировать функционал: 

Ω = ∑[⟨𝟎𝑛|𝑟2|𝟎𝑛⟩ − ⟨𝟎𝑛|𝐫|𝟎𝑛⟩2] = ∑[〈𝑟2〉𝑛 − �̅�𝑛
2]

𝑛𝑛

, (1.59) 

где 〈𝑟2〉𝑛 – среднее значение квадрата оператора координаты, а �̅�𝑛
2 – квадрат сред-

него значения оператора координаты Ванье орбитали. Сам функционал является 

суммой дисперсий функций Ванье относительно их центра и отражает меру их ло-

кализации.  
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Для минимизации этого функционала мы должны найти градиент 𝑑Ω/𝑑𝑊 по 

отношению к бесконечно малому унитарному повороту набора Блоховских функ-

ций: 

𝜓𝑛𝐤(𝐫)  →  𝜓𝑛𝐤(𝐫) + ∑ 𝑑𝑊𝑚𝑛
(𝐤)

𝜓𝑚𝐤(𝐫),

𝑚

(1.60) 

где 𝑑𝑊 это бесконечно малая антиэрмитовая матрица. Для искомых матриц полу-

чаем: 

𝑈𝑚𝑛
(𝐤)

= 𝛿𝑚𝑛 +  𝑑𝑊𝑚𝑛
(𝐤)

. (1. 541) 

При реализации данного подхода с помощью метода перевала и движении в 

направлении, противоположном направлению градиента, в конечном итоге мы 

придем к набору 𝑈𝑚𝑛
(𝐤)

, которые минимизируют Ω. После этого данные матрицы ис-

пользуются для построения функций Ванье. 

Для нахождения параметров перескока 𝑡𝑚𝑛(𝐑)  = ⟨𝟎𝑚|𝐻|𝐑𝑛⟩ необходимо 

вычислить  обратное Фурье преобразование выражения (1.51): 

𝑡𝑚𝑛(𝐑) =
1

𝑁
∑ 𝑒−𝑖𝐤∙𝐑

𝐤

∫ �̃�𝑚𝐤
∗ (𝐫) 𝐻�̃�𝑛𝐤(𝐫)𝑑𝐫 = 

=
1

𝑁
∑ 𝑒−𝑖𝐤∙𝐑 ∑ 𝑈𝑚𝑙

†(𝐤)
𝐸𝑙(𝐤)𝑈𝑙𝑛

(𝐤)
,

𝐽

𝑙=1𝐤

(1. 55) 

где N это число k-точек в сетке, а 𝐸𝑙(𝐤) это дисперсия электронов зоны l, получен-

ная из расчета ТФП.  

1.3 Расчет колебательных характеристик с помощью метода замороженных 

фононов 

Колебательные спектры позволяют оценить структурно-динамические свой-

ства материалов. Для их исследования используют инфракрасное поглощение, рас-

сеяние света, рассеяние нейтронов. Колебательные характеристики зависят и от 

электронной структуры, так как электроны определяют изменение в энергии при 
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смещении атома материала от его равновесного положения. Расчеты колебатель-

ных спектров основываются на данных, получаемых в ходе обычного расчета элек-

тронной структуры. 

Одним из наиболее простых методов расчета колебательных характеристик 

является метод замороженных фононов, имеющий в своей основе метод конечных 

разностей [21]. Суть его заключается в том, чтобы явно посчитать силы, действую-

щие между атомами соединения при смещении атомов из их положений равнове-

сия. Эти данные позволяют провести расчет матрицы силовых постоянных соеди-

нения.  

Силы, действующие на атомы, можно получить из расчета по методу теории 

функционала плотности: 

𝐹𝛼(𝑗𝑙) = −
𝜕𝐸

𝜕𝑅𝛼(𝑗𝑙)
, (1. 56) 

где 𝑅𝛼(𝑗𝑙) является 𝛼 компонентой радиус вектора j-го атома из l-ой ячейки, а 

𝐹𝛼(𝑗𝑙) − 𝛼 компонентой силы, действующей на данный атом.  

Матрицу силовых постоянных можно найти, продифференцировав силы по 

атомным смещениям: 

Φ𝛼𝛽(𝑗𝑙, 𝑗′𝑙′) = −
𝜕𝐹𝛽(𝑗′𝑙′)

𝜕𝑅𝛼(𝑗𝑙)
. (1. 57) 

Численно матрицу силовых постоянных можно найти с помощью метода ко-

нечных разностей: 

Φ𝛼𝛽(𝑗𝑙, 𝑗′𝑙′) ≈ −
𝐹𝛽(𝑗′𝑙′; Δ𝑅𝛼(𝑗𝑙)) − 𝐹𝛽(𝑗′𝑙′)

Δ𝑅𝛼(𝑗𝑙)
, (1. 58) 

где  𝐹𝛽(𝑗′𝑙′; Δ𝑅𝛼(𝑗𝑙)) представляет собой 𝛽 компоненту силы, действующую на 

атом c радиус вектором R(𝑗′𝑙′) при небольшом отклонении Δ𝑅𝛼(𝑗𝑙) атома c радиус 

вектором R(𝑗𝑙) от его равновесного положения. 𝐹𝛽(𝑗′𝑙′) обычно полагается равной 

нулю. Данная матрица силовых постоянных позволяет рассчитать фононные моды 

при любом заданном волновом векторе q. Чтобы рассчитать силы, действующие на 
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атом i, мы смещаем его на небольшое расстояние от положения равновесия и, ис-

пользовав стандартный расчет по методу теории функционала плотности, находим 

эти силы. 

Такого рода метод контролируемого смещения каждого атома в соединении 

является простым в реализации по сравнению с методами линейного отклика. Од-

нако, недостатком такого подхода является то, что для правильного описания мат-

рицы силовых постоянных необходимо использовать большие суперячейки. Это 

связанно с периодическими граничными условиями, налагаемыми на элементар-

ную ячейку соединения. Смещение одного атома в элементарной ячейке приводит 

к дублированию такого же смещения в окружающих ячейках, что приводит к не-

точности в значении силовых постоянных. 

1.4 Методы молекулярной динамики 

Классическая молекулярная динамика является удобным подходом для рас-

чета свойств систем с большим количеством атомов. Преимуществом данного ме-

тода является простота расчета динамических свойств системы.  Недостатком же 

является большое количество подгоночных параметров, которые выбираются так, 

чтобы результат соответствовал уже известным экспериментальным данным, либо 

данным, полученным из первопринципных расчетов. 

В основе подхода молекулярной динамики лежат классические уравнения 

движения, решая которые мы шаг за шагом приходим к равновесному состоянию: 

𝑚𝑖�̈�𝑖 = 𝐟𝑖 ,         𝐟𝑖 = −
𝜕𝑈

𝜕𝐫𝑖
, (1. 59) 

где 𝑚𝑖 и 𝒓𝑖 это масса и координата i-того атома, соответственно, 𝑈 это потенциаль-

ная энергия системы, зависящая от координат всех атомов, и 𝐟𝑖 это сила, действу-

ющая на i-тый атом.  

Общую потенциальную энергию обычно делят на два вида: зависящую от 

связей внутри соединения (bonded) и зависящую только от координат атомов (non-

bonded). Последнюю обычно представляют в виде: 
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𝑈𝑛𝑏(𝐫𝑁) = ∑ 𝑢(𝐫𝑖) + ∑ ∑ 𝑣(𝐫𝑖 , 𝐫𝑗) + ⋯ .

𝑗>𝑖𝑖𝑖

(1. 60) 

Член 𝑢(𝒓𝑖) представляет из себя воздействие внешнего приложенного поля на си-

стему. Обычно при расчетах учитывают лишь парный потенциал 𝑣(𝐫𝑖 , 𝐫𝑗) и отбра-

сывают взаимодействия более высокого порядка. Наиболее часто применяющимся 

и простым потенциалом данного типа является потенциал Леннарда-Джонса: 

𝑣(𝑟𝑖𝑗) = 4𝜀 [ ( 
𝜎

𝑟𝑖𝑗
 )

12

− ( 
𝜎

𝑟𝑖𝑗
 )

6

 ] , (1.68) 

где 𝜀 и 𝜎 это подгоночные параметры. Если в системе присутствуют заряженные 

ионы, то необходимо также учитывать электростатические силы: 

𝑣𝐶𝑜𝑢𝑙𝑜𝑚𝑏(𝑟𝑖𝑗) =
𝑞1𝑞2

4𝜋𝜖𝑜𝑟𝑖𝑗
, (1.69) 

где 𝑞 это заряд а 𝜖𝑜 это электрическая постоянная. Также нужно отметить, что при 

наличии электростатических сил в ячейках с периодичными граничными услови-

ями, становится необходимым учитывать вклад от дальнодействующих кулонов-

ских сил, к примеру, с помощью метода Эвальда [22].  

Зависящую от связей и углов часть потенциальной энергии наиболее просто 

можно выразить как: 

𝑈 = ∑ 𝑘𝑖𝑗
𝑟 (𝑟𝑖𝑗 − 𝑟𝑒𝑞)

2

связи

+ ∑ 𝑘𝑖𝑗𝑘
𝜃 (𝜃𝑖𝑗𝑘 − 𝜃𝑒𝑞)

2
.

углы

(1.70) 

Оба члена имеют квадратичную форму отклонений от равновесного значения с 

определенными коэффициентами жесткости. Первый отвечает за изменения в 

длине связанных атомов, в то время как второй отвечает за изменения в относи-

тельном положении двух соседних связей. Однако, данный вид потенциала явля-

ется сильным упрощением и в большинстве случаев требуется больше членов бо-

лее сложного вида.  

После того, как будет задан вид потенциальной энергии, нам остается лишь 

рассчитать силы, действующие на каждый атом. Зная эти силы, мы можем просле-

дить за эволюцией системы во времени. Одним из способов достижения этой цели 

является алгоритм Верле [23]: 
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𝐩𝑖 (𝑡 +
1

2
𝛿𝑡) = 𝐩𝑖(𝑡) +

1

2
𝐟𝑖(𝑡)𝛿𝑡, (1. 611)  

𝐫𝑖(𝑡 + 𝛿𝑡) = 𝐫𝑖(𝑡) + 𝐩𝑖 (𝑡 +
1

2
𝛿𝑡) 𝛿𝑡/𝑚𝑖 , (1. 622) 

𝐩𝑖(𝑡 + 𝛿𝑡) = 𝐩𝑖 (𝑡 +
1

2
𝛿𝑡) +

1

2
𝐟𝑖(𝑡 + 𝛿𝑡)𝛿𝑡. (1. 63) 

После шага (1.72) производится расчет сил 𝐟𝑖(𝑡 + 𝛿𝑡) на основе полученных поло-

жений атомов, после чего эти силы используются в (1.73). 

1.5 Расчет фононов с помощью методов молекулярной динамики 

Расчет фононных дисперсионных кривых требует построения динамической 

матрицы. Обычно ее получают путем расчета производных используемого потен-

циала по смещениям атомов, однако при этом не учитываются температурные и 

ангармонические эффекты. Одним из альтернативных методов расчета динамиче-

ской матрицы является наблюдение за движением атомов в молекулярно-динами-

ческой симуляции, что является достаточно тривиальной задачей [24]. В данном 

подходе естественным образом учитываются температурные и ангармонические 

эффекты.  

Данный метод основан на расчете коэффициентов решеточной функции 

Грина в обратном пространстве: 

𝐺𝑘𝛼,𝑘′𝛽(𝐪) = 〈�̃�𝑘𝛼(𝐪)�̃�𝑘′𝛽
∗ (𝐪)〉 , (1. 64) 

где �̃�𝑘𝛼(𝐪) =
1

√𝑁
∑ 𝑢𝑙𝑘𝑎exp (−𝑖𝐪𝐫𝑙)𝑙  это атомные смещения в обратном простран-

стве, вычисленные на основе Фурье преобразования атомных смещений в реальном 

пространстве. Матрицу силовых констант можно получить через: 

Φ𝑘𝛼,𝑘′𝛽(𝐪) = 𝑘𝐵𝑇[𝐺−1(𝐪)]𝑘𝛼,𝑘′𝛽 , (1. 65) 

что автоматически позволяет нам вычислить интересующую нас динамическую 

матрицу в обратном пространстве: 

D𝑘𝛼,𝑘′𝛽(𝐪) =
1

√𝑚𝑘𝑚𝑘′

Φ𝑘𝛼,𝑘′𝛽(𝐪), (1. 66) 
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диагонализация которой позволяет получить собственные фононные частоты и 

вектора фононных смещений в интересующей нас точке q зоны Бриллюэна. 

Данный метод позволяет получить динамическую матрицу и фононные дис-

персионные кривые напрямую из молекулярно-динамического расчета. Отслежи-

вая смещения атомов во время симуляции, мы можем вычислить значения коэффи-

циентов функции Грина в обратном пространстве, что, в конечном счете, дает нам 

динамическую матрицу. 
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Глава 2. Динамика решетки двумерного черного фосфора в присутствии 

одновалентных примесей 

Успехи в получении ультратонких слоев черного фосфора привели к возрос-

шему со стороны исследователей интересу к изучению его электронных свойств 

[25–33]. Наличие достаточно большой энергетической щели [34,35] и высокие по-

казатели подвижности носителей заряда [26–30, 32] делают из двумерного черного 

фосфора подходящий материал для его использования в новых полупроводнико-

вых устройствах.  В то же время, нетипичные для такого рода двумерного матери-

ала свойства, такие как сильная анизотропия электронных свойств и их зависи-

мость от количества слоев, открывают новые возможности для теоретических ис-

следований [34–38]. Необходимо отметить, что влияние окружающей среды играет 

важную роль в производительности потенциальных двумерных электронных 

устройств. В отличие от других известных двумерных материалов, двумерный чер-

ный фосфор обладает высокой реактивностью [30, 31, 39, 40], что приводит к быст-

рому разложению материала при нормальных условиях [41]. Существующие тео-

ретические исследования говорят о возможности двумерного черного фосфора 

формировать связи с одноатомными примесями (водород, фтор) [42–44]. В то же 

время, химический механизм и термодинамические условия, приводящие к разло-

жению двумерного черного фосфора, остаются неизвестными. Это послужило мо-

тивацией для систематического исследования химических свойств двумерного чер-

ного фосфора в присутствии типичных одновалентных примесей. 

В данной главе описано первопринципное моделирование двумерного чер-

ного фосфора в присутствии одновалентных примесей фтора и водорода. Путем 

расчета квазичастичной зонной структуры и колебательных спектров был проведен 

анализ электронных свойств и динамики решетки двумерного черного фосфора, 

полностью покрытого примесными атомами. 
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2.1 Атомная структура 

В графене, атомы углерода являются sp2 гибридизованными, образуя кова-

лентные связи с тремя внутриплоскостными σ-орбиталями и одной pz орбиталью, 

направленной перпендикулярно к плоскости графена. Адсорбция атомов поверх-

ностью графена приводит к переходу атомов углерода из sp2 гибридизованного со-

стояния в sp3, причем для создания дополнительной σ-связи используется π-элек-

трон. В случае двумерного черного фосфора, ситуация меняется.  

В отличие от идеально ровного слоя графена, основное состояние двумерного 

черного фосфора можно представить либо в виде волнистого монослоя, либо в виде 

цепочки ковалентно связанных атомов фосфора, лежащих в двух различных плос-

костях. Атомы фосфора, расположенные цепочкой в плоскости одного слоя, кова-

лентно связанны с атомами, лежащими в другом слое, формируя в итоге структуру 

двумерного черного фосфора. На Рисунке 2.1 представлены оптимизированные 

атомные структуры чистого и модифицированного двумерного черного фосфора, а 

также рассмотрена гибридизация атомов фосфора для разных случаев покрытия. 

Атомы фосфора имеют пять электронов, расположенных на 3p орбиталях, что при-

водит к sp3 гибридизации. Три электрона участвуют в формировании трех кова-

лентных σ-связей с соседними атомами фосфора, в то время как два других элек-

трона занимают неспаренную орбиталь, ориентированную вне плоскости. Внутри 

слоя расстояние между соседними атомами фосфора составляет 2.23 Å с углом 

между атомами в плоскости равным 95o, в то время как в случае атомов, располо-

женных в двух разных слоях, эти параметры равны 2.29 Å и 102о, соответственно. 

Была проведена релаксация структур двумерного черного фосфора для раз-

личных случаев покрытия примесными атомами. В Таблицах 2.1–2.4 приведены 

структурные параметры двумерного черного фосфора, покрытого с одной, либо с 

двух сторон примесными одновалентными атомами водорода, либо атомами фтора. 

Покрытие чистого двумерного черного фосфора примесными атомами приводит к 

изменению гибридизации входящих в состав соединения атомов фосфора и к смене 

пространственной группы. 
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Рисунок 2.1 – Оптимизированные атомные структуры и примеры sp-гибридизации 

орбиталей атомов фосфора для чистого двумерного черного фосфора (а), а также 

для двумерного черного фосфора, покрытого атомами водорода с двух (b) и с од-

ной (с) стороны. σ-орбитали, электронные пары и pz-орбитали отмечены красным, 

синим и зеленым цветом, соответственно 

2.2 Электронные свойства 

Когда одновалентные примеси формируют ковалентную связь с фосфором, 

начинается перераспределение электронов между орбиталями (Рисунки 2.1b и 

2.1c). В этом состоянии одна σ-орбиталь формирует ковалентную связь с примес-

ным атомом, две другие формируют ковалентные связи с атомами фосфора внутри 

плоскости, и последняя орбиталь, занятая двумя электронами, формирует пару 

электронов, направленную в сторону соседнего слоя атомов фосфора. 
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Таблица 2.1 – Структурные параметры двумерного черного фосфора, покрытого 

атомами водорода с одной стороны 

 

Пространственная группа Pma2 (28) 

а (Å) 3.290 

b (Å) 3.706 

Декартовы координаты атомов в элементарной ячейке 

Тип атома X (Å) Y (Å) Z (Å) 

P 0.000 3.479 0.000 

P 1.645 2.079 0.000 

P 0.000 0.155 2.574 

P 1.645 1.698 2.574 

H 0.000 0.019 4.028 

H 1.645 1.834 4.028 

 

Таблица 2.2 – Структурные параметры двумерного черного фосфора, покрытого 

атомами водорода с двух сторон 

 

Пространственная группа Pm (6) 

а (Å) 3.292 

b (Å) 4.345 

Декартовы координаты атомов в элементарной ячейке 

Тип атома X (Å) Y (Å) Z (Å) 

P 0.000 3.175 1.432 

P 0.000 1.062 4.715 

P 1.646 2.532 4.507 

P 1.646 1.705 1.639 

H 0.000  0.963  6.147 

H 1.646 3.062  5.845 

H 0.000  3.275 0.000 

H 1.646 1.176 0.301 
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Таблица 2.3 – Структурные параметры двумерного черного фосфора, покрытого 

атомами фтора с одной стороны 

 

Пространственная группа Pma2 (28) 

а (Å) 3.307 

b (Å) 3.820 

Декартовы координаты атомов в элементарной ячейке 

Тип атома X (Å) Y (Å) Z (Å) 

P 0.000 3.569 0.000 

P 1.653 2.161 0.000 

P 0.000 0.174 2.435 

P 1.653 1.737 2.435 

F 0.000 0.026  4.047 

F 1.653 1.885 4.047 

 

Таблица 2.4 – Структурные параметры двумерного черного фосфора, покрытого 

атомами фтора с двух сторон 

 

Пространственная группа Pm (6) 

а (Å) 3.404 

b (Å) 4.117 

Декартовы координаты атомов в элементарной ячейке 

Тип атома X (Å) Y (Å) Z (Å) 

P 0.000  3.656 1.859 

P 0.000  0.122 4.294 

P 1.702  1.603 4.052 

P 1.702  2.175  1.619 

F 0.000  0.149  5.914 

F 1.702 2.117  5.586 

F 0.000  0.048  0.324 

F 1.702 2.196  0.000 
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На первом этапе рассмотрим ситуацию, при которой двумерный черный фос-

фор покрыт атомами водорода лишь с одной стороны (Рисунок 2.1c). В данном слу-

чае, ковалентная связь между плоскостями из атомов фосфора оказывается разру-

шенной, и, как следствие, расстояние связи между атомами фосфора из разных 

слоев увеличивается до 2.60 Å. Энергия связи между слоем атомов фосфора, по-

крытого атомами водорода, и чистым слоем равняется 0.59 эВ на один атом фос-

фора, что свидетельствует об относительной стабильности межплоскостных свя-

зей. Исчезновение ковалентной связи приводит к переходу из sp3 гибридизации в 

sp2 в чистом атомном слое (Рисунок 2.1c), который, в свою очередь, разлагается на 

фосфорные цепочки с немного уменьшившимся расстоянием между атомами фос-

фора внутри цепочки (2.16 Å). Появление коллективизированных π-электронов в 

двумерном черном фосфоре, покрытого примесными атомами с одной стороны, вы-

зывает сильные изменения в электронной структуре материала.  

Для оценки упомянутых изменений в электронной структуре, была рассчи-

тана плотность электронных состояний относительно уровня Ферми при односто-

роннем покрытии двумерного черного фосфора примесными атомами водорода, 

представленная на Рисунке 2.2. В частности, система становится металлической с 

конечной плотностью состояний на уровне Ферми, что является следствием выше-

описанного поведения электронов атомов фосфора из чистого слоя. 

В случае двухстороннего покрытия материала атомами водорода, σ-связи 

претерпевают изменения, похожие на изменения в случае одностороннего покры-

тия, но в данном случае это касается обоих слоев. При этом слои атомов фосфора, 

покрытые атомами водорода, не связанны ковалентно, как в чистом двумерном чер-

ном фосфоре, но, в то же время, они не связанны с помощью π-π связей, как в случае 

одностороннего покрытия. Связь между слоями становится заметно слабее, на что 

указывает увеличившееся расстояние связи между атомами фосфора в разных 

слоях, равное 2.98 Å и соответствующее меньшей энергии связи, равной 0.39 эВ на 

атом.  
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Рисунок 2.2 – Рассчитанная плотность электронных состояний, спроецированная 

на атомы фосфора, не связанные (красный) и связанные (синий) с примесными 

атомами водорода, и на примесные атомы водорода (зеленый) при одностороннем 

покрытии двумерного черного фосфора водородом 

 

Значение энергии связи межслойных атомов на порядок больше, чем типич-

ные значения дисперсионных связей, возникающих за счет взаимодействия Ван дер 

Ваальса. По величине, значение энергии межплоскостной связи в данном матери-

але соответствует по порядку значению энергии водородной связи [45]. Более того, 

как видно из Рисунка 2.1b, лишь две σ-орбитали участвуют в формировании связей 

внутри плоскости атомов двумерного черного фосфора, и, следовательно, каждый 

слой разделяется на слабо связанные цепочки атомов водорода и фосфора, направ-

ленные вдоль направления «zigzag», соответствующее меньшему вектору ячейки. 

Вышеописанное ослабление межплоскостных связей создает возможность для 

скольжения плоскостей в горизонтальном направлении, в то время как слабые 

связи между отдельными цепочками могут привести к движению их относительно 

друг друга. Слабые взаимодействия между цепочками делают структуру более чув-

ствительной по отношению к внешним факторам, что, в конечном счете, может 
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привести к разложению материала на отдельные цепочки. Логично, что после раз-

ложения материала на отдельные цепочки, они продолжают существовать в про-

странстве из-за достаточно сильных химических связей внутри цепочки. Похожий 

механизм разложения двумерного черного фосфора в присутствии примесей был 

предложен в работе [43] и обозначен как «химические ножницы». Для более по-

дробного анализа данного явления, мы провели анализ стабильности полностью 

покрытых структур, о результатах которого будет сказано далее.  

Обсуждение результатов исследования двумерного черного фосфора, покры-

того атомами водорода, можно обобщить на случай покрытия двумерного черного 

фосфора примесными атомами фтора. При одно- и двухстороннем покрытии дву-

мерного черного фосфора атомами фтора были получены качественно похожие 

структуры по сравнению со случаем покрытия атомами водорода. Однако, энергии 

связи равняются 0.48 эВ и 0.40 эВ на атом фосфора для случая одно- и двухсторон-

него покрытия материала атомами фтора, а расстояния связи между атомами фос-

фора из разных слоев равняются 2.47 Å и 2.50 Å, соответственно. 

На следующем этапе были рассчитаны структурные параметры и относитель-

ные энергии двух различных структур, полученных путем наложения определен-

ных ограничений симметрии, для случая полного покрытия примесными атомами 

фтора и водорода. Результаты представлены в Таблице 2.5. Приведена разность 

энергий между этими структурами, расстояния между плоскостями атомов фос-

фора, точечные группы симметрии, и рассчитанная энергетическая щель. 

 

Таблица 2.5 – Характеристики двух структурных конфигураций (I и II) двумерного 

черного фосфора, полностью покрытого атомами водорода (PH) и фтора (PF) 

 

Структура PH-I (PF-I) PH-II (PF-II) 

Полная энергия (мэВ/атом) 0 (0) 34.9 (13.8) 

Расстояние между плоскостями (Å) 2.87 (2.19) 3.41 (2.40) 

Расстояние между цепочками (Å) 2.88 (2.64) 2.83 (2.60) 

Точечная группа симметрии C1h D2h 

Энергетическая щель (эВ) 2.29 (2.27) 2.64 (1.83) 
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Как видно, межслойные и межцепочечные расстояния заметно меньше в слу-

чае примесных атомов фтора. Это предполагает усиление связи между плоскостями 

и между цепочками по сравнению со случаем примесных атомов водорода, и, сле-

довательно, вносит существенный вклад в стабильность кристаллической струк-

туры материала. Этот результат является ожидаемым, так как фтор обладает допол-

нительным 2p электроном, что вносит существенный вклад в усиление связей, в 

частности в силу Ван-дер-Ваальсовых взаимодействий.  

Также необходимо отметить возможность существования различных мета-

стабильных структур, связанных с различными положениями примесных атомов 

водорода (фтора), что влияет на межцепочечные расстояния. В Таблице 2.6 и 2.7 

представлены группа симметрии, структурные параметры и координаты атомов 

для метастабильных состояний двумерного черного фосфора, модифицированного 

примесными атомами водорода, либо фтора. 

В первом случае, когда атомам примеси требуется сохранять симметрию дву-

мерного черного фосфора, результирующая структура (обозначенная как «II» в 

Таблице 2.5) немного выше по значению энергии, чем структура, полученная в ре-

зультате отсутствия ограничений по симметрии («I» в Таблице 2.5). Это объясне-

няется дополнительным электростатическим отталкиванием между атомными це-

почками в первом случае, что является следствием неспособности примесных ато-

мов полностью минимизировать перекрытие между электронными плотностями. 

Отметим, что имеется возможность существования и других метастабильных 

структур, связанных с различными относительными положениями цепочек. 

На следующем шаге нами была рассчитана электронная структура для раз-

личных модификаций двумерного черного фосфора. Обе полученные модифика-

ции двумерного черного фосфора демонстрируют качественно схожие результаты. 

В частности, материал является полупроводником с непрямой щелью шириной 2.3–

2.6 (1.8–2.3) эВ для случая примесных атомов водорода (фтора) на поверхности со-

единения. 
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Таблица 2.6 – Структурные параметры метастабильного состояния двумерного 

черного фосфора, покрытого атомами водорода с двух сторон 

 

Пространственная группа Pmna (53) 

а (Å) 3.294 

b (Å) 4.317 

Декартовы координаты атомов в элементарной ячейке 

Тип атома X (Å) Y (Å) Z (Å) 

P  0.000  3.980 1.398 

P  1.647  2.495 1.398 

P  0.000  0.336 4.807 

P  1.647  1.822 4.807 

H 0.000  4.309  0.000 

H 1.647  2.166  0.000 

H 0.000  0.008  6.206 

H 1.647  2.151  6.206 

 

Таблица 2.7 – Структурные параметры метастабильного состояния двумерного 

черного фосфора, покрытого атомами фтора с двух сторон 

 

Пространственная группа Pmna (53) 

а (Å) 3.421 

b (Å) 4.095 

Декартовы координаты атомов в элементарной ячейке 

Тип атома X (Å) Y (Å) Z (Å) 

P  0.000  3.818 1.597 

P  1.711  2.325 1.597 

P  0.000  0.277 3.995 

P  1.711  1.770 3.995 

F 0.000  4.070  0.000 

F 1.711  2.073  0.000 

F 0.000  0.025  5.592 

F 1.711  2.023  5.592 
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На Рисунке 2.3 представлен электронный спектр чистого двумерного черного 

фосфора и зона Бриллюэна с обозначениями высокосимметричных направлений, 

по которым вычислялся спектр. Буквами отмечены высокосимметричные точки. В 

данном случае ширина запрещенной зоны составляет 1.6 эВ. Максимум валентной 

зоны и минимум зоны проводимости обозначены как VBM и CBM, соответственно. 

На Рисунках 2.4 и 2.5 представлены электронные спектры двумерного чер-

ного фосфора, полностью покрытого атомами водорода и фтора, соответственно. 

Отметим, что для каждого случая ширина запрещенной зоны увеличивается по 

сравнению со случаем чистого двумерного черного фосфора. 

 

Рисунок 2.3 – Электронный спектр, рассчитанный для чистого двумерного чер-

ного фосфора. Показана зона Бриллюэна и соответствующий путь вдоль высоко-

симметричных точек. VBM – максимум валентной зоны, CBM – минимум зоны 

проводимости 
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Рисунок 2.4 – Электронные спектры, рассчитанные для двух структурных конфи-

гураций двумерного черного фосфора, полностью покрытого атомами водорода. 

VBM – максимум валентной зоны, CBM – минимум зоны проводимости 
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Рисунок 2.5 – Электронные спектры, рассчитанные для двух структурных конфи-

гураций двумерного черного фосфора, полностью покрытого атомами фтора. 

VBM – максимум валентной зоны, CBM – минимум зоны проводимости 
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В отличие от чистого двумерного черного фосфора, являющегося полупро-

водником с прямой энергетической щелью [34, 35], края энергетических зон распо-

ложены рядом с X и Y точками и с X и Г точками для валентной зоны и зоны про-

водимости в структуре с примесными атомами водорода и фтора, соответственно. 

Присутствие достаточно большой энергетической щели, большей, чем для случая 

чистого двумерного черного фосфора [33–35], предполагает относительную ста-

бильность полученных структур по отношению к последующим преобразованиям 

атомных цепочек, модифицированных примесями. Обратная ситуация наблюда-

ется в соединении синего фосфора, покрытого водородом, являющегося металлом 

[46]. Таким образом, можно исключить возможность структурного перехода из 

двумерного черного фосфора в синий фосфор при покрытии материала атомами 

водорода либо фтора. 

2.3 Динамика решетки 

Рассмотрим динамику решетки и структурную устойчивость полученных 

структур двумерного черного фосфора с примесями. Для этого нами были рассчи-

таны динамические матрицы исследуемых структур на основе метода заморожен-

ных фононов, описанного в главе 1. На Рисунке 2.6 представлены рассчитанные 

дисперсионные кривые и парциальные плотности фононных состояний для ста-

бильной и метастабильной структуры двумерного черного фосфора, покрытого 

атомами водорода с двух сторон. Парциальные плотности состояний построены от-

дельно для атомов фосфора и водорода, и отдельно для внутриплоскостных и вне-

плоскостных колебаний атомов. На Рисунке 2.7 представлены рассчитанные дис-

персионные кривые и парциальные плотности фононных состояний для стабиль-

ной и метастабильной структуры двумерного черного фосфора, покрытого атомами 

фтора с двух сторон. Парциальные плотности состояний построены отдельно для 

атомов фосфора и фтора, и отдельно для внутриплоскостных и внеплоскостных ко-

лебаний атомов. 
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Рисунок 2.6 – Фононные спектры и парциальные плотности состояний двух 

структурных конфигураций двумерного черного фосфора, полностью покрытого 

атомами водорода. Парциальная плотность состояний спроецирована на внутри-

плоскостные (xy) и внеплоскостные (z) моды, ассоциируемые с колебаниями ато-

мов фосфора и водорода. Пунктирные линии отвечают мнимым модам 
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Рисунок 2.7 – Фононные спектры и парциальные плотности состояний двух 

структурных конфигураций двумерного черного фосфора, полностью покрытого 

атомами фтора. Парциальная плотность состояний спроецирована на внутриплос-

костные (xy) и внеплоскостные (z) моды, ассоциируемые с колебаниями атомов 

фосфора и фтора. Пунктирные линии отвечают мнимым модам 
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Как можно заметить, структуры обоих типов («I» и «II») демонстрируют схо-

жие особенности спектров в их действительной части. Высокочастотную часть за-

нимают состояния, принадлежащие внутриплоскостным колебаниям примесных 

атомов для соединения с водородом. Для соединения с примесными атомами 

фтора, в высокочастотную часть подмешиваются состояния, принадлежащие вне-

плоскостным колебаниям атомов фосфора. Низкочастотную часть в обоих соеди-

нениях занимают состояния внеплоскостных колебаний атомов фосфора. Для 

структуры с водородом фононные спектры демонстрируют наличие двух запре-

щенных щелей, от 200 до 380 см-1 и от 450 до 550 см-1. Структуры с примесными 

атомами фтора демонстрируют наличие одной запрещенной щели в диапазоне от 

500 до 700 см-1 и одной узкой запрещенной щели в районе 350 см-1. 

Спектры, относящиеся к метастабильным структурам (PH-II и PF-II) имеют 

мягкие моды на протяжении всей зоны Бриллюэна (отмечены пунктиром), что сви-

детельствует о полной нестабильности данных структур при отсутствии внешнего 

воздействия. Похожее поведение, однако менее ярко выраженное, демонстрирует 

основное состояние двумерного черного фосфора, покрытого атомами водорода 

(PH-I). В данном случае, мягкие моды получаются в основном за счет внеплоскост-

ных колебаний атомов фосфора (что можно заключить из парциальной плотности 

состояний на Рисунок 2.6а). Мягкие моды наблюдаются лишь вдоль S–Y направле-

ния зоны Бриллюэна. Метастабильное состояние двумерного черного фосфора с 

примесными атомами фтора частично стабилизируется за счет взаимодействия ко-

лебаний примеси с атомами фосфора. В случае примесных атомов водорода ситуа-

ция меняется, и в низкочастотной части спектра имеются большие плотности фо-

нонных состояний внеплоскостных колебаний атомов фосфора. Таким образом при 

формировании метастабильных структур более стабильным оказывается соедине-

ние с фтором.   

Эти результаты позволяют нам сделать вывод, что покрытие двумерного чер-

ного фосфора водородом не приводит к появлению новых, динамически стабиль-

ных двумерных структур. Тем не менее, отсутствие мнимых мод в Г–Y направле-
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нии (вдоль направления цепочек), не исключает возможность существования ста-

бильных структур в виде отдельных цепочек из атомов водорода и фосфора. Таким 

образом, можно ожидать, что после полного покрытия двумерного черного фос-

фора атомами водорода, структура разлагается на отдельные слабо связанные PH-

цепочки, не смотря на наличие заметного межцепочечного взаимодействия, о чем 

было сказано выше. 

Такого рода поведение может быть расценено как один возможных вариан-

тов потери устойчивости двумерного черного фосфора в присутствии примесных 

атомов водорода. Качественно другой результат наблюдается для основного состо-

яния структуры двумерного черного фосфора с примесными атомами фтора (PF-I). 

В данном случае, мягкие моды отсутствуют в фононном спектре, что говорит о ста-

бильности атомной структуры. Такое различное поведение динамики решетки этих 

двух модификаций двумерного черного фосфора может быть объяснено более 

сильным межцепочечным взаимодействием в случае покрытия материала примес-

ными атомами фтора, о чем было сказано ранее. 

2.4 Выводы 

1. Одностороннее покрытие двумерного черного фосфора одновалентными 

примесями приводит к переходу атомов фосфора из sp3 в sp2 гибридизованное 

состояние и делает структуру металлической. 

2. Двухстороннее покрытие двумерного черного фосфора одновалентными 

примесями приводит к разложению структуры на цепочки из атомов фосфора 

и примесных атомов. Эти цепочки слабо связанны между собой посредством 

водородоподобных связей. 

3. В случае примесных атомов водорода фононные спектры полностью покры-

того примесями двумерного черного фосфора имеют две запрещенных щели, 

от 200 до 380 см-1 и от 450 до 550 см-1, в то время как для примесных атомов 

фтора имеется запрещенная щель в диапазоне от 500 до 700 см-1 и одна узкая 

запрещенная щель в районе 350 см-1. 
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Результаты данной главы были опубликованы в статье (Boukhvalov D. W. et 

al. Chemical modifications and stability of phosphorene with impurities: a first principles 

study // Phys. Chem. Chem. Phys. 2015. V. 17. P. 15209–15217). 
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Глава 3. Особенности плазмонных возбуждений двумерных материалов на 

основе пниктидов 

3.1 Анизотропные плазмонные возбуждения в двумерном черном фосфоре 

Двумерный черный фосфор является перспективным материалом для ис-

пользования в качестве основы в электронных и оптических устройствах [47–49]. 

Он высокоанизотропен, имеет прямую энергетическую щель, зависящую от коли-

чества слоев и обладает высокой мобильностью носителей заряда [25–31, 50]. Эти 

качества делают двумерный черный фосфор перспективным плазмонным материа-

лом [51–53]. Ожидается, что в нем будут проявляться низкодисперсные регулиру-

емые плазмонные поляритоны [54–56]. 

Электрон-электронные взаимодействия и их экранирование играют ключе-

вую роль в определении ряда свойств материалов. Среди них: большой спектр оп-

тических свойств, начиная с запрещенной энергетической щели и заканчивая кол-

лективными возбуждениями [57], проводимость носителей заряда [58], сверхпро-

водимость [59, 60], sp-магнетизм [61–63] и т.д. Некоторые аспекты кулоновского 

экранирования в двумерном черном фосфоре уже были исследованы. Работа по 

изучению статического экранирования в допированном электронами двумерном 

черном фосфоре показала, что, не смотря на высокую анизотропию энергетических 

зон, в статическом пределе экранирование остается изотропным [8]. Динамическое 

экранирование же, напротив, демонстрировало высокую анизотропию. Данные 

прогнозы были экспериментально подтверждены с помощью EELS, но уже в кон-

тексте объемного материала [64]. Некоторые другие аспекты электронного экрани-

рования в двумерном черном фосфоре также были исследованы в работах [65, 66]. 

До настоящего времени, экранирование в двумерном черном фосфоре было 

исследовано в рамках приближения случайных фаз для диэлектрической функции 

[8, 65, 66]. Более того, всегда была использована простая форма кулоновского вза-

имодействия в обратном пространстве (V ~ 1/q), что соответствует длинноволно-

вому приближению (q → 0). В этом приближении диэлектрическая функция имеет 
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вид скалярной величины 𝜖(𝑞) = 1 − 𝑉(𝑞)П(𝑞). Таким образом, не учитываются 

микроскопические эффекты, которые проявляются на коротких расстояниях. И 

хотя в приближении случайных фаз поляризуемость П(𝑞) имеет матричную форму 

в базисе гамильтониана сильной связи [65], этого недостаточно для того, чтобы 

учесть все микроскопические эффекты в 𝜖(𝑞). В то же время, эффекты экранирова-

ния за пределами длинноволнового приближения представляют особый интерес. К 

примеру, они важны для описания систем с помощью многочастичных гамильто-

нианов и для процессов рассеяния, включающих перенос больших импульсов. В 

двумерной плазмонике микроскопические эффекты особенно важны для учета 

межслоевых взаимодействий, что приводит к существованию нескольких плазмон-

ных мод [58]. К настоящему времени локальные кулоновские взаимодействия были 

учтены лишь в виде параметров [62]. 

В данной части работы представлено исследование экранирования в двумер-

ном черном фосфоре с учетом эффектов, лежащих за пределами длинноволнового 

приближения. Для этого была рассчитана статическая микроскопическая диэлек-

трическая функция черного фосфора для разного количества слоев, от 1 до 3, а 

также короткодействующее и дальнодействующее экранирование кулоновских 

взаимодействий между различными орбиталями. Был использован формализм мо-

дели сильной связи в совокупности с кулоновским взаимодействием, рассчитан-

ным на основе реалистичного распределения зарядовой плотности в реальном про-

странстве. Также, на основе полученной микроскопической диэлектрической 

функции, определенной для всей зоны Бриллюэна, были рассчитаны плазмонные 

спектры для черного фосфора с различным количеством слоев. 

3.1.1 Неэкранированное кулоновское взаимодействие 

Классический вид двумерного кулоновского взаимодействия 𝑉(𝑞) = 2𝜋𝑒2/𝑞 

не подходит для описания эффектов при волновых векторах 𝑞 ≥ 1/𝑎0, где 𝑎0 это 

размер ячейки. Для адекватного описания взаимодействий вне рамок длинновол-

нового приближения, необходимо учитывать угловую и радиальную зависимость 
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электронной плотности на коротких расстояниях. Принимая во внимание тот факт, 

что основной вклад в состояния у минимума зоны проводимости и у максимума 

валентной зоны дают  𝑝𝑧 электроны (схематически представленные на Рисунке 3.1), 

неэкранированное кулоновское взаимодействие между одноэлектронными орбита-

лями, находящимися на узлах 𝑖 и 𝑗 может быть вычислено как: 

𝑉𝑖𝑗 = 𝑒2∫ 𝑑𝐫𝑑𝐫′|𝑤𝑖(𝐫)|2|𝐫 − 𝐫′|−1|𝑤𝑗(𝐫′)|
2

, (3.1) 

где 𝑤𝑖(𝐫) является функцией Ваннье полученной с помощью проектирования Бло-

ховских функций на орбитали с 𝑝𝑧 симметрией, локализованные на атомах фос-

фора. В наших расчетах были использованы функции Ваннье, полученные на ос-

нове расчетов  𝐺𝑊0 в работе [67]. Интегралы в уравнении (3.1) рассчитывались 

численно. 

 

 

Рисунок 3.1 – Кристаллическая структура однослойного черного фосфора со схе-

матичным представлением 𝑝𝑧 орбиталей 

 

На Рисунке 3.2 представлено рассчитанное неэкранированное кулоновское 

взаимодействие между 𝑝𝑧 орбиталями атомов фосфора в объемном черном фос-

форе для разных пар узлов. Принимая во внимание тот факт, что 𝑝𝑧 орбитали 

сильно анизотропны, что схематично представлено на Рисунке 3.1, мы разделяем 

взаимодействия на внутрислоевые и межслоевые. 
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Рисунок 3.2 – Неэкранированное кулоновское взаимодействие 𝑉𝑖𝑗(𝑟), рассчитан-

ное между 𝑝𝑧-подобными орбиталями в черном фосфоре. Синие точки соответ-

ствуют взаимодействиям между орбиталями одного слоя, в то время как красные 

точки обозначают взаимодействия между орбиталями в разных слоях. Внут-

рислойные взаимодействия интерполированы синей линией. Черная линия пока-

зывает классический закон Кулона 𝑒2/𝑟 

 

 Как видно из Рисунка 3.2, рассчитанные внутрислоевые взаимодействия (си-

няя линия) отличаются от 𝑒2/𝑟 (черная линия) на коротких расстояниях. Чтобы ис-

пользовать эти данные в наших расчетах диэлектрической функции, нам необхо-

димо выполнить Фурье-преобразования данного потенциала в обратное простран-

ство. Соответствующее Фурье-преобразование выглядит как: 

𝑉(𝐪) = ∫𝑑2𝑟 𝑉(𝐫)𝑒−𝑖𝐪𝐫

𝑆

=
2𝜋𝑒2

𝑞
∫ 𝑑(𝑞𝑟)𝐽0(𝑞𝑟)

∞

0

, (3.2) 

Интеграл в уравнении (3.2) может быть выражен через: 

∫ 𝑑𝑥𝐽0(𝑥) = 𝑥𝐽0(𝑥) +
1

2
𝜋𝑥{𝐻0(𝑥)𝐽1(𝑥) − 𝐻1(𝑥)𝐽0(𝑥)} + 𝐶 = Λ0(𝑥) + 𝐶, (3.3) 

где 𝐶 – произвольная константа, 𝐽0(𝑥), 𝐽1(𝑥), 𝐻0(𝑥), 𝐻1(𝑥) – функции Бесселя и 

Струве нулевого и первого порядка, соответственно. 
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Рисунок 3.3 – Функция Λ0(𝑥), определенная в уравнении (3.3) 

 

Соответствующая функция Λ0(𝑥) представлена на Рисунке 3.3. Видно, что 

Λ0(𝑥)| ∞
0

= Λ0(∞) − Λ0(0) = 1, что означает 𝑉(𝑞) = 2𝜋𝑒2/𝑞.  

Для дальнейших вычислений удобно будет разделить интеграл 𝑉(𝑞) на ко-

роткодействующую и дальнодействующую части 𝑉(𝑞) = 𝑉𝑠𝑟(𝑞) + 𝑉𝑙𝑟(𝑞): 

𝑉𝑠𝑟(𝑞) =
2𝜋𝑒2

𝑞
∫ 𝑑(𝑞𝑟)𝐽0(𝑞𝑟)

𝑞𝑅𝑐𝑢𝑡

0

=
2𝜋𝑒2

𝑞
Λ0(𝑞𝑅𝑐𝑢𝑡), (3.4) 

и 

𝑉𝑙𝑟(𝑞) =
2𝜋𝑒2

𝑞
∫ 𝑑(𝑞𝑟)𝐽0(𝑞𝑟)

∞

𝑞𝑅𝑐𝑢𝑡

=
2𝜋𝑒2

𝑞
− 𝑉𝑠𝑟(𝑞) =

2𝜋𝑒2

𝑞
{1 − Λ0(𝑞𝑅𝑐𝑢𝑡)}, (3.5) 

где мы ввели дополнительный параметр в виде радиуса отсечки 𝑅𝑐𝑢𝑡. 

Для случая дискретной решетки, интегрирование в интеграле (3.4) нужно за-

менить на суммирование по узлам решетки. На больших расстояниях длинновол-

новое приближение позволяет использовать интегральные формулы, полученные 

ранее. Таким образом, окончательное выражение для матрицы Фурье-образа не-

экранированного кулоновского взаимодействия в базисе гамильтониана модели 

сильной связи будет выглядеть следующим образом: 

𝑉𝑖𝑗(𝐪) = 𝑆 ∑ 𝑉𝑖𝑗(𝐑0𝑘)𝑒−𝑖𝐪𝐑0𝑘 +

𝑘

2𝜋𝑒2

𝑞
{1 − Λ0(𝑞𝑅𝑐𝑢𝑡)}, (3.6) 
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где 𝑆 это площадь элементарной ячейки, 𝑉𝑖𝑗(𝐑0𝑘) это неэкранированное кулонов-

ское взаимодействие между 𝑖-ой орбиталью в исходной ячейке и 𝑗-ой орбиталью в 

ячейке с вектором трансляции 𝐑𝑘, а суммирование ведется по узлам решетки 

вплоть до радиуса отсечки 𝑅𝑐𝑢𝑡, отделяющего дальнодействующую и короткодей-

ствующую части. 

3.1.2 Диэлектрическая функция 

Частотно-зависимая диэлектрическая матрица 𝜖𝑖𝑗(𝐪, 𝜔) в рамках приближе-

ния случайных фаз, определенная через вектор переноса импульса 𝐪 может быть 

записана как [68]: 

𝜖𝑖𝑗(𝐪, 𝜔) = 𝛿𝑖𝑗 − ∑ 𝑉𝑖𝑘(𝐪)Π𝑘𝑗(𝐪, 𝜔)

𝑘

, (3.7) 

где 𝑉𝑖𝑘(𝐪) это матрица кулоновских взаимодействий, определенная в уравнении 

(3.6), и Π𝑘𝑗(𝐪, 𝜔) это матрица одночастичной поляризуемости. Необходимо отме-

тить, что в данном подходе мы не учитываем эффекты локального поля. Матрица 

поляризуемости в базисе локализованных орбиталей (или базисе функций Ваннье) 

выглядит как [68]: 

Π𝑖𝑗(𝐪, 𝜔) =
𝑔𝑠

Ω0
∑

𝑓𝑚(𝐤) − 𝑓𝑛(𝐤 + 𝐪)

𝐸𝑚(𝐤) − 𝐸𝑛(𝐤 + 𝐪) + ℏ𝜔 + 𝑖𝜂
𝐤,𝑚𝑛

× 

× 𝐶𝑖𝑚(𝐤)𝐶𝑖𝑛
∗ (𝐤 + 𝐪)𝐶𝑗𝑚

∗ (𝐤)𝐶𝑗𝑛(𝐤 + 𝐪), (3.8) 

где 𝐶𝑖𝑚(𝐤) это вклад 𝑖-ой функции Ваннье 𝑤𝑖𝐑(𝐫) в собственный вектор гамильто-

ниана 𝜓𝑚𝐤(𝐫) с энергией 𝐸𝑚(𝐤): 

𝜓𝑚𝐤(𝐫) = ∑ 𝐶𝑖𝑚(𝐤)𝜙𝑖𝐤(𝐫),

𝑖

(3.9) 

где: 

𝜙𝑖𝐤(𝐫) = ∑ 𝑒𝑖𝐤𝐑𝑤𝑖𝐑(𝐫)

𝐑

. (3.10) 
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В уравнении (3.8) 𝑔𝑠 = 2 это множитель вырождения по спину, Ω0 это пло-

щадь элементарной ячейки, 𝑓𝑚(𝐤) = (exp[(𝐸𝑚(𝐤) − 𝜇)/𝑘𝐵𝑇] + 1)−1 число запол-

нения в распределении Ферми-Дирака, 𝜇 это химический потенциал, который за-

висит от концентрации допированных носителей заряда 𝑛, и 𝜂 отвечает за размы-

тие. Концентрация допированных носителей заряда рассчитывалась как 

𝑛 =  𝑁𝑑𝑜𝑝/(𝑁𝐤𝑆), где 𝑁𝑑𝑜𝑝 это количество допированных носителей заряда, 𝑁𝐤 это 

количество k-точек в сетке интегрирования и 𝑆 это площадь элементарной ячейки. 

В наших расчетах мы использовали значения T = 300 K, 𝜂 = 5 мэВ и n = 1013 см-2 

для электронного и дырочного допирования. Интегрирование по зоне Бриллюэна 

было выполнено на сетке, включающей в себя порядка 106 k-точек. 

Для расчета матрицы поляризуемости Π𝑖𝑗(𝐪, 𝜔) нам необходимо знать соб-

ственные значения 𝐸𝑚(𝐤) и собственные вектора 𝜓𝑚𝐤(𝐫) одночастичного гамиль-

тониана. Для точного расчета интегралов по зоне Бриллюэна, эти величины 

должны быть определены на плотной сетке k-точек. Такого рода расчеты сложно 

выполнить первопринципными методами, поэтому мы воспользовались методом 

модельного гамильтониана, среди достоинств которого можно выделить относи-

тельную быстроту расчетов. Для двумерного черного фосфора был использован га-

мильтониан метода сильной связи с одним электроном на атоме, который был пред-

ложен в работе [67]: 

𝐻 = ∑ 𝑡𝑖𝑗
∥ 𝑐𝑖

†𝑐𝑗

𝑖≠𝑗

+ ∑ 𝑡𝑖𝑗
⊥𝑐𝑖

†𝑐𝑗

𝑖≠𝑗

, (3.11) 

где 𝑖 и 𝑗 это индексы узлов решетки, 𝑡𝑖𝑗
∥  и  𝑡𝑖𝑗

⊥ это внутрислоевой и межслоевой ин-

теграл перескока между узлами 𝑖 и 𝑗, а 𝑐𝑖
†
 и 𝑐𝑗 это операторы создания и уничтоже-

ния электрона на соответствующих узлах. Интегралы перескока 𝑡𝑖𝑗 были опреде-

лены в работе [67] на основе первопринципных GW0 вычислений таким образом, 

чтобы модель точно описывала дисперсию электронных состояний вблизи энерге-

тической щели, которые в основном имеют 𝑝𝑧 симметрию. Данная модель подхо-

дит для описания оптических свойств двумерного черного фосфора в широком 
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спектральном диапазоне (вплоть до видимого света) и подходит для описания про-

извольного количества слоев. Зонная структура черного фосфора для разного ко-

личества слоев в рамках данной модели и возможные возбуждения в окрестности 

запрещенной зоны представлены на Рисунке 3.4. 

 

 

Рисунок 3.4 – Зонная структура одно-, двух- и трехслойного черного фосфора, по-

лученная в модели сильной связи, которая использовалась в данном исследова-

нии. Стрелками схематично представлены: 1) внутризонные, 2) межзонные и 3) 

электрон-дырочные возбуждения. Электронный допинг показан в качестве при-

мера 

 

Макроскопическая диэлектрическая функция 𝜖𝑀(𝐪, 𝜔) может быть получена путем 

усреднения полной диэлектрической матрицы по всем орбитальным состояниям 

[68]: 

𝜖𝑀(𝐪, 𝜔) =
1

𝑁
∑ 𝜖𝑖𝑗(𝐪, 𝜔),

𝑖𝑗

(3.12) 

где 𝑁 это количество состояний в элементарной ячейке. 

На Рисунках 3.5–3.7 представлена макроскопическая диэлектрическая функ-

ция 𝜖𝑀(𝐪) = 𝜖𝑀(𝐪, 0), рассчитанная для недопированного, n- и p-допированного 

однослойного черного фосфора. Можно отметить, что 𝜖𝑀 высокоанизотропна, что, 

в основном, является следствием анизотропии матрицы поляризуемости Π𝑖𝑗(𝐪, 0). 

По краям зоны Бриллюэна анизотропия экранирования достигает своего макси-

мального значения 𝜖𝑀(𝑌)/𝜖𝑀(𝑋) ≈ 4 для всех структур. Таким образом, анизотро-
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пия экранирования будет наиболее ярко выражена для волновых векторов, сопо-

ставимых с обратным размером ячейки |𝐪| ~ 1/𝑎0. С другой стороны, вблизи цен-

тра зоны (в точке Г) диэлектрическая функция почти анизотропна, с 𝜖𝑀(𝐪 → 0) →

∞ для допированного и 𝜖𝑀(𝐪 → 0) = 1 для недопированного однослойного чер-

ного фосфора, что согласуется с общими диэлектрическими свойствами двумерных 

материалов [69]. 

Действительно, для малых волновых векторов в допированном случае зави-

симость, согласно приближению Томаса-Ферми, выглядит как 𝜖(𝐪) = 1 + 𝑘/|𝐪|, 

где 𝑘 = 2𝜋𝑒2𝑁(𝐸𝐹) это волновой вектор экранирования и 𝑁(𝐸𝐹) это плотность 

электронных состояний на уровне Ферми. Для недопированного случая, функция 

поляризации для малых волновых векторов может быть представлена в общем виде 

как Π(𝐪) = ∑ 𝐶𝛼𝛽𝑞𝛼𝑞𝛽𝛼𝛽 , где 𝐶𝛼𝛽 это произвольный тензор. Учитывая, что 𝑉 ~ 1/𝑞, 

можно заметить, что 𝜖𝑀(𝐪 → 0) = 1. Также необходимо отметить, что качественно 

поведение макроскопической диэлектрической функции для всей зоны Бриллюэна 

не меняется для разного количества слоев. 

 

Рисунок 3.5 – Макроскопическая статическая диэлектрическая функция 

𝜖𝑀(𝑞𝑥, 𝑞𝑦), рассчитанная для допированного электронами монослоя черного фос-

фора. Для каждого случая показано распределение 𝜖𝑀 для всей зоны Бриллюэна. 

Концентрация допированных носителей заряда соответствует 𝑛 = 1013 см-2 
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Рисунок 3.6 – Макроскопическая статическая диэлектрическая функция 

𝜖𝑀(𝑞𝑥, 𝑞𝑦), рассчитанная для недопированного монослоя черного фосфора 

 

Рисунок 3.7 – Макроскопическая статическая диэлектрическая функция 

𝜖𝑀(𝑞𝑥, 𝑞𝑦), рассчитанная для допированного дырками монослоя черного фосфора. 

Концентрация допированных носителей заряда соответствует 𝑛 = 1013 см-2 
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3.1.3 Экранированное кулоновское взаимодействие 

С помощью неэкранированного кулоновского взаимодействия 𝑉𝑖𝑗(𝐪) и ди-

электрической матрицы 𝜖𝑖𝑗(𝐪, 𝜔), матрица экранированного кулоновского взаимо-

действия может быть посчитана в статическом пределе (𝜔 = 0) как: 

𝑊𝑖𝑗(𝐪) = ∑ 𝜖𝑖𝑝
−1(𝐪, 0)𝑉𝑝𝑗(𝐪).

𝑝

(3.13) 

Матрица 𝑊𝑖𝑗(𝐪) имеет вид: 

𝑊𝑖𝑗(𝐪) = 𝑁𝑘
−2 ∑〈𝜙𝑖𝐤(𝐫)𝜙𝑗𝐤′(𝐫)|𝑊|𝜙𝑖𝐤+𝐪(𝐫′)𝜙𝑗𝐤′−𝐪(𝐫′)〉

𝐤𝐤′

, (3.14) 

где 𝑁𝑘 это количество k-точек в зоне Бриллюэна и: 

〈… |𝑊| … 〉 = ∫ 𝑑𝐫𝑑𝐫′𝜙𝑖𝐤
∗ (𝐫)𝜙𝑖𝐤+𝐪(𝐫)𝑊𝜙𝑗𝐤′

∗ (𝐫′)𝜙𝑗𝐤′−𝐪(𝐫′) (3.15) 

это матричный элемент экранированного статического взаимодействия 𝑊 =

𝑊(𝐫, 𝐫′; 0), описывающий взаимодействие электронов с орбитальными индексами 

𝑖 и 𝑗 и импульсами 𝐤 и 𝐤′, в ходе которого происходит перенос импульса 𝐪. 

На Рисунке 3.8 представлено рассчитанное экранированное кулоновское вза-

имодействие 𝑊00 в недопированном монослое черного фосфора. Экранирование 

наиболее ярко выражено на коротком расстоянии (𝑊00 / 𝑉00 ≈ 0.6), в то время как 

на расстояниях r ≥ 10 Å взаимодействие выглядит неэкранированным. Анизотро-

пия для экранирования выражена менее явно, чем для макроскопической диэлек-

трической функции. Взаимодействия вдоль направления «zigzag» (х) немного 

меньше, чем вдоль направления «armchair» (y). Экранированное взаимодействие на 

узле (𝑊00) и между ближайшими соседями (𝑊01) в монослое черного фосфора рав-

няются 6.7 и 3.3 эВ, соответственно, что немного больше, чем полностью экрани-

рованные взаимодействия в графене [70]. Отметим, однако, что в данной работе мы 

в основном концентрировались на исследовании эффектов экранирования, вызван-

ных состояниями фосфора с 𝑝𝑧 симметрией, в то время как другие состояния сим-

метрии 𝑝, также как и высокоэнергетические состояния, нами не учитывались. 
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Рисунок 3.8 – Диагональный элемент матрицы экранированного кулоновского 

взаимодействия 𝑊 рассчитанной в реальном пространстве вдоль х- (синие точки) 

и у- (красные точки) направлений в однослойном черном фосфоре. Для сравнения 

показано неэкранированное взаимодействие 𝑉(𝑟) 

 

На Рисунке 3.9 представлена зависимость 𝑊00 и 𝑊01 от электронного допинга 

𝑛𝑒 в однослойном черном фосфоре. Можно заметить, что допирование значительно 

усиливает экранирование. При экспериментально достижимом допировании 𝑛𝑒 =

1014 см-2, 𝑊00 и 𝑊01 достигают 3.5 и 0.7 эВ, соответственно. Качественно те же 

результаты достигаются при дырочном допировании. 

Таблица 3.1 демонстрирует рассчитанные экранированные кулоновские вза-

имодействия для черного фосфора для разного количества слоев (от 1 до 3). Как и 

ожидалось, сила взаимодействия уменьшается с увеличением числа слоев. Это мо-

жет быть связанно с усиленным экранированием, вызванным уменьшением ши-

рины запрещенной зоны Δ, так как Δ вносит вклад в функцию поляризации как 

Π𝑖𝑗(𝐪, 0) ~ 1/Δ. 
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Рисунок 3.9 – Узельное (𝑊00) и первого порядка соседства (𝑊01) экранированные 

кулоновские взаимодействия в однослойном черном фосфоре как функция элек-

тронного допинга 𝑛𝑒. Красные и синие линии представлены для удобства 

 

 

Таблица 3.1 – Рассчитанные узельные и соседние неэкранированные и экраниро-

ванные кулоновские взаимодействия в двумерном черном фосфоре внутри одного 

слоя 

 

𝑊𝑖𝑗(эВ) 
Неэкрани-

рованные 

Экранированные 
𝑅𝑖𝑗(Å) 

1 слой 2 слоя 3слоя 

𝑊00 10.85 6.74 5.96 5.64 0.0 

𝑊01 5.88 3.27 2.73 2.63 2.22 

𝑊02 6.20 5.06 4.30 4.07 2.24 

𝑊03 4.03 2.37 1.88 1.84 3.31 

𝑊04 3.82 2.88 2.30 2.21 3.47 
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3.1.4 Плазмоны 

При отсутствии внешнего поля, критерий существования осцилляций заря-

довой плотности (плазмонов) может быть записан в виде следующего уравнения: 

∫ 𝜖(𝜔, 𝐫, 𝐫′)𝜙(𝜔, 𝐫′)𝑑𝐫′ = 0, (3.16) 

где 𝜖(𝜔, 𝐫, 𝐫′) это диэлектрическая функция в непрерывном представлении и 

𝜙(𝜔, 𝐫′) это потенциал, вызванный осцилляциями заряда. В дискретном представ-

лении, уравнение (3.16) может быть записано в виде векового уравнения: 

det[𝜖𝑚𝑛(𝐪, 𝜔)] = 0, (3.17) 

которое определяет плазмонный спектр системы. В присутствии плазмонного за-

тухания плазмонный спектр будет удобнее определить через нахождение макси-

мума функции потерь 𝐿(𝐪, 𝜔) = −𝐼𝑚[1/Π𝑖𝜖𝑖(𝜔)], где 𝜖𝑖(𝜔) это 𝑖-ое собственное 

значение 𝜖𝑚𝑛(𝐪, 𝜔). 

На Рисунках 3.10–3.12 представлена функция потерь 𝐿(𝐪, 𝜔) для одно-, двух- 

и трехслойного черного фосфора, рассчитанная для волновых векторов вплоть до 

0.1 Å–1 для х и у направлений и для энергий возбуждений 𝜔 > Δ, где Δ это запре-

щенная зона. Для всех структур наиболее ярко выражена классическая плазмонная 

мода 𝜔 ~ √𝑞, вызванная внутризонными переходами (тип 1 на Рисунке 3.4) в дву-

мерном электронном газе. Видно, что плазмонная дисперсия анизотропна и подав-

лена в у-направлении как следствие анизотропии электронной структуры черного 

фосфора. Похожие результаты были получены ранее в длинноволновом приближе-

нии для одно и двухслойного черного фосфора с использованием низкоэнергетиче-

ского континуума и гамильтонианов модели сильной связи [8, 65, 66]. Отклонения 

от зависимости 𝜔 ~ √𝑞 проявляются на расстоянии q < 0.05 Å и становятся более 

выражены с увеличением числа слоев. Как видно из Рисунков 3.13–3.14 для всех 

рассматриваемых систем, кроме основной плазмонной моды также существуют до-

полнительные, менее выраженные возбуждения 𝜔 < √𝑞, дисперсия которых имеет 

зависимость 𝐿(𝐪, 𝜔) ~ 𝑞 для обоих кристаллографических направлений. Такого 
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рода возбуждения также проявляются в основном при q > 0.05 Å, и, таким образом, 

соответствуют коротким длинам волн. Технически, данные моды связанны с нали-

чием недиагональных элементов в матрице поляризуемости Πij(𝐪, 𝜔) (уравнение 

3.8), и могут быть интерпретированы как внефазовые осцилляции электронной 

плотности внутри или между слоев. Описание этих особенностей черного фосфора 

требует использования более сложных моделей, чем низкоэнергетические, к при-

меру модель сильной связи.  

 

 

Рисунок 3.10 – Функция потерь 𝐿(𝐪, 𝜔) рассчитанная для однослойного черного 

фосфора. Левые и правые части каждого спектра соответствуют у- и х- направле-

ниям, соответственно. Красная горизонтальная линия отмечает энергетическую 

щель для каждой из представленных систем. Для всех случаев был использован 

электронный допинг 𝑛𝑒 = 1013 см-2 
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Рисунок 3.11 – Функция потерь 𝐿(𝐪, 𝜔) рассчитанная для двухслойного черного 

фосфора 

 

Рисунок 3.12 – Функция потерь 𝐿(𝐪, 𝜔) рассчитанная для трехслойного черного 

фосфора 
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В длинноволновом пределе (𝑞 → 0) заряженный слой порождает кулонов-

ский потенциал 𝑣(𝑞) затухающий как 𝑒−𝑞𝑧, где z это расстояние от слоя [71]. В 

контексте двумерных материалов это приводит к появлению акустических плаз-

монных мод с дисперсией 𝜔 ~ 𝑞 в материалах с двумя слоями [72]. Данная мода 

была обнаружена в двухслойном черном фосфоре, однако она сильно подавлена, 

как и в двухслойном графене [66, 72, 73]. В нашем расчете матрица кулоновского 

потенциала была получена на основе первопринципных расчетов. На малых волно-

вых векторах мы наблюдаем сильно подавленную акустическую плазмонную моду 

для всех рассматриваемых структур, даже для однослойного черного фосфора. 

Важно отметить, что полученные нами энергии плазмонных возбуждений, вызван-

ных внутризонными переходами, немного недооценены. Такой результат является 

следствием того, что в нашей модели эффекты экранирования недооценены из-за 

отсутствия переходов между состояниями, не включенными в модельный гамиль-

тониан. 

Для многослойного черного фосфора мы наблюдаем появление другого вида 

возбуждений, а именно оптических плазмонных мод со слабой дисперсией с энер-

гией 𝜔 ≈ 0.6 эВ для двухслойного и 𝜔1 ≈ 0.4 эВ и 𝜔2 ≈ 0.8 эВ для трехслойного 

черного фосфора (Рисунки 3.11 и 3.12). Соответствующие частоты близки по зна-

чению к внутризонным резонансам, вызванным переходами между ветвями одной 

зоны (тип 2 на Рисунке 3.4), расщепление между которыми пропорционально меж-

слоевому расстоянию в материале. Оптические моды с похожей частотой уже были 

обнаружены ранее в двухслойном графене [73]. Интересно отметить то факт, что 

подавление оптических плазмонных возбуждений в двумерном черном фосфоре 

высокоанизотропно. В у-направлении соответствующие возбуждения затухают при 

волновых векторах q ~ 0.01 Å–1, в то время как в х-направлении их интенсивность 

сохраняется до q ~ 0.06 Å–1. Несмотря на то, что даже на малых волновых векторах 

оптический плазмон подавлен, его спектральный вес сопоставим с возбуждениями 

в электронно-дырочном континууме (𝜔 > Δ). Более того, спектральный вес может 

быть увеличен путем увеличения концентрации допированных носителей заряда, 

либо путем выбора соответствующего диэлектрического окружения [73]. 
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На Рисунках 3.13 и 3.14 представлена частотная зависимость функции потерь 

для черного фосфора с разным количеством слоев для волновых векторов вдоль y- 

и x-направлений.  

 

 

Рисунок 3.13 – Зависимость от частоты функции потерь 𝐿(𝐪, 𝜔), рассчитанной для 

одно-, двух- и трехслойного черного фосфора для различных волновых векторов 

𝑞 вдоль у-направления. Значения волновых векторов дано в Å−1. Стрелками отме-

чены три различных вида возбуждений в соответствии с Рисунком 3.4 
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Рисунок 3.14 – Зависимость от частоты функции потерь 𝐿(𝐪, 𝜔) рассчитанной для 

одно-, двух- и трехслойного черного фосфора для различных волновых векторов 

𝑞 вдоль х-направления. Значения волновых векторов дано в Å−1. Стрелками отме-

чены три различных вида возбуждений в соответствии с Рисунком 3.4 
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Оптические возбуждения на Рисунках 3.13 и 3.14 в зоне 𝜔 > Δ не относятся 

напрямую к эффектам экранирования. Их можно наблюдать в отсутствие допинга, 

и они являются следствием дипольных переходов. Сильная анизотропия данного 

вида возбуждений в однослойном и многослойном черном фосфоре была хорошо 

исследована ранее с использованием различных теоретических методов [36, 41]. 

Также она была исследована экспериментально в объемном черном фосфоре [64]. 

Электронная и кристаллическая структуры двумерного черного фосфора 

имеют сильно выраженную анизотропию, что позволяет нам предположить, что 

электростатическое экранирование также будет иметь ярко выраженную анизотро-

пию. Это было подтверждено экспериментально, путем наблюдения за упорядоче-

нием на поверхности черного фосфора заряженных атомов калия с помощью СТМ 

[74]. На Рисунке 3.15 представлен снимок поверхности допированного черного 

фосфора с концентрацией примесей 𝑛𝐾 = 1.8 × 1013 см−2, полученный с помощью 

СТМ при температуре 𝑇𝑎𝑛𝑛𝑒𝑎𝑙 = 18 К. Такая концентрация примесей соответствует 

графику, представленному на Рисунке 3.16а.  

 

Рисунок 3.15 – Результат сканирующей туннельной микроскопии высокодопиро-

ванного черного фосфора [74]. Плотность примесных атомов равна 𝑛𝐾 = 1.8 ×

1013 см-2. Шкала масштаба равна 30 нм 
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Становится видна сильная вариация в распределении примесных атомов, как 

и уменьшение расстояния между ближайшими соседями вдоль направления х. 

Наблюдается появление эллиптических осциллирующих взаимодействий. Эти вза-

имодействия можно отнести к экранированию заряженных примесных атомов ка-

лия носителями заряда. Чтобы подтвердить эти экспериментальные наблюдения 

теоретически, была использована простая модель для изучения перераспределения 

заряда в допированном двумерном черном фосфоре вокруг единичного точечного 

заряда на поверхности. Для расчета осцилляций зарядовой плотности, было ис-

пользовано выражение: 

𝛿𝑛(𝒓) =
𝑍𝑒

(2𝜋)2
∫ 𝑑2𝑞 (

1

𝜖(𝐪)
− 1) 𝑒𝑖𝒒∙𝒓 , (3.18)  

которое описывает отклик зарядовой плотности точечной зарядовой примеси 

𝑛(𝐫) = 𝑍𝑒𝛿(𝐫) помещенной в двумерную диэлектрическую среду, где Z это заряд 

примеси. 𝜖(𝐪) это статическая диэлектрическая функция в обратном пространстве, 

которая в приближении случайных фаз выглядит как [69]: 

𝜖(𝐪) = 1 + 𝑉(𝑞)Π(𝐪), (3.19) 

где 𝑉(𝑞) = 𝑒2/2𝜖0𝑞 это неэкранированное двумерное кулоновское взаимодействие 

в обратном пространстве, а Π(𝐪) это двумерная поляризуемость в статическом при-

ближении. Для расчета Π(𝐪) в черном фосфоре, было использовано модельное вы-

ражение, которое было получено в работе [8] для монослоя черного фосфора: 

Π(𝐪) = 𝑔2𝐷ℜ [1 − √1 −
8𝜇/ℏ2

𝑞𝑥
2/𝑚𝑥 + 𝑞𝑦

2/𝑚𝑦
] , (3.20) 

где 𝑔2𝐷 = √𝑚𝑥𝑚𝑦/𝜋ℏ2 это двумерная плотность состояний, 𝜇 это химический по-

тенциал, и 𝑚𝑥 = 0.15𝑚0 и 𝑚𝑦 = 1.0𝑚0 – эффективные массы электронов вдоль 𝑞𝑥 

и 𝑞𝑦 направлений. 
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Фурье-преобразование в уравнении 3.18 было рассчитано численно на 

4000 × 4000 сетке q-точек с учетом критерия отсечки 𝑞𝑐𝑢𝑡 ≈ 40𝜋/𝑎, где 𝑎 – пара-

метр решетки, равный 𝑎𝑦 = 3.313 Å для направления «zigzag» и 𝑎𝑥 = 4.374 Å для 

направления «armchair». Получившееся распределение заряда для концентрации 

носителей заряда 𝑛2𝐷 = 8.0 × 1012 см-2 показано на Рисунке 3.16b. Осциллирую-

щая зарядовая плотность имеет характеристическую длину и форму, похожие на 

полученные экспериментально [74]. Расчет подтверждает экспериментальную кар-

тину анизотропных взаимодействий, хотя они и игнорируют эффекты изгиба зон-

ной структуры и тот факт, что источниками заряда являются примесные атомы ка-

лия. 

 

Рисунок 3.16 – Сравнение между теоретически и экспериментально предсказан-

ными фриделевскими осцилляциями. (а) Усредненный потенциал взаимодействия 

при концентрации 𝑛𝐾 =  1.8 ×  1013 см-2 [74], демонстрирующий эллиптические 

осцилляции, характерные для рассеяния свободных носителей поверхностью 

Ферми. (b) Результаты численного расчета перераспределения зарядовой плотно-

сти около единичного заряда на поверхности монослоя черного фосфора с уров-

нем Ферми 𝐸𝐹 расположенным на 0.05 эВ выше минимума зоны проводимости 

(что соответствует концентрации носителей заряда 𝑛2𝐷 = 8.0 × 1012 см-2) 
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3.2 Контролируемые плазмонные возбуждения в однослойной сурьме 

На следующем этапе мы изучили плазмонные возбуждения в допированном 

электронами монослое сурьмы – двумерном полупроводнике с отличными показа-

телями структурной устойчивости в условиях окружающей среды и высокой по-

движностью носителей заряда [75–77]. Электронная структура монослоя сурьмы 

сильно зависит от силы спин-орбитального взаимодействия, что открывает допол-

нительные возможности для управления ею [78, 79]. В данной части диссертации 

показано, что под действием приложенного электростатического поля, допирован-

ный электронами монослой сурьмы демонстрирует необычные плазмонные воз-

буждения с малыми потерями в среднем спектральном диапазоне инфракрасного 

излучения. Данный спектральный диапазон является очень привлекательным с 

точки зрения технологических приложений [80]. Наблюдаемые возбуждения ха-

рактеризуются отрицательной дисперсией на малых волновых векторах и хорошо 

контролируются с помощью приложенного напряжения либо с помощью концен-

трации допированных электронов. Такой контроль возможен в основном благодаря 

спиновому расщеплению зоны проводимости, вызванному спин-орбитальным вза-

имодействием, что приводит к появлению межзонных резонансов и значительно 

меняет диэлектрический отклик. 

На Рисунке 3.17 представлена кристаллическая структура монослоя сурьмы. 

 

Рисунок 3.17 – Структура монослоя сурьмы, (a) вид сверху и (b) в профиль 
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Сурьма имеет гексагональную кристаллическую решетку типа А7 с про-

странственной группой симметрии 𝐷3𝑑
3 , параметром решетки a = 4.12 Å и двумя 

подрешетками, смещенными друг относительно друга вертикально на b = 1.65 Å 

[79]. Монослой сурьмы это полупроводник с непрямой запрещенной энергетиче-

ской зоной, величина которой лежит в ближнем инфракрасном диапазоне [81]. 

Электронная структура монослоя сурьмы может быть точно описана в достаточно 

широком энергетическом диапазоне в рамках приближения модели сильной связи, 

предложенной в работе [79]. Данная модель определена в базисе 𝑝 орбиталей, пред-

ставленных на Рисунке 3.18, и явно учитывает спин-орбитальное взаимодействие.  

 

 

Рисунок 3.18 – Ванье орбитали монослоя сурьмы, соответствующие базису га-

мильтониана сильной связи [79], использованного в данной работе. Для ясности, 

показаны лишь орбитали для одной подрешетки с одной орбиталью на атом. Ор-

битали на атомах второй подрешетки симметричны относительно центра инвер-

сии 

 

В присутствии внешнего электростатического поля, приложенного перпен-

дикулярно к поверхности монослоя сурьмы, соответствующий гамильтониан будет 

иметь следующий вид: 
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𝐻 = ∑ 𝑡𝑖𝑗
𝜎𝜎′

𝑐𝑖𝜎
† 𝑐𝑗𝜎′ +

𝑉

𝑑
∑ 𝑧𝑖𝑐𝑖𝜎

† 𝑐𝑖𝜎

𝑖𝜎𝑖𝑗𝜎𝜎′

, (3.21) 

где 𝑐𝑖𝜎
†

 и 𝑐𝑗𝜎′ – операторы создания и уничтожения электронов со спинами 𝜎 и 𝜎′ 

на орбиталях 𝑖 и 𝑗, 𝑧𝑖 – 𝑧 компонента оператора положения орбитали 𝑖, 𝑡𝑖𝑗
𝜎𝜎′

 – мат-

рица интегралов перекрытия, зависящая от спина электронов, 𝑉 – потенциальная 

энергия взаимодействия точечного заряда с внешним электростатическим полем, и 

𝑑 – вертикальное  смещение между подрешетками. 

3.2.1 Электронная структура 

На Рисунке 3.19 представлена электронная структура и плотность состояний 

в монослое сурьмы. 

 

Рисунок 3.19 – Зонная структура (слева) и плотность состояний (справа), рассчи-

танная для монослоя сурьмы с учетом спин-орбитального взаимодействия в DFT 

и TB приближениях [79] 

 

Минимум зоны проводимости находится в низкосимметричной точке Σ (с то-

чечной группой симметрии 𝐶2𝑣), которая расположена на расстоянии 0.56 Å–1 от 
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точки Γ вдоль направления Γ − 𝑀 зоны Бриллюэна. Низкоэнергетическая диспер-

сия на краю зоны проводимости может быть описана с помощью двух эффектив-

ных масс: 𝑚Σ
∥ = 0.43𝑚0 и 𝑚Σ

⊥ = 0.13𝑚0, которые соответствуют направлениям па-

раллельно и перпендикулярно направлению Γ − 𝑀, соответственно. Это приводит 

к появлению шести эллиптических линий около центра зоны на поверхности 

Ферми. В результате исчезновения инверсионной симметрии, вызванного прило-

женным статическим электрическим полем, направленным перпендикулярно по-

верхности сурьмы, снимается вырождение по спину [82].  

Получающееся спиновое расщепление представлено на Рисунке 3.20, и до-

стигает 0.1 эВ при 𝑉 = 1 эВ. В данной ситуации эффективные массы увеличиваются 

до 𝑚Σ
∥ = 0.47𝑚0 и 𝑚Σ

⊥ = 0.17𝑚0 для обоих зон.  

 
Рисунок 3.20 – Зонная структура монослоя сурьмы в приближении сильной связи 

без учета (сверху) и с учетом (снизу) внешнего электрического поля c 𝑉 = 1 эВ. 

Горизонтальными линиями отмечены уровни Ферми при концентрации допиро-

ванных носителей заряда (электроны или дырки) 𝑛1 = 1013 см-2 и 𝑛2 = 1014 см-2 



77 
 

Соответствующие контуры постоянной энергии в обратном пространстве по-

казаны на Рисунке 3.21, на котором разным цветом отмечены проекции с разным 

направлением спина. Расщепление электронных состояний в монослое сурьмы от-

личается от расщепления Рашбы в двумерном электронном газе с малой энергети-

ческой щелью и больше напоминает обменное расщепление в ферромагнетиках 

[83]. Наблюдаемое значение оператора спина, спроецированного на направление, 

перпендикулярное направлению  Γ − 𝑀, 〈𝑆ΓM
⊥ (𝐤)〉 = 〈𝜓𝑖

𝜎(𝐤)|𝑆ΓM
⊥𝜎𝜎′

|𝜓𝑖
𝜎′

(𝐤)〉, пока-

зывает, что состояния в разных зонах соответствуют противоположным (±ℏ/2) 

спиновым проекциям. В отличие от ферромагнетиков, в данном случае сохраняется 

симметрия обращения времени, что приводит к нулевой общей намагниченности. 

 
Рисунок 3.21 – Контур поверхности Ферми при концентрации допированных 

электронов 𝑛2 =  1014 см-2  и потенциальной энергии 𝑉 = 1 эВ. Цветом отмечены 

наблюдаемые значения (в единицах ℏ/2) оператора спина, проецированного на 

направление, перпендикулярное направлению Г – М зоны Бриллюэна. Синий цвет 

соответствует направлению по часовой стрелке, в то время как красным цветом 

отмечено направление против часовой стрелки. Направление результирующего 

спина отмечено черными стрелками 
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Наличие возможности управлять расщеплением энергетических ветвей при-

ложенным потенциалом и конечное значение плотности состояний на уровне энер-

гии Ферми, достигаемое допированием, дает возможность контролировать плаз-

монные резонансы в данном материале, что представляет интерес для практиче-

ских приложений.  

3.2.2 Оптические свойства 

Для исследования оптических свойств монослоя сурьмы была рассчитана ча-

стотнозависимая диэлектрическая матрица 𝜖𝑖𝑗
(𝒒)

(𝜔). Для этого использовалось при-

ближение случайных фаз и рассматривался случай без диэлектрического фона (сво-

бодный образец в вакууме): 

𝜖
𝜎𝜎′ 

(𝐪)
(𝜔) = 𝛿𝜎𝜎′ −

2𝜋𝑒2

𝑞𝑆
Π

𝜎𝜎′
(𝐪)

(𝜔), (3.22) 

где 2𝜋𝑒2/𝑞𝑆 – плотность неэкранированного кулоновского взаимодействия в дву-

мерном пространстве в длинноволновом приближении и Π
𝜎𝜎′
(𝐪)

(𝜔) – матрица поля-

ризуемости. Для целей нашего исследования оказалось достаточным учитывать 

лишь степени свободы спиновой подсистемы, в то время как эффекты локального 

поля, связанные с орбитальными степенями свободы, могут не учитываться. Ис-

пользуя данное выше определение, спектр плазмонных возбуждений может быть 

определен как det [𝜖
𝜎𝜎′ 

(𝐪)
(𝜔𝑝)] = 𝑖𝛾(𝐪)(𝜔𝑝), где 𝛾(𝐪)(𝜔𝑝) – фактор затухания, и 𝜔𝑝 =

𝜔𝑝
(𝐪)

 – плазмонная частота. Матрица поляризуемости в спинорном базисе прини-

мает вид [68]: 

Π
𝜎𝜎′
(𝐪)

(𝜔) = ∑ (𝑓𝑚
(𝐤)

− 𝑓𝑛
(𝐤′)

)
𝐶𝑖𝜎𝑚

(𝐤)
𝐶𝑖𝜎𝑛

∗(𝐤′)
𝐶

𝑗𝜎′𝑚
∗(𝐤)

𝐶
𝑗𝜎′𝑛

(𝐤′)

𝐸𝑚
(𝐤)

− 𝐸𝑛
(𝐤′)

+ 𝜔 + 𝑖𝜂
,

𝑖𝑗𝐤
𝑚𝑛

(3.23) 

где 𝐶𝑖𝜎𝑚
(𝐤)

 – вклад от 𝑖-ой орбитали 𝑤𝑖𝜎
𝐑 (𝐫) со спином 𝜎 в собственный вектор гамиль-

тониана 𝜓𝑚
𝐤 (𝐫) = ∑ 𝐶𝑖𝜎𝑚

(𝐤)
𝑒𝑖𝐤∙𝐑𝑤𝑖𝜎

𝐑 (𝐫)𝑖𝜎𝐑  с энергией 𝐸𝑚
(𝐤)

, 𝐤′ = 𝐤 + 𝐪, 
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𝑓𝑚
(𝐤)

 =  {exp [(𝐸𝑚
(𝐤)

− 𝜇) /𝑇] + 1}
−1

 это число заполнения в соответствии с распре-

делением Ферми-Дирака, 𝜇 это химический потенциал, определяемый концентра-

цией допированных электронов 𝑛, и 𝜂 отвечает за размытие. Для наших расчетов 

мы использовали 𝑇 = 300 K, 𝜂 = 5 мэВ, и два значения для концентрации допиро-

ванных электронов 𝑛 = 1013 и 𝑛 = 1014 см-2. Интегрирование по зоне Бриллюэна 

было выполнено на сетке с ~106 k-точек. 

Чтобы понять, насколько сильно можно оказывать влияние на оптические 

свойства монослоя сурьмы, мы рассчитали плазмонную функцию потерь 

𝐿(𝐪, 𝜔) =  𝐼𝑚 {1/ det [𝜖
𝜎𝜎′
(𝐪)

(𝜔)]} и изучили ее поведение по отношению к измене-

нию концентрации допированных электронов и силе внешнего потенциала. Резуль-

таты представлены на Рисунке 3.22, где также показана граница электрон-дыроч-

ного континуума 𝜔0
(𝐪)

. При отсутствии внешнего потенциала электроны заполняют 

одну параболическую электронную ветвь, не имея возможности совершать меж-

зонные переходы. В данной ситуации оптический отклик определяется колебани-

ями плазмы нерелятивистского двумерного электронного газа, для которого плаз-

монная частота определяется как 𝜔𝑝
2 ≈ 𝑎𝑛|𝐪| + 𝑏𝐸𝐹𝑞2, где 𝑎 и 𝑏 это константы, а 

𝐸𝐹 это энергия Ферми [84]. Соответствующие функции потерь для 𝑛 = 1013 и 

𝑛 =  1014 см-2 показаны на Рисунках 3.22a и 3.22c, на которых видно классическую 

√𝑞 плазмонную ветвь на малых частотах. 

На частотах 𝜔𝑝
(𝐪)

< 𝜔0
(𝐪)

 плазмонная дисперсия попадает в область электрон-

дырочного континуума и затухает. Энергетический спектр фононных возбуждений 

в монослое сурьмы находится в дальнем инфракрасном диапазоне [82], что озна-

чает отсутствие фонон-плазмонных резонансов в интересующем нас спектральном 

диапазоне [73]. 

Плазмонный спектр претерпевает значительные изменения при учете внеш-

него поля c 𝑉 = 1 эВ. В данном случае наблюдается появление второй (оптической) 

плазмонной ветви. Эта ветвь имеет большой спектральный вес и лежит в среднем 
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инфракрасном диапазоне, вне зависимости от рассматриваемых концентраций до-

пированных электронов. 

 

 

Рисунок 3.22 – Плазмонная функция потерь 𝐿(𝐪, 𝜔) для монослоя сурьмы, 

рассчитанная для концентрации допированных электронов 𝑛 = 1013 см-2 и 𝑛 =

1014 см-2 (сверху и снизу), и для внешнего поля с потенциальной энергией 𝑉 = 0 

эВ и 𝑉 = 1 эВ (слева и справа). Белой линией отмечена граница электрон-

дырочного континуума, определенного решением уравнения  

𝜔0
(𝐪)

=  max {𝐸𝑛
(𝐤+𝐪)

−  𝐸𝑚
(𝐤)

} 
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Эти возбуждения имеют необычную параболическую отрицательную дис-

персию на малых волновых векторах. Их происхождение связанно со спин-орби-

тальным расщеплением ветвей в зоне проводимости, что позволяет электронам со-

вершать межзонные переходы также, как и в многослойном черном фосфоре [73, 

85]. Частотой возбуждений на малых волновых векторах можно управлять прило-

женным напряжением, как показано на Рисунке 3.23. 

 

 

Рисунок 3.23 – Решения уравнения 𝑅𝑒 {det [𝜖
𝜎𝜎′
(𝐪)

(𝜔)]} = 0, определяющее плаз-

монные моды для различных потенциальных энергий 𝑉, и для двух концентраций 

допированных электронов в монослое сурьмы. Для каждого значения энергии со-

ответствующая область затухания Ландау отмечена тем же цветом. Для наглядно-

сти, для каждого значения 𝑉 показана только оптическая мода 

 

В зависимости от уровня концентрации (𝑛 = 1013 и 𝑛 = 1014 см-2), можно 

плавно контролировать плазмонную частоту на малых волновых векторах 
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𝜔𝑝(𝑞 →  0) в пределах от 0 до 0.3 эВ (или 0.5 эВ) путем варьирования приложен-

ного внешнего электростатического поля. Во всех случаях интересующие нас воз-

буждения лежат выше области затухания Ландау (𝜔𝑝
(𝐪)

 >  𝜔0
(𝐪)

), что указывает на 

наличие полностью когерентных плазмонных мод. С другой стороны, классическая 

плазмонная мода в данном случае попадает в область электрон-дырочного конти-

нуума и подавляется. В следствие правила сумм Крамерса-Кронига [86], весь спек-

тральный вес в длинноволновом диапазоне переносится на оптическую моду. От-

метим также, что дополнительным инструментом контроля может служить выбор 

диэлектрической подложки. 

Для того, чтобы лучше разобраться в происхождении плазмонных возбужде-

ний в монослое сурьмы, были рассчитаны эффективные диэлектрические функции 

по формуле 𝜖𝑒𝑓𝑓
(𝐪)

(𝜔) = det [𝜖
𝜎𝜎′
(𝐪)

(𝜔)]. Их частотная зависимость для разных волно-

вых векторов показана на Рисунке 3.24 для 𝑛 = 1013 см-2.  

Без внешнего поля, на достаточно больших частотах наблюдается типичное 

поведение диэлектрической функции 𝜖𝑒𝑓𝑓(𝜔) ≈ 1 − 𝜔𝑝
2/(𝜔2 + 𝑖𝜔𝛾) с 𝜔𝑝

2 ~ 𝑞. В об-

ласти малых 𝜔 существует еще одно решение уравнения 𝑅𝑒 [𝜖𝑒𝑓𝑓
(𝐪)

(𝜔)] = 0 с 𝜔𝑝 ~ 𝑞. 

Это решение известно, как акустический плазмон, соответствующий внефазовым 

колебаниям зарядовой плотности. Он наблюдается в двумерных материалах с ко-

нечной толщиной, к примеру, в двухслойном графене, двумерном черном фосфоре 

и дихалькогенидах переходных металлов [87–89]. Как и в других структурах, дан-

ная мода сильно подавлена, так как находится в пределах электрон дырочного кон-

тинуума.  

При учете внешнего поля функция 𝜖𝑒𝑓𝑓(𝜔) демонстрирует разрыв на 𝜔 =

𝜔0(𝑉) и имеет вид, типичный для проводника с резонансными рассеивателями [90]: 

𝜖𝑒𝑓𝑓(𝜔) ≈ 1 − ∑
𝜔𝑝,𝑙

2

𝜔2 − 𝜔0,𝑙
2 + 𝑖𝜔𝛾𝑙

,

𝑙

(3.24) 

где 𝑙 обозначает различные каналы рассеивания, что для нашего случая может быть 

связано с внутризонными и межзонными переходами.  
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Рисунок 3.24 – Частотная зависимость 𝑅𝑒[𝜖𝑒𝑓𝑓(𝜔, 𝑞)] для монослоя сурьмы, рас-

считанная для различных волновых векторов вдоль направления Г – М зоны 

Бриллюэна. (a) и (b) соответствуют 𝑉 = 0 и 𝑉 = 1 эВ. Для обоих случаев была ис-

пользована концентрация допированных электронов 𝑛 = 1013 см-2. Вставка де-

тально показывает область решений уравнения 𝑅𝑒[𝜖𝑒𝑓𝑓(𝜔, 𝑞)] = 0, определяющее 

оптические плазмонные моды. Стрелками показаны решения для данных значе-

ний волновых векторов 

 

Уравнение 3.24 допускает существование плазмонов с отрицательной дис-

персией, если существует канал рассеяния 𝑙 для которого 𝜕𝜔0,𝑙
2 /𝜕𝑞 < 0. Как видно 

из Рисунков 3.22b и 3.22d, данное условие выполняется для монослоя сурьмы в 

электрическом поле для волновых векторов q ≤ 0.02 Å–1, что совпадает с областью 
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отрицательной плазмонной дисперсии. Кроме этого решения, существует также 

сильно подавленная плазмонная ветвь на уровне межзонных переходов, в то время 

как акустическая ветвь оказывается полностью подавленной для достаточно боль-

ших значений 𝑉. 

Плазмонные возбуждения с отрицательной дисперсией является необычным, 

но не уникальным явлением. Впервые о них было упомянуто в контексте объемных 

кристаллов цезия [91], а в последствии они были обнаружены и в других материа-

лах [92, 93]. Относительно недавно такого рода плазмонные дисперсии были изу-

чены в допированном электронами монослое MoS2 [94]. Отрицательная дисперсия 

связана с отрицательной групповой скоростью, что указывает на отрицательные 

флуктуации энергии. Это явление может вызвать интерес к изучению новых экзо-

тических оптических эффектов, таких как отрицательный показатель преломления 

[95–97]. Тот факт, что соответствующие частоты в монослое сурьмы лежат в тех-

нологически значимом спектральном диапазоне, делает этот материал перспектив-

ным для дальнейших теоретических исследований. Плазмоны в двумерных мате-

риалах могут быть определены с помощью ряда экспериментальных методов, таких 

как: EELS [98], оптические измерения в инфракрасном диапазоне [99], СТМ [100], 

которая уже была использована для изучения оптоэлектронных свойств графена. 

Высокая степень контроля плазмонных возбуждений в монослое сурьмы, вызван-

ная сильным спин-орбитальным взаимодействием, также является привлекатель-

ной чертой для дальнейшего изучения в контексте наноплазмонных приложений. 

Для того, чтобы экспериментально наблюдать интересный вид плазмонов в моно-

слое сурьмы, требуется генерация сильных электрических полей, порядка 

0.1-0.5 эВ/Å. Этого можно добиться путем инкапсуляции монослоя сурьмы в по-

лярных полупроводниках [101], либо с помощью допирования материала тяже-

лыми щелочными металлами [102]. 

Далее был рассмотрен случай дырочного допирования. Стоит отметить, что 

максимум валентной зоны находится в точке Г зоны Бриллюэна, которая обладает 

повышенной симметрией по сравнению с точкой Σ, в которой находится минимум 
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зоны проводимости. Для дырочного допирования был рассмотрен лишь случай 

концентрации допированных дырок  𝑛 = 1013 см-2.  

На первом шаге была рассчитана функция потерь для случая отсутствия 

внешнего поля, представленная на Рисунке 3.25. В отсутствие внешнего электри-

ческого поля наблюдается появление акустической ветви с законом дисперсии 

𝜔(𝑞) ~ √𝑞 и малыми потерями. Также наблюдается появление линейной акустиче-

ской ветви, вызванной межзонными переходами, которая гораздо менее интен-

сивна.  

 

Рисунок 3.25 – Плазмонная функция потерь 𝐿(𝐪, 𝜔) монослоя сурьмы для случая 

дырочного допинга 𝑛 = 1013 см-2 и отсутствия внешнего потенциала. Слева пока-

зано направление Г – K, справа – направление Г – M 
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На следующем шаге была рассчитана функция потерь при приложении внеш-

него потенциала. Она представлена на Рисунке 3.26. При приложении внешнего 

поля c 𝑉 = 1 эВ наблюдается появление оптической ветви с квадратичным законом 

дисперсии на уровне 0.13 эВ, вызванной переходами между расщепленными полем 

ветвями в валентной зоне. Величина расщепления пропорциональна приложен-

ному внешнему потенциалу. 

 

 

Рисунок 3.26 – Плазмонная функция потерь 𝐿(𝐪, 𝜔) монослоя сурьмы для случая 

дырочного допинга 𝑛 = 1013 см-2 и внешнего поля с 𝑉 = 1 эВ. Слева показано 

направление Г – K, справа – направление Г – M 
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Необходимо отметить, что с практической точки зрения, электронное допи-

рование удобнее дырочного. Также, для случая дырочного допирования, резуль-

таты могут быть описаны в рамках хорошо изученной модели Рашба [103]. По этим 

причинам данному случаю не было уделено больше внимания.  

3.3 Выводы 

1. Статическая диэлектрическая функция, кулоновское экранирование и плаз-

монный спектр двумерного черного фосфора высокоанизотропны. Для ди-

электрической функции наибольшая анизотропия наблюдается по краям 

зоны Бриллюэна, где разница в значениях диэлектрической функции состав-

ляет 𝜖𝑀(𝑌)/𝜖𝑀(𝑋) ≈ 4. 

2. Кулоновское экранирование наиболее ярко выраженно на коротких расстоя-

ниях (до 10 Å), где достигается двукратное уменьшение кулоновских взаимо-

действий. Экранирование также можно усилить увеличением концентрации 

допированных электронов. 

3. Плазмонный спектр двумерного черного фосфора демонстрирует различные 

типы возбуждений, вызванные либо межзонными, либо внутризонными пе-

реходами, и зависящие от количества слоев в материале и концентрации до-

пированных носителей заряда.  

4. Воздействие электрического поля на допированную электронами однослой-

ную сурьму приводит к появлению оптических ветвей на плазмонном спек-

тре в среднем инфракрасном диапазоне, имеющих отрицательную диспер-

сию.  

5. Частота данных возбуждений чувствительна к силе приложенного электри-

ческого поля и к концентрации допированных электронов, что позволяет ре-

гулировать ее в пределах среднего инфракрасного диапазона. 

 

Результаты данной главы были опубликованы в работах (Prishchenko D. A. et 

al. Coulomb interactions and screening effects in few-layer black phosphorus: a tight-
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binding consideration beyond the long-wavelength limit // 2D Mater. 2017. V. 4. 

№ 025064), (Prishchenko D. A. et al. Gate-tunable infrared plasmons in electron-doped 

single-layer antimony // Phys. Rev. B. 2018. V. 98. № 201401) и (Kiraly B. et al. Aniso-

tropic two-dimensional screening at the surface of black phosphorus // Phys. Rev. Lett. 

2019. V. 123. № 216403). 
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Глава 4. Ангармонические эффекты в двумерных материалах на основе 

пниктидов 

В данной главе была исследована динамика решетки двумерных материалов 

на основе пниктидов с использованием методов классической молекулярной дина-

мики, описанных в Главе 1. Основное внимание уделялось степени влияния темпе-

ратурных эффектов на фононный спектр материалов. 

4.1 Детали расчета 

Для расчета динамической матрицы на основе данных классической молеку-

лярной динамики был применен программный пакет LAMMPS [11]. В качестве мо-

лекулярно динамических потенциалов были использованы потенциалы типа 

Stillinger-Weber [104] с параметрами, полученными в [13] для двумерных материа-

лов. Такого рода потенциалы являются достаточно простыми, но, в то же время, 

способными хорошо воспроизводить упругие характеристики материала. 

Во всех последующих расчетах использовались суперячейки размера 

32 × 32 × 1 и шаг по времени величиной 2 фс. Такой шаг является достаточно ма-

лым для поддержания стабильности численного расчета, и достаточно большим 

для того, чтобы расчет основных параметров занимал адекватное время. Для рас-

чета динамической матрицы и решеточной функции Грина усреднение атомных 

смещений проводилось за 20 миллионов шагов по времени с использованием мик-

роканонического NVE ансамбля. Предварительно, система была отрелаксирована 

за 15 миллионов шагов по времени. Первые 5 миллионов шагов система релакси-

ровалась с использованием микроканонического ансамбля, в то время как последу-

ющие 10 миллионов шагов релаксация происходила в каноническом NVT ансам-

бле.  
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4.2 Ангармонизм в двумерной сурьме 

На первом этапе был рассчитан модуль Юнга и исследована температурная 

зависимость параметра решетки двумерной сурьмы. Для используемого межатом-

ного потенциала, модуль Юнга при Т = 0 К является изотропным в плоскости и 

составляет 107 ГПа для эффективного межслоевого расстояния 3.7 Å, что хорошо 

согласуется с первопринципными расчетами [105]. Равновесный параметр решетки 

при T = 0 K принимает значение 4.12 Å, что соответствует параметру решетки, 

предсказанному на основе первопринципных расчетов [79]. На Рисунке 4.1 пред-

ставлена зависимость параметра решетки двумерной сурьмы от температуры. Сле-

дует отметить, что структурная устойчивость двумерной сурьмы теряется при Т = 

1400 К, поэтому нами был лишь рассмотрен температурный интервал до Т = 1200 

К. Для определения параметра решетки была проведена релаксация при заданной 

температуре в течение 50 нс с использованием изотермо-изобарического NPT ан-

самбля, после чего было проведено усреднение параметра решетки на основе 10 

наносекундного расчета. 

 

 

Рисунок 4.1 – Зависимость параметра решетки двумерной сурьмы от температуры 
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Как видно из Рисунка 4.1, с увеличением температуры параметр решетки 

уменьшается, что соответствует отрицательному коэффициенту теплового расши-

рения. С одной стороны, увеличение температуры приводит к нарастанию ампли-

туды колебаний атомов около своих равновесных положений, что приводит к уве-

личению межатомных связей и, таким образом, к увеличению параметра решетки. 

С другой стороны, увеличение температуры приводит к возрастанию амплитуды 

внеплоскостных колебаний двумерных материалов, что приводит к уменьшению 

параметра решетки. Таким образом, знак коэффициента теплового расширения за-

висит от того, какой из этих вкладов окажется сильнее. На Рисунке 4.2 представлен 

«снимок» ячейки двумерной сурьмы во время молекулярно динамического расчета 

при температуре 600 К.  

 

 

Рисунок 4.2 – «Снимок» тепловых флуктуаций в двумерной сурьме при T = 600 K 

 

Как видно из Рисунка 4.2, учет такого рода флуктуаций требует использова-

ния больших ячеек, что является проблемой для первопринципных расчетов. Также 

необходимо отметить, что такого рода флуктуации являются необходимым усло-

вием для стабилизации структуры двумерных материалов при отличной от нуля 

температуре [106]. 

Следующим шагом было проведено исследование влияния температуры на 

фононные характеристики двумерной сурьмы. Для этого мы провели расчет фо-

нонных дисперсионных кривых для различных температур напрямую из молеку-

лярно динамического расчета. Рассчитанные дисперсионные кривые для различ-

ных температур представлены на Рисунке 4.3. Для сравнения приведен фононный 
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спектр для Т = 0 К, рассчитанный на основе гармонического приближения. Для 

каждой ветви приведено обозначение, соответствующее фононным смещениям в Г 

точке. LA, TA и ZA соответствуют продольной, поперечной и внеплоскостной аку-

стической ветви, в то время как LO, TO и ZO соответствуют оптическим ветвям. 

 

 

Рисунок 4.3 – Изменения в фононном спектре двумерной сурьмы, вызванные тем-

пературными эффектами. Красным цветом отмечены дисперсионные кривые, рас-

считанные для Т = 0 К в гармоническом приближении, в то время как синим цве-

том отмечены дисперсионные кривые, рассчитанные на основе молекулярной ди-

намики для Т = 300 К (а), 600 К (b), 900 К (c) и 1200 К (d) 

 

Как видно из Рисунка 4.3, фононный спектр демонстрирует наличие доста-

точно большой запрещенной щели шириной примерно 140 см-1 при Т = 0 К и 130 

см-1 при Т = 1200 К. Отметим, что оптическая часть спектра гораздо чувствительнее 
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к изменению температуры, чем акустическая часть. Таким образом, учет ангармо-

низма в двумерной сурьме приводит к красноволновому частотному смещению по 

всей зоне Бриллюэна. Аналогичное поведение было экспериментально продемон-

стрировано в графене и двумерном MoS2 [107, 108]. Ангармонические эффекты мо-

гут быть разделены на два типа. Эффекты первого типа возникают за счет измене-

ния размера и формы ячейки, в то время как эффекты второго типа являются след-

ствием фонон-фононных взаимодействий, что вносит изменения в фононную соб-

ственную энергию. 

Чтобы разделить эти два эффекта, нами были проведены расчеты фононных 

частот в Г точке для оптических ветвей и в точке М для акустических ветвей для 

разных температур. Учет температурных фонон-фононных эффектов был оценен 

из NVT расчета с использованием равновесного параметра решетки для Т = 0 К. 

Учет ячеечных эффектов был затем оценен путем сравнения с NVT расчетом с ис-

пользованием параметра решетки, рассчитанного ранее для заданной температуры 

в NPT расчете. 

На Рисунке 4.4 представлено изменение частот оптических ветвей в Г точке 

в зависимости от температуры для различных параметров решетки. 

 

 

Рисунок 4.4 – Температурная зависимость частот оптических фононных колеба-

ний в Г точке. Красным цветом отмечены частоты, рассчитанные для параметра 

решетки при Т = 0 К, в то время как частоты, отмеченные синим цветом, рассчи-

таны для параметра решетки, соответствующего заданной температуре 
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Из Рисунка 4.4 видно, что внеплоскостная оптическая мода мало восприим-

чива к изменению параметра решетки. Ангармонический частотный сдвиг данной 

моды происходит почти полностью за счет учета фонон-фононных взаимодей-

ствий, в то время как изменение параметра решетки не оказывает видимого влия-

ния.  

Другая ситуация наблюдается для продольной и поперечной оптической 

моды. Как и в случае с внеплоскостной модой, при учете фонон-фононных темпе-

ратурных эффектов происходит красный частотный сдвиг. Однако, при учете из-

менения параметра решетки, происходит дальнейший красный частотный сдвиг, 

который усиливается с увеличением температуры. 

Таким образом можно сделать вывод, что оптическая часть спектра испыты-

вает красный частотный сдвиг за счет фонон-фононных взаимодействий, который, 

в случае продольной о поперечной оптической моды, усиливается учетом ячеечных 

ангармонических эффектов. 

Далее была исследована температурная зависимость акустической части фо-

нонного спектра. Для этого исследовалось изменение частот акустических ветвей 

в точке М зоны Бриллюэна. На Рисунке 4.5 представлена расчетная температурная 

зависимость продольной и внеплоскостной акустической моды в точке М для раз-

личных параметров решетки. 

Как и в случае оптических мод, при учете ангармонических эффектов акусти-

ческая часть испытывает красный частотный сдвиг. Однако, в данном случае, учет 

изменения параметра решетки приводит к небольшому синему частотному сдвигу. 

Однако, для всех акустических ветвей, учет ячеечных ангармонических эффектов 

приводит к относительно малому изменению в фононных частотах. Интересно от-

метить, что при исходном параметре решетки и увеличении температуры до Т = 

1200 К продольная акустическая мода начинает испытывать смягчение, что может 

говорить о тенденции к потере структурной устойчивости. Изменение параметра 

решетки до равновесного для данной температуры состояния приводит к стабили-

зации данной моды. 
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Рисунок 4.5 – Температурная зависимость частот акустических фононных колеба-

ний в М точке. Красным цветом отмечены частоты, рассчитанные для параметра 

решетки при Т = 0 К, а отмеченные синим цветом, рассчитаны для параметра ре-

шетки, соответствующего заданной температуре 

4.3 Ангармонизм в двумерном черном фосфоре 

Рассмотренная выше расчетная схема изучения ангармонических эффектов в 

двумерной сурьме была использована для исследования ангармонических эффек-

тов в двумерном черном фосфоре. Отметим, что структурная устойчивость двумер-

ного черного фосфора теряется уже при Т = 800 К, поэтому нами был рассмотрен 

случай температур вплоть до Т = 600 К. Модуль Юнга для двумерного черного 

фосфора является анизотропным и составляет 44.8 ГПа и 168.4 ГПа для «armchair» 

и «zigzag» направлений и эффективного межслоевого расстояния 5.55 Å, соответ-

ственно, что хорошо согласуется со значениями, предсказанными из первоприн-

ципных расчетов [109]. 

На Рисунке 4.6 представлена расчетная температурная зависимость парамет-

ров решетки двумерного черного фосфора. Здесь параметр a соответствует направ-

лению «armchair», в то время как параметр b соответствует направлению «zigzag». 

В отличие от сурьмы, параметры решетки двумерного черного фосфора возрастают 



96 
 

с увеличением температуры. На Рисунке 4.7 представлен «снимок» ячейки двумер-

ного черного фосфора во время молекулярно динамического расчета при темпера-

туре 600 К. 

 

Рисунок 4.6 – Зависимость параметров решетки однослойного черного фосфора 

от температуры 

 

Рисунок 4.7 – «Снимок» тепловых флуктуаций в двумерном черном фосфоре при 

T = 600 K 

 

Как можно заключить из Рисунка 4.7, при повышении температуры, двумер-

ный черный фосфор, как и двумерная сурьма, испытывает внеплоскостные волно-

образные структурные искажения. Несмотря на это, коэффициент теплового рас-

ширения является положительным. Такое поведение может быть объяснено боль-
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шей жесткостью на изгиб у двумерного черного фосфора по сравнению с двумер-

ной сурьмой [110, 111], что приводит к меньшему внеплоскостному искажению по-

верхности двумерного черного фосфора. 

Расчетные фононные дисперсионные кривые двумерного черного фосфора 

для температур Т = 0 К, 300 К и 600 К представлены на Рисунке 4.8.  

 

 

Рисунок 4.8 – Изменения в фононном спектре двумерного черного фосфора, вы-

званные температурными эффектами. Красным цветом отмечены дисперсионные 

кривые, рассчитанные для Т = 0 К в гармоническом приближении, в то время как 

синим цветом отмечены дисперсионные кривые, рассчитанные на основе молеку-

лярной динамики для Т = 300 К (сверху) и Т = 600 К (снизу) 
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Из Рисунка 4.8 видно, что при увеличении температуры частоты фононных 

колебаний уменьшаются, как и в случае двумерной сурьмы. В случае двумерного 

черного фосфора наблюдается наличие узкой запрещенной фононной щели шири-

ной примерно 40 см-1 во всем рассматриваемом интервале температур. 

На следующем шаге мы проанализировали анизотропию ангармонизма в дву-

мерном черном фосфоре на примере внеплоскостной акустической моды ZA. Для 

этого исследовалось изменение частоты данной моды в точке X и точке Y зоны 

Бриллюэна, что соответствует направлениям «armchair» и «zigzag». На Рисунке 4.9 

представлена расчетная температурная зависимость данных частот. 

Как видно из Рисунка 4.9, для X направления происходит 4% смягчение частоты 

ZA моды, в то время как для Y направления соответствующее смягчение равно 

6.5% относительно значения частоты при Т = 0 К. Отметим, что ячеечные эффекты 

сильнее выражены для Y направления. 

 

 

Рисунок 4.9 – Температурная зависимость частот фононных колебаний ZA моды в 

точке X (а) и Y (b) зоны Бриллюэна. Красным цветом отмечены частоты, рассчи-

танные для параметра решетки при Т = 0 К, а синим цветом, рассчитанные для па-

раметра решетки, соответствующего заданной температуре 
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4.4 Выводы 

1. Ангармонизм в двумерной сурьме и двумерном черном фосфоре приводит 

к уменьшению частот фононных колебаний по всей зоне Бриллюэна. Оптическая 

часть спектра претерпевает большие изменения по сравнению с акустической ча-

стью в обоих случаях. 

2. Было показано, что коэффициент теплового расширения положителен для 

черного фосфора и отрицателен для сурьмы, что может быть вызвано разницей в 

их внеплоскостной жесткости. 

3. Фонон-фононные взаимодействия вносят больший вклад в ангармонизм по 

сравнению с эффектами, вызванными изменением объема ячейки. 

4. Для двумерной сурьмы модуль Юнга изотропен и равен 107 ГПа для эф-

фективного межслоевого расстояния 3.7 Å, в то время как для двумерного черного 

фосфора он анизотропен и равен 44.8 ГПа и 168.4 ГПа для «armchair» и «zigzag» 

направлений и эффективного межслоевого расстояния 5.55 Å, соответственно. Оба 

материала демонстрируют наличие одной запрещенной фононной щели шириной 

примерно 250 см-1 для сурьмы и 40 см -1 для черного фосфора. 
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Заключение 

Основные результаты и выводы диссертации 

1) Проведено первопринципное исследование двумерного черного фосфора 

в присутствии типичных одновалентных (водород, фтор) примесей. Результаты мо-

делирования показывают, что при одностороннем и двустороннем покрытии дву-

мерного черного фосфора атомами водорода и фтора происходит его разложение 

на слабо связанные одномерные цепочки. Несмотря на достаточно большое значе-

ние запрещенной зоны (2.29 эВ), покрытый с двух сторон атомами водорода дву-

мерный черный фосфор является структурно неустойчивым. Однако, при полном 

покрытии атомами фтора, двумерный черный фосфор становится структурно 

устойчивым соединением с шириной запрещенной зоны 2.27 эВ.  

2) Проведено исследование диэлектрического экранирования в двумерном 

черном фосфоре. Показано, что рассчитанная диэлектрическая функция сильно 

анизотропна. Также была оценена сила эффективных локальных и нелокальных ку-

лоновских взаимодействий и их зависимость от концентрации допированных но-

сителей заряда. Был рассчитан спектр плазмонных возбуждений двумерного чер-

ного фосфора и произведена классификация различных типов возбуждений.  

3) Изучены оптические свойства монослоя сурьмы при характерных концен-

трациях допированных электронов и при варьировании приложенного напряжения 

смещения. Обнаружено, что спиновое расщепление приводит к появлению нового 

типа плазмонных возбуждений с отрицательной дисперсией. Эти возбуждения 

находятся в среднем инфракрасном диапазоне и чувствительны к величине прило-

женного напряжения. 

4) Изучена зависимость фононных характеристик и параметра решетки от 

температуры для двумерного черного фосфора и двумерной сурьмы в рамках под-

хода классической молекулярной динамики. Было обнаружено, что учет ангармо-

низма в двумерной сурьме и двумерном черном фосфоре приводит к уменьшению 

частот фононных колебаний по всей зоне Бриллюэна. Оптическая часть спектра 

претерпевает большие изменения по сравнению с акустической частью в обоих 
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случаях. Также было показано, что с увеличением температуры параметры решетки 

двумерного черного фосфора увеличиваются, в то время как параметр решетки дву-

мерной сурьмы уменьшается.  

Перспективы дальнейшей разработки темы 

В дальнейшем планируется провести изучение тепловых и термодинамиче-

ских характеристик двумерных материалов, рассмотренных в данной диссертации, 

используя как первопринципные методы, так и методы классической молекуляр-

ной динамики. Также планируется провести исследование электронных и оптиче-

ских свойств других перспективных двумерных материалов. 
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Список сокращений и условных обозначений 

ТФП – теория функционала плотности 

LDA – приближение локальной плотности  

GGA – обобщенное градиентное приближение 

PAW – метод проекционно присоединенных волн 

EELS – спектроскопия характеристических потерь энергии электронами 

СТМ – сканирующая туннельная микроскопия 

SW – потенциал типа Stillinger-Webber 

NVE – микроканонический ансамбль 

NVT – канонический ансамбль 

NPT – изотермо-изобарический ансамбль 

LO – продольная оптическая мода 

TO – поперечная оптическая мода 

ZO – внеплоскостная оптическая мода 

LA – продольная акустическая мода 

TA – поперечная акустическая мода 

ZA – внеплоскостная акустическая мода 
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