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Введение

Актуальность темы и степень ее разработанности. В настоящее
время для изучения динамических процессов, наблюдаемых в разных обла-
стях естествознания, широко используются математические модели в форме
нелинейных дифференциальных или разностных уравнений. Переход от об-
работки эмпирических и экспериментальных данных к построению и анали-
зу адекватных математических моделей позволяет существенно продвинуться
в понимании механизмов сложных процессов в механике жидкостей и газов,
климатических изменений, динамике нейронных и популяционных систем, хи-
мической кинетике и т.п., и перейти к решению актуальных задач управления
такими процессами.

Присутствие случайных возмущений является неизбежным атрибутом
функционирования любой реальной системы. Взаимосвязь нелинейности и сто-
хастичности зачастую приводит к новым явлениям, не имеющим аналогов в
исходных детерминированных моделях. В настоящее время насущной зада-
чей математического моделирования является разработка новых подходов и
универсальных математических методов, ориентированных на конструктив-
ный анализ таких явлений в нелинейных стохастических моделях современно-
го естествознания.

Если в детерминированном случае такой универсальный математический
подход, использующий бифуркационный анализ и теорию устойчивости, в на-
стоящее время достаточно хорошо разработан, то теория и методы нелинейного
стохастического анализа еще только формируются. Основным инструментом
исследования нелинейных стохастических систем пока остается прямое чис-
ленное моделирование, что является чрезвычайно затратным в задачах пара-
метрического анализа.

Первые математические модели, использующие стохастические диф-
ференциальные уравнения, появились в работах С.Н.Бернштейна [1],
И.И.Гихмана [2] и К.Ито [3]. В настоящее время стохастические уравнения
Ито и их модификация, предложенная Р.Л. Стратоновичем [4], служат базо-
вой моделью при исследовании влияния случайных возмущений на поведение
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динамических систем [5]. Развитие стохастического анализа привело к появле-
нию новых моделей с интегралами по мартингалам, точечным и Леви процес-
сам [6–8].

Современная теория устойчивости и управления стохастическими дина-
мическими системами формировалась в работах таких ученых как Н.Н. Кра-
совский, Р.З. Хасьминский, И.Я. Кац, H.J. Kushner, W.H. Fleming, В.Б. Колма-
новский, А.Б. Куржанский, Г.Н. Мильштейн, П.В. Пакшин, Ф.Л. Черноусько,
Б.И. Ананьев, M. Aoki, L. Arnold, K.J. Astrom, R.E. Kalman, R.S. Bucy, X. Mao,
J.L. Willems, W.M. Wonham и многих других (см. [9–21] и библиографию в
них).

Основы анализа результатов воздействия стохастических возмущений на
осцилляционные режимы нелинейных динамических систем были заложены в
работе Л.С. Понтрягина, А.А. Андронова и А.А. Витта [22]. В дальнейшем,
эти исследования продолжились в работах Р.Л. Стратоновича, С.М. Рытова,
Ю.И. Неймарка, П.С. Ланда, В.В. Болотина, М.Ф. Диментберга, В.С. Ани-
щенко, Т.Е. Вадивасовой, А.А. Короновского, А.Е. Храмова, В.И. Некоркина,
С.П. Кузнецова, А.Б. Неймана, А. Пиковского, А.А. Дубкова, R.A. Ibrahim,
W. Horsthemke, R. Lefever, J. Duan, A. Pisarchik, J. Kurths, B. Spagnolo, S.
Boccaletti и других (см. [23–36] и библиографию в них).

Сочетание нелинейности и стохастичности может приводить к неожи-
данным и зачастую контринтуитивным динамическим явлениям, не имею-
щим детерминированных аналогов. В настоящее время интенсивно исследу-
ются такие нелинейные стохастические явления, как вызванные шумом пере-
ходы [30,33,37–40], стохастические бифуркации [41–46], стохастический и коге-
рентный резонанс [47–55], вызванный шумом порядок и хаос [56–60], вызванная
шумом синхронизация [32, 36], возбудимость [61–64], перемежаемость [65–67],
мультимодальность [68,69], вызванные шумом кризисы [70,71].

Подобные явления, свидетельствующие о конструктивном характере шу-
мов, обнаружены во многих нелинейных стохастических системах, моделирую-
щих реальные процессы, относящиеся к различным областям естествознания.
В частности, такие стохастические явления наблюдаются и в обсуждаемых в
диссертации направлениях, связанных с механикой потоков [72–74], с химиче-
ской кинетикой [75–78], с популяционной динамикой [79–86], с нейронной ак-
тивностью [48,61,87–92], с климатической и вулканической динамикой [93–97].

Основным инструментом исследования нелинейных стохастических си-
стем пока остается прямое численное моделирование [98, 99]. В рамках это-
го чрезвычайно затратного метода сложно получить ясные параметрические
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описания разнообразных стохастических режимов исследуемых моделей. Для
проведения детального параметрического анализа, позволяющего выяснить ве-
роятностные механизмы этих новых стохастических явлений, требуется разра-
ботка аналитических подходов.

Сравнительный анализ представленного в литературе широкого круга
нелинейных стохастических эффектов позволяет выделить главные причины,
их вызывающие. В исследовании индуцированных шумами переходов опре-
деляющую роль играет взаимное расположение разброса случайных состоя-
ний вокруг аттракторов и сепаратрис, разделяющих их бассейны притяже-
ния. Исчерпывающее описание динамики вероятностных распределений в мо-
делях, использующих стохастические дифференциальные уравнения, дается
соответствующим уравнением Фоккера-Планка-Колмогорова. Аналитическое
решение этого уравнения возможно только в одномерном случае, а в общем
случае систем с малыми шумами здесь возникают известные сложности ана-
лиза уравнений с малыми коэффициентами при старших производных. В этих
обстоятельствах важны подходы, дающие конструктивные аппроксимации для
искомых статистических характеристик. В частности, разработан метод, свя-
занный с обрывом бесконечной последовательности уравнений для моментов
высших порядков. При этом, как правило, ограничиваются первыми двумя
моментами [29]. Методы стохастического усреднения в системах с малым па-
раметром развивались в работах [23,26]. Из приближенных методов можно так-
же отметить широко используемые аппроксимации в переменных амплитуды
и фазы [23,30,100]. Для класса быстро-медленных нелинейных систем диффе-
ренциальных уравнений возможные асимптотические аппроксимации обсуж-
даются в [48, 101–103]. В настоящее время хорошо известен общий подход, ис-
пользующий при асимптотической аппроксимации плотности распределения в
системах с малыми шумами так называемый квазипотенциал [104]. Данный
метод активно развивался в работах [105–110].

В условиях локализации случайных состояний в окрестности детерми-
нированного аттрактора для квазипотенциала можно эффективно использо-
вать квадратичную аппроксимацию. В случае равновесия и цикла эта квадра-
тичная аппроксимация была построена в [111]. Параметры соответствующей
квадратичной формы задаются матрицей, получившей в дальнейшем назва-
ние матрицы стохастической чувствительности. Метод функций стохастиче-
ской чувствительности, использующий другой подход, связанный с системами
первого приближения, развивался в цикле совместных работ [112–114] автора
диссертации. В [115], этот метод был распространен на случай квазипериоди-
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ческих аттракторов. Обзор метода функций стохастической чувствительности
для стохастических дифференциальных уравнений с гауссовскими белыми шу-
мами представлен в монографии [116].

Во многих реальных процессах адекватной математической моделью дей-
ствующих случайных возмущений являются цветные шумы, имеющие те или
иные характерные корреляционные временные характеристики [117,118]. Важ-
ная роль цветных шумов была обнаружена во многих системах самой разной
природы, например, в лазерах [119], сейсмологии [120], биохимии [121], дина-
мике популяций [122], кинетике роста микроорганизмов [123], динамике роста
опухолей [124]. Воздействие цветных шумов может приводить к таким явлени-
ям, как индуцированные случайными возмущениями переходы [118, 125, 126],
стохастический резонанс [127], вызывать стохастические бифуркации [128] и
трансформации порядок-хаос [129]. Для анализа вероятностных механизмов
этих явлений несомненно актуальным является представленное в диссертации
распространение теории стохастической чувствительности на случай систем с
цветными шумами.

Изучение взаимного влияния стохастических и периодических возмуще-
ний на поведение нелинейных динамических систем является темой обшир-
ных исследований. Даже в детерминированном случае, динамические системы
с периодически меняющимися параметрами являются широко распространен-
ными математическими моделями в естествознании и технике. Например, в
анализе динамики популяционных и климатических систем важную роль иг-
рают изменения внешних условий, связанные с суточными и сезонными рит-
мами. Такие системы могут демонстрировать разнообразие динамических ре-
жимов с периодическими, апериодическими и даже хаотическими колебани-
ями. Для исследования детерминированных систем с периодическими коэф-
фициентами активно используются различные подходы, основанные на тео-
рии возмущений и усреднений, методе точечных отображений [130, 131]. Для
линейных дифференциальных уравнений с периодическими коэффициентами
разработана фундаментальная математическая теория [132]. Взаимодействие
нелинейности, периодичности и стохастичности может привести к различным
неожиданным динамическим явлениям [133–135]. Здесь классическим приме-
ром является стохастический резонанс [49,50,136]. Конструктивная роль шума
в периодических системах привлекает внимание многих исследователей (см.,
например, [30,33,100,137–144]). Здесь, как правило, рабочим инструментом яв-
ляется прямое численное моделирование. Представленное в диссертации раз-
витие авторского аналитического метода стохастической чувствительности для
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исследования нелинейных систем с периодическими и случайными возмуще-
ниями является актуальным теоретическим направлением.

Наряду со стохастическими дифференциальными уравнениями, при мо-
делировании случайных процессов в естествознании широко используются дис-
кретные нелинейные отображения [145]. Даже одномерные дискретные модели
позволяют моделировать широкий круг динамических режимов, как регуляр-
ных, так и хаотических. Для дискретных моделей, присутствие случайных воз-
мущений порождает не меньшее разнообразие интересных стохастических яв-
лений, чем в системах с непрерывным временем. Исследование этих явлений,
в подавляющем большинстве работ, основано на численном моделировании ре-
шений стохастических дискретных систем и последующей статистической об-
работке.

Математическое описание динамики вероятностных распределений в си-
стемах с дискретным временем дается функциональными уравнениями с опе-
раторами Перрона-Фробениуса [146,147]. Однако аналитическое решение таких
уравнений, даже в одномерном случае, возможно только для специально подо-
бранных примеров. Для аппроксимации вероятностных распределений случай-
ных состояний вокруг детерминированных аттракторов (равновесий и циклов)
дискретных систем, в работах [148,149] был разработан аналог функции стоха-
стической чувствительности, полученной ранее для непрерывного случая. Ис-
следования показали, что в случае шумов, зависящих от состояния системы,
этот метод аппроксимации может занижать значения дисперсии. Здесь постро-
ение более точных аппроксимаций, учитывающих специфику параметрических
шумов, представляется важной исследовательской задачей диссертации.

В системах, задаваемых отображениями, наряду с равновесиями и дис-
кретными циклами возможен еще один тип регулярного аттрактора – замкну-
тая инвариантная кривая. Возникновение такого аттрактора связано с бифур-
кацией Неймарка-Сакера [150, 151], в результате которой равновесный режим
трансформируется в квазипериодический.

В результате последовательных бифуркаций удвоения периода дискрет-
ных циклов, разрушения инвариантных кривых и бифуркаций кризиса, в си-
стеме появляются хаотические аттракторы [152–154]. Квазипериодические и
хаотические осцилляции являются важными режимами функционирования во
многих нелинейных системах с дискретным временем. Присутствие случайных
возмущений вносит дополнительные сложности в их анализ [155–157]. Разра-
ботка методов аппроксимации вероятностных распределений случайных со-
стояний вблизи замкнутых инвариантных кривых и хаотических аттракторов
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является важным шагом в исследовании динамики стохастических систем с
такими аттракторами и понимании внутренних механизмов сложных вероят-
ностных феноменов.

Таким образом, разработка конструктивных аналитических методов ап-
проксимации вероятностных распределений вокруг регулярных и хаотических
аттракторов является несомненно важной задачей современной нелинейной
стохастической динамики. Практическая реализация этих теоретических ме-
тодов в анализе разнообразных индуцированных шумами явлений требует раз-
работки соответствующих алгоритмов и программ.

В настоящее время безусловно актуальной задачей является разработка
конструктивных методов управления сложными колебательными режимами
нелинейных систем. Здесь можно отметить технические проблемы по устране-
нию вибраций в механических системах, подавлению нежелательных гармоник
в электронных системах и т.п. Наряду с подавлением осцилляций, возникают и
противоположные задачи генерации требуемых амплитудных и частотных ха-
рактеристик. Для детерминированных систем такая теория достаточно хорошо
развита (см. например [158–162]). В этом кругу особый интерес исследователей
вызывает тематика, связанная с управлением хаосом [163–169]. Объектом ак-
тивных исследований являются задачи управления колебаниями в нелинейных
стохастических системах [111,170–175].

Переход от традиционно рассматриваемых задач стабилизации равновес-
ных режимов к синтезу сложных колебательных процессов с наперед задан-
ными вероятностными характеристиками, особенно в условиях информацион-
ных и технологических ограничений, приводит к необходимости постановки
и решения новых математических задач. В русле исследований, проводимых
в данной диссертации, возникает новая постановка задачи управления, свя-
занная с синтезом назначенной стохастической чувствительности рабочих ре-
жимов, связанных с теми или иными аттракторами динамических моделей.
Здесь возникает круг новых математических задач по исследованию вопросов
управляемости, достижимости и построению регуляторов в условиях полной и
неполной информации.

Проводимые автором математические исследования были во многом мо-
тивированы необходимостью решать актуальные задачи, возникающие в нели-
нейных стохастических моделях из разных разделов современного естество-
знания, связанных с динамикой сложной жидкости, функционированием про-
точных химических реакторов, протеканием реакций гликолиза, нейронной и
популяционной динамикой, сложными динамическими явлениями в геофизи-
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ке. Выявление общих закономерностей в моделях разной физической природы,
формализация и разработка единого численно-аналитического подхода к ис-
следованию наблюдаемых нелинейных стохастических явлений и решение но-
вых задач управления делает тему диссертационной работы актуальной и важ-
ной для современной стохастической теории нелинейных динамических систем
ее приложений.

Цели и задачи диссертационной работы
Целью работы является разработка новых методов математического мо-

делирования, анализа и управления для сложных стохастических режимов
нелинейных динамических систем в зонах порядка и хаоса, а также приложе-
ние этой теории к решению актуальных исследовательских задач в различных
разделах естествознания.

Для достижения указанной цели были поставлены и решены следующие
задачи.

Основные задачи
1. Разработка методов асимптотической аппроксимации вероятностных

распределений вблизи регулярных (равновесия, циклы, замкнутые инвариант-
ные кривые) и хаотических аттракторов дискретных динамических систем с
шумами, зависящими от состояния.

2. Развитие техники стохастической чувствительности для непрерывных
динамических систем с цветными шумами и периодическими возмущениями.

3. Построение общей методики и создание комплекса алгоритмов и про-
грамм для исследования широкого круга индуцированных шумами явлений,
связанных со стохастическими переходами и бифуркациями в математических
моделях с непрерывным и дискретным временем.

4. Разработка конструктивных методов управления для решения новых
задач синтеза динамических систем с заданными вероятностными характери-
стиками, в том числе и при неполной информации.

5. Применение разработанных методов математического моделирования,
стохастического анализа и управления для решения ряда актуальных иссле-
довательских задач, связанных со сложными стохастическими явлениями в
потоках сложной жидкости, проточных химических реакторах, кинетике гли-
колиза, нейронной и популяционной динамике, геофизике.

Научная новизна заключается в разработке универсальной методики
математического моделирования, анализа и управления для широкого кру-
га стохастических явлений, исследуемых в разных областях естествознания.
Математической основой этой методики является аппарат аппроксимации ве-
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роятностных распределений нелинейных стохастических систем, основанный
на авторской технике функции стохастической чувствительности. Этот аппа-
рат позволяет проводить конструктивное исследование новых стохастических
явлений вблизи локальных и нелокальных бифуркаций в зонах порядка и хао-
са, избегая затратного прямого численного моделирования в параметрическом
анализе. Предложен и реализован новый численно-аналитический подход, учи-
тывающий стохастическую чувствительность аттракторов и геометрию их бас-
сейнов притяжения.

Теоретическая и практическая значимость работы
Диссертация решает научную проблему, состоящую в разработке общей

теории математического моделирования и анализа сложных стохастических
явлений в нелинейных стохастических системах. Предложен универсальный
подход, позволяющий в рамках единой теории исследовать особенности ве-
роятностных распределений вблизи регулярных и хаотических аттракторов в
математических моделях с дискретным и непрерывным временем с общими
параметрическими шумами, в том числе цветными. Результаты, полученные
в диссертационной работе, позволяют продвинуться в понимании общих за-
кономерностей индуцированных шумами переходов и бифуркаций на основе
анализа стохастической чувствительности аттракторов и их бассейнов притя-
жения. Предложенный подход к описанию сложных вероятностных явлений
позволяет в рамках единой методики эффективно прогнозировать стохасти-
ческие трансформации динамических режимов, проводить их количественный
параметрический анализ и решать задачи управления, что имеет весьма широ-
кую область потенциального применения в различных областях технических
и естественных наук.

Теоретические разработки диссертации уже нашли применение в иссле-
довании стохастических процессов в системах различной физической природы.
Здесь можно отметить циклы работ по стохастическим явлениям в динамике
связанных популяций, нейронной активности, кинетике гликолиза, термохими-
ческих реакторах, макроэкономике, климатической динамике, вулканической
и гейзерной активности. Результаты этих практических приложений разрабо-
танной в диссертации теории опубликованы в авторитетных специализирован-
ных научных журналах.

Методология и методы исследования
В качестве математических моделей систем в диссертации используются

нелинейные системы стохастических дифференциальных и разностных урав-
нений. Для их анализа применяется современная методология, опирающаяся
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на математическую теорию локальных и нелокальных бифуркаций, аналити-
ческие, асимптотические и численные методы теории случайных процессов,
компьютерное моделирование.

В диссертации используются и развиваются авторские методы матема-
тического моделирования и анализа нелинейных стохастических феноменов,
использующие технику стохастических линейных расширений и аппарат функ-
ций стохастической чувствительности. Для пространственного описания веро-
ятностных распределений в диссертации развивается техника доверительных
областей, метод главных направлений с привлечением метрики Махаланобиса.

Важно подчеркнуть, что эти подходы и методы автора диссертации поз-
воляют в рамках единой теории охватить как традиционно исследуемые про-
стые случаи аттракторов (равновесия, циклы на плоскости), так и достаточно
сложные пространственные аттракторы дискретных и непрерывных систем в
зонах перехода от порядка к хаосу, и проводить анализ воздействия не только
аддитивных, но и параметрических случайных возмущений.

В решении задач стохастического синтеза используются методы управ-
ления с помощью статических регуляторов с обратной связью, а также дина-
мических регуляторов с фильтрацией зашумленных сигналов.

Основные положения, выносимые на защиту
1. Спектральные критерии существования устойчивых стационарных

вторых моментов стохастических линейных расширений нелинейных дискрет-
ных систем с параметрическими шумами в случае равновесий и циклов. Кон-
структивные алгоритмы для отыскания этих моментов.

2. Теория стохастической чувствительности для замкнутых инвариант-
ных кривых двумерных отображений.

3. Теория стохастической чувствительности хаотических аттракторов
одно- и двумерных отображений.

4. Теория стохастической чувствительности равновесий непрерывных си-
стем с цветными шумами.

5. Теория стохастической чувствительности циклов неавтономных непре-
рывных систем с периодическими возмущениями.

6. Техника математического моделирования распределений случайных
состояний регулярных и хаотических аттракторов в форме доверительных об-
ластей с привлечением техники функций стохастической чувствительности,
метрики Махаланобиса и метода главных направлений.

7. Общая методика и комплекс алгоритмов и программ для исследова-
ния широкого круга индуцированных шумом явлений на основе разработанной
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теории стохастической чувствительности:
- стохастические переходы между сосуществующими аттракторами и их

частями;
- обратные стохастические бифуркации;
- стохастическая генерация новых режимов в зонах седло-узловых, ка-

сательных и кризисных бифуркаций, а также бифуркаций Андронова-Хопфа,
Неймарка-Сакера, и удвоения периода;

- стохастическая возбудимость и генерация мультимодальных колебаний
в моностабильных системах;

- бифуркация стохастического расщепления предельных циклов;
- индуцированная шумом генерация и подавление хаоса;
- стохастическая генерация фантомного аттрактора.
8. Теория и алгоритмы решения новых задач синтеза динамических си-

стем с заданными вероятностными характеристиками равновесных и осцилля-
ционных режимов, в том числе и при неполной информации. Критерии управ-
ляемости и достижимости в зависимости от геометрии управляющих воздей-
ствий в задаче синтеза стохастической чувствительности. Конструктивные ме-
тоды регуляризации в некорректной задаче управления стохастическим цик-
лом. Новая техника управления доверительными областями в задаче струк-
турной стабилизации и подавления хаоса.

9. Конструктивные методы, основанные на разработанной теории стоха-
стической чувствительности, для исследования ряда актуальных задач в нели-
нейных стохастических моделях современного естествознания:

- анализ индуцированных шумом осцилляций в модели течения сложной
жидкости;

- исследование стохастической возбудимости и стабилизация в модели
проточного химического реактора;

- анализ явления стохастической генерации осцилляций в модели Сель-
кова кинетики гликолиза;

- исследование вероятностных механизмов стохастической возбудимости
в непрерывных моделях нейронной активности Фицхью-Нагумо, Юлихера,
Ходжкина-Хаксли и дискретных моделях Рулькова;

- анализ вызванных шумами экологических сдвигов и способов их
предотвращения в дискретных и непрерывных моделях популяционной дина-
мики;

- анализ вероятностных механизмов нелинейных стохастических явлений
в моделях геофизики (динамика климата и вулканическая активность).
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Структура и объем работы
Диссертационная работа состоит из введения, шести глав и заключения.

Общий объем диссертации составляет 388 страниц текста, включая 208 ри-
сунков и список использованных источников, содержащий 341 наименования.
Логика изложения материала в диссертационной работе построена следую-
щим образом. Общий математический материал и результаты по аппроксима-
ции вероятностных распределений вблизи аттракторов стохастических систем,
полученные в первой и второй главе, являются основой для исследования ин-
дуцированных шумом явлений в третьей главе и решения задач управления в
четвертой главе. Результаты первых четырех глав используются в пятой гла-
ве для анализа стохастических явлений в моделях естествознания. В шестой
главе содержится описание комплекса разработанных программ.

Во Введении обоснована актуальность научной тематики диссертацион-
ной работы, сформулированы ее цель и задачи, отражена научная новизна,
приведены основные результаты, выносимые на защиту, дано краткое изло-
жение диссертационной работы, и представлены сведения о достоверности и
апробации результатов.

В первой главе развивается математический аппарат анализа вероят-
ностных распределений нелинейных стохастических систем с дискретным вре-
менем. В п.1.1 для системы линейного приближения вблизи равновесия ис-
следуется динамика вторых моментов решений и доказывается Теорема 1.1,
дающая спектральный критерий существования устойчивого равновесия для
этих моментов. Исследуется асимптотика стационарных моментов при малых
шумах, строится первое приближение, связанное с матрицей стохастической
чувствительности. Здесь устанавливается связь этой матрицы с гауссовски-
ми аппроксимациями плотности распределения вокруг равновесия и довери-
тельными эллипсоидами. В п.1.2 эти результаты распространяются на случай
дискретного цикла. В Теореме 1.2 дается спектральный критерий существо-
вания устойчивого периодического решения системы вторых моментов, и да-
ются спектральные мажоранты, позволяющие получить конструктивные до-
статочные условия. Предлагается алгоритм построения этого периодического
решения, выводятся явные формулы для одномерного случая. Для малых шу-
мов строятся асимптотические разложения, устанавливается связь с последо-
вательностью матриц, определяющих стохастическую чувствительность эле-
ментов дискретного цикла. В п.1.3 теория стохастической чувствительности
распространяется на более сложный осцилляционный аттрактор, задаваемый
замкнутой инвариантной кривой. Детально разбираются случаи, когда эта
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кривая состоит из равновесий, дискретных циклов и квазипериодических ре-
шений. В п.1.4 развивается теория стохастической чувствительности хаотиче-
ских аттракторов дискретных систем. Выводятся явные формулы для чувстви-
тельности границ однокусочных и многокусочных хаотических аттракторов
одномерных систем. Для хаотических аттракторов двумерных систем найде-
на стохастическая чувствительность границ, полученных с помощью аппарата
критических линий. Все теоретические результаты Главы 1 иллюстрируются
на примерах.

В Главе 2 представлен соответствующий математический аппарат по ап-
проксимации вероятностных распределений вокруг равновесий (п.2.1) и цик-
лов (п.2.2) динамических систем, задаваемых стохастическими дифференци-
альными уравнениями Ито. Здесь результаты, выносимые на защиту, пред-
ставлены в п.2.1.3, где строится математическая теория стохастической чув-
ствительности равновесия системы с цветными шумами, и в п. 2.2.4, где раз-
вивается теория стохастической чувствительности циклов в системах с перио-
дическими возмущениями.

Глава 3 посвящена применению представленного в главах 1, 2 общего
математического аппарата по аппроксимации вероятностных распределений
вблизи регулярных и хаотических аттракторов систем с дискретным и непре-
рывным временем к исследованию стохастических переходов и бифуркаций. В
п.3.1 излагаются методы анализа индуцированных шумами переходов между
сосуществующими аттракторами, как регулярными, так и хаотическими. По-
казано, как подобные переходы могут быть конструктивно исследованы с помо-
щью аппарата доверительных областей и анализа их взаимного расположения
с сепаратрисами, разделяющими бассейны притяжения аттракторов. В п.3.2
исследуются переходы между отдельными фрагментами сложных простран-
ственных аттракторов, порождающие обратные стохастические бифуркации и
трансформации от порядка к хаосу. В п.3.3 исследуются феномены стохастиче-
ской генерации новых аттракторов в зонах возбудимости вблизи касательной
бифуркации и бифуркации Андронова-Хопфа. Здесь также проведено деталь-
ное исследование нового стохастического явления генерации так называемого
фантомного аттрактора, состоящего в сдвиге распределения случайных состоя-
ний в зону, где исходная детерминированная система не имеет никаких аттрак-
торов. Это явление иллюстрируется на примере быстро-медленной системы и
исследуется аналитически методом «замораживания» медленной переменной.

Глава 4 посвящена решению задач синтеза стохастических режимов в
нелинейных динамических системах. Представленные здесь теоретические раз-
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работки опираются на результаты глав 1-3. В п.4.1 рассматриваются и реша-
ются задачи построения регуляторов, синтезирующих наперед заданные веро-
ятностные характеристики в дискретных системах. П. 4.1.1 посвящен управ-
лению стохастической чувствительностью равновесия. В Теореме 4.1 дан кри-
терий полной управляемости, а в Теореме 4.2 описано множество достижи-
мых матриц стохастической чувствительности. Эти теоремы содержат явные
формулы для коэффициентов регулятора, синтезирующего наперед заданную
матрицу стохастической чувствительности. В п.4.1.2 представлены результаты
полного анализа достижимости в двумерном случае. В п.4.1.3 представлена
теория управления при неполной информации (Теорема 4.3). В п.4.1.4 пред-
ставлена теория управления стохастической чувствительностью дискретных
циклов одномерных систем. П.4.2 посвящен решению задач синтеза стохасти-
ческих режимов в системах с непрерывным временем. Материал п.4.2.1 по
синтезу стохастической чувствительности равновесий в случае полной инфор-
мации носит обзорный характер и предваряет вынесенные на защиту резуль-
таты исследования случая неполной информации из п.4.2.2. Здесь Теорема 4.5.
представляет условия достижимости и дает явные формулы параметров стати-
ческого регулятора, решающего задачу стохастического синтеза. Необходимые
условия в задаче минимизации стохастической чувствительности даны в Тео-
реме 4.6. В этом пункте также приводятся результаты по синтезу динамиче-
ского регулятора, использующего фильтр для зашумленного сигнала. В п.4.2.3
излагается теория управления стохастической чувствительностью предельных
циклов. Для циклов на плоскости исследована ситуация, когда задача син-
теза стохастической чувствительности становится некорректной. Здесь пред-
лагается конструктивный метод регуляризации. Для синтеза стохастической
чувствительности циклов трехмерных систем предлагается подход, использу-
ющий технику сингулярных разложений. Конструктивные возможности этого
подхода иллюстрируются на примере стабилизации цикла в модели Лорен-
ца. В п.4.2.4 приведены результаты стабилизации стохастически возмущенных
равновесных и колебательных режимов нелинейных осцилляторов в рамках
новой концепции управления доверительными областями. В п.4.2.5 показано,
как общие теоретические результаты по управлению стохастической чувстви-
тельностью могут быть использованы в задаче структурной стабилизации и
подавления хаоса.

В Главе 5 показано, как теоретические разработки предыдущих глав по
методам математического моделирования, анализа и синтеза стохастических
режимов в нелинейных системах могут быть использованы в решении акту-
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альных исследовательских задач, относящихся к разным разделам естество-
знания.

В п.5.1 исследуются стохастические эффекты в модели течения сложной
жидкости. Здесь для многомерной дискретизации математической модели с
помощью метода блочной декомпозиции построен алгоритм расчета стохасти-
ческой чувствительности слоев стационарного потока, найдена параметриче-
ская зона с высокой стохастической чувствительностью потока, что объясняет
переходы в осцилляционные режимы с большими амплитудами. Для двумер-
ной дискретизации проведен детальный анализ стохастической возбудимости
равновесий с помощью метода доверительных областей. Найдена параметриче-
ская зона циклов-канардов, имеющих сверхвысокую стохастическую чувстви-
тельность.

В п.5.2 исследуется стохастический вариант модели проточного химиче-
ского реактора. Здесь с помощью результатов главы 2 выясняются вероятност-
ные механизмы стохастического возбуждения большеамплитудных колебаний.
Для подавления этих нежелательных стохастических режимов используются
методы управления, разработанные в главе 4.

В п.5.3 исследуется кинетика гликолиза в присутствии случайных возму-
щений на примере стохастического варианта концептуальной модели Селько-
ва. Здесь представлены результаты исследования стохастической чувствитель-
ности равновесных и колебательных режимов, позволяющие прояснить веро-
ятностные механизмы генерации мультимодальных осцилляций и перехода к
хаосу.

П.5.4 посвящен приложению представленных главах 1,2,3 диссертации
общих теоретических методов стохастического анализа к исследованию инду-
цированных шумом явлений в нейронной динамике. Здесь рассматриваются
дискретные и непрерывные модели, демонстрирующие качественное разнооб-
разие стохастических режимов нейронной активности. В п.5.4.1 для одномер-
ной дискретной модели Рулькова с помощью техники функции стохастической
чувствительности изучаются такие стохастические эффекты как обратные сто-
хастические бифуркации, стохастический берстинг, индуцированные шумом
переходы «порядок-хаос-порядок», стохастический сдвиг точек бифуркации
кризиса. Для двумерной модели Рулькова такой вероятностный анализ прово-
дится вблизи бифуркации Неймарка-Сакера, где локализована параметриче-
ская зона замкнутых инвариантных кривых канардовского типа и исследован
эффект стохастического расщепления. В модели Фицхью-Нагумо с непрерыв-
ным временем (п.5.4.2) исследуется стохастическая возбудимость под действи-
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ем белых и цветных шумов, найдено значение времени корреляции, отвеча-
ющее резонансу. В п.5.4.3 для модели волоскового пучка, осуществляющего
механоэлектрические преобразования звуковых сигналов, изучаются механиз-
мы стохастической возбудимости в параметрических зонах с одним равновеси-
ем, двумя равновесиями и сосуществующими равновесием и циклом. Четырех-
мерная нейронная модель Ходжкина-Хаксли изучается в п.5.4.4, где экспери-
ментально обнаруженная высокая вариативность в стохастических колебаниях
смешанных мод, сочетающих малоамплитудные осцилляции и большеампли-
тудные спайки, исследуется с помощью техники функции стохастической чув-
ствительности, метода главных направлений и метрики Махаланобиса.

В п.5.5 на базе концептуальных моделей популяционной динамики пока-
зано, как разработанная математическая теория из глав 1, 2, 3 конструктивно
используется в анализе вызванных шумами экологических сдвигов и решении
задач предотвращения таких сдвигов с помощью управляющий воздействий.
В п.5.5.1 для дискретной популяционной модели Рикера с Олли эффектом с
помощью техники функции стохастической чувствительности исследованы пе-
реходы с регулярных (равновесных и периодических) и хаотических режимов
в зону вымирания, описан процесс сжатия параметрического региона выжи-
вания при усилении демографического шума. Для предотвращения индуциро-
ванного шумом вымирания построен регулятор обратной связи, обеспечиваю-
щий структурную стабилизацию. В п.5.5.2 исследован стохастический вариант
модели "хищник-жертва"с Олли эффектом и трофической функцией Холлин-
га II типа, задаваемой стохастическими дифференциальными уравнениями с
параметрическими шумами. Теоретические результаты п.4.2.4 по управлению
доверительными областями используются здесь для решения задачи предот-
вращения индуцированного шумом вымирания. Исследована достижимость и
найдены коэффициенты стабилизирующих регуляторов для разной структуры
управляющих воздействий. В п. 5.5.3 для модели, описывающей взаимодей-
ствие фито- и зоопланктона, со случайными возмущениями размеров экологи-
ческой ниши с помощью теоретических результатов глав 2,3 исследуются изме-
нения численности популяции, связанные со стохастическими бифуркациями
циклов-канардов, переходом к хаосу и генерацией фантомных аттракторов.

П. 5.6 посвящен приложению методов стохастического анализа из глав
2,3 к некоторым процессам из области геофизики. В п. 5.6.1 рассматривается
стохастический вариант трехмерной климатической модели Зальцмана, связы-
вающей изменение концентрации углекислого газа в атмосфере с динамикой
массы льда и температуры в глубине океана. В этой модели была обнару-
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жена интересная математическая особенность, связывающая анализ клима-
тической динамики с исследованием поведения модели в зоне седло-узловой
бифуркации на инвариантной кривой. Здесь для анализа стохастической ге-
нерации большеамплитудных осцилляций конструктивно применяется метод
доверительных эллипсов в сечениях Пуанкаре, отвечающих главным направ-
лениям. В п.5.6.2 исследуются процессы вулканической активности на основе
трехмерной нелинейной динамической модели с переменными, отвечающими
за скорость вулканической пробки, давление магмы и объем канала. С помо-
щью методов стохастического анализа, разработанных в диссертации, найдена
параметрическая зона, где даже малые случайные возмущения коэффициен-
тов трения в канале вулкана могут вызывать периодически повторяющиеся
выбросы магмы значительных объемов.

В Главе 6 дается описание комплекса программ, реализующих разрабо-
танные в рамках диссертационного исследования численные процедуры и ал-
горитмы, позволяющие эффективно применять оригинальные методы модели-
рования, анализа и управления стохастическими нелинейными динамическими
системами. С помощью этого комплекса в диссертации решен широкий круг
актуальных исследовательских задач, возникающих в современных разделах
естествознания.

В Заключении подведены итоги и сформулированы основные результа-
ты диссертационной работы, даны рекомендации и представлены перспективы
дальнейшей разработки темы.

Достоверность и апробация результатов
Достоверность теоретических результатов обеспечивается строгими ма-

тематическими выводами и доказательствами. Достоверность численных ре-
зультатов подтверждается их воспроизводимостью, анализом погрешности, со-
поставлением результатов, полученных аналитическими и численными мето-
дами, совпадением результатов при использовании различных численных ме-
тодов, соответствием известным из литературы результатам для аналогичных
моделей, а также отсутствием противоречий с известными в научной литера-
туре достоверными общепризнанными результатами.

Материалы диссертационной работы использовались при выполнении
НИР, проводимых на кафедре теоретической и математической физики и
лаборатории многомасштабного математического моделирования Уральско-
го федерального университета, проектов Российского научного фонда (16-11-
10095, 16-11-10098), Российского фонда фундаментальных исследований (гран-
ты 00-01-00076, 02-01-96418урал, 04-01-96098урал, 06-01-00625, 06-08-00396, 07-
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01-96079-урал, 09-01-00026, 09-08-00048, 10-01-96022урал, 12-01-31210, 13-08-
00069, 14-01-00181, 16-08-00388, 20-01-00165), Министерства образования и на-
уки РФ (1.1099.2011, 2.1267.2011, 14.A18.21.0364, 1.849.2017), Уральского ма-
тематического центра (075-02-2020-1537/1).

Основные результаты диссертации были представлены в форме пригла-
шенных, устных и стендовых докладов на таких международных конферен-
циях как 5th International Conference on Dynamic Systems and Applications
(2007, Atlanta); 3rd IFAC Workshop “Periodic Control System” (2007, Санкт-
Петербург); 3rd International IEEE Scientific Conference on Physics and Control
(2007, Potsdam); 4th International Scientific Conference on Physics and Control
(2009, Catania); “Neural, Parallel, and Scientific Computations” (2010, Atlanta);
Advanced Workshop on Anderson Localization, Nonlinearity and Turbulence:
a Cross-Fertilization (2010, Trieste); 3rd Conference of Computational and
Mathematical Population Dynamics (2010, Bordeaux); «Устойчивость и колеба-
ния нелинейных систем управления» (2008, 2010, Москва); Моделирование,
управление и устойчивость» (2012, Севастополь); International Workshop on
Chaos-Fractals Theories and Applications (2013, Taiyuan); “Nonlinear Dynamics
of Deterministic and Stochastic Systems: Unraveling Complexity” (2014, Сара-
тов); XII Всероссийское совещание по проблемам управления (2014, Москва);
«Динамика систем и процессы управления» (2014, Екатеринбург); 19th World
Congress of the International Federation of Automatic Control (2014, Cape Town);
Workshop on Dynamical Systems (2015, Trieste); «Теория управления и тео-
рия обобщенных решений уравнений Гамильтона-Якоби» (2015, Екатерин-
бург); International Conference of Numerical Analysis and Applied Mathematics
(2014, 2015, Rhodes); Multistability and Tipping: From Mathematics and Physics
to Climate and Brain (2016, Дрезден); Computational Methods in Sciences
and Engineering (2016, Афины); Models in Population Dynamics and Ecology
(2017, Cape Town); ”Structural and phase transformation in materials: Theory,
computer modeling and experiment” (2017, Екатеринбург); 17th IFAC Workshop
on Control Applications of Optimization (2017, Екатеринбург); 5Th International
Conference on Complex Dynamical Systems in Life Sciences: Modeling and Analysis
(2018, Aveiro); Conference of the Euro-American Consortium for Promoting
the Application of Mathematics in Technical and Natural Sciences (2017, 2018,
Albena); Applications of Mathematics in Engineering and Economics (2019,
Sozopol); Ural Symposium on Biomedical Engineering, Radioelectronics and
Information Technology (2020, Екатеринбург).

Результаты работы опубликованы в реферируемых научных журналах,
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таких как «Автоматика и телемеханика», «Прикладная математика и механи-
ка», «Нелинейная динамика», «Компьютерные исследования и моделирование,
«Вестник Удмуртского университета. Математика. Механика. Компьютерные
науки», «Physical Review E», «Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear
Science», «Europhysics Letters», «Physics Letters A», « Physica A: Statistical
Mechanics and its Applications», «BioMed Research International», «Fluctuation
and Noise Letters», «Journal of Difference Equations and Applications,
International Journal of Bifurcation and Chaos», «European Physical Journal B»,
«Tellus A», «Discrete Dynamics in Nature and Society», «International Journal of
Applied Mathematics and Computer Science», «International Journal of Control»,
«Nonlinear Dynamics», «Journal of the Franklin Institute», «Kybernetika»,
«Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation», «Theoretical
Population Biology», «Mathematical Modelling of Natural Phenomena», «Chaos,
Solitons and Fractals».

Научный уровень журналов, в которых опубликованы результаты авто-
ра, характеризуются следующими показателями. Всего по теме диссертации
опубликовано 96 статей. Все они индексируются в базах данных WOS или
SCOPUS.

Представленный в диссертации математический аппарат по анализу сто-
хастических явлений в нелинейных системах стал теоретической основой для
международного сотрудничества. В ходе совместных исследований опублико-
вано 17 статей с учеными из Центра Хаоса и Сложных Сетей Университета
Гонконга, из Центра Биомедицинских Технологий Технического Университета
Мадрида, из Университета Огайо (США), из Интердисциплинарной группы по
теоретической физике Университета Палермо (Италия), из Группы Нелиней-
ной динамики, Хаоса и Сложных систем Университета Мадрида. Авторская
техника функций стохастической чувствительности и доверительных областей
стала основой в исследованиях и других независимых зарубежных ученых в
области математической теории нелинейных стохастических систем [176–179],
гидродинамики [180, 181], микробиологии [182–184], популяционной динами-
ки [185–187].

Результаты, выносимые на защиту, опубликованы в 49 статьях [188–236].
Все они индексируются в базах данных WOS или SCOPUS, из них 20 опубли-
кованы в журналах, имеющих квартиль Q1. При этом в 13 статьях диссертант
является единственным автором.

Результаты, полученные в рамках выполнения настоящей диссертацион-
ной работы, частично вошли также в материал трех коллективных моногра-
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фий.
При выполнении диссертационной работы разработаны алгоритмы и

подготовлен комплекс компьютерных программ. На государственную реги-
страцию были отправлены и получили свидетельства одиннадцать программ
[237–247].

Личный вклад. Представленные в диссертации результаты получено
автором лично, или при его непосредственном участии. Все результаты, выне-
сенные на защиту, принадлежат лично соискателю.
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Глава 1. Аппроксимация аттракторов
дискретных стохастических систем

Рассмотрим нелинейную детерминированную систему с дискретным вре-
менем

xt+1 = f(xt), (1.0.1)

где x – n-мерный вектор, f(x) – достаточно гладкая n-вектор-функция, t =

0, 1, 2, . . . .

Наряду с системой (1.0.1) рассмотрим стохастическую систему

xt+1 = f(xt) +
m∑
i=1

σi(xt)ξ
i
t , (1.0.2)

где σi(x) – n-вектор-функции, ξit – независимые скалярные случайные после-
довательности с параметрами Eξit = 0, E(ξit)

2 = 1, i = 1, ...,m, t = 0, 1, ....
Функции σi(x) характеризуют зависимость интенсивности случайных воздей-
ствий от состояния системы x.

1.1. Равновесие

Пусть система (1.0.1) имеет экспоненциально устойчивое равновесие x̄ в
некоторой инвариантной окрестности U.

Определение 1.1. Равновесие x̄ называется экспоненциально устой-
чивым для системы (1.0.1), если для некоторой окрестности U существуют
K > 0, l > 0 такие, что для всех t = 1, 2, ... выполняется неравенство

‖xt − x̄‖ 6 Ke−lt‖x0 − x̄‖,

где xt – решение системы (1.0.1) с начальным условием x0 ∈ U, ‖·‖ – Евклидова
норма.

Под воздействием случайных возмущений стохастические решения си-
стемы (1.0.2) покидают детерминированное равновесие x̄ и формируют неко-
торое вероятностное распределение вокруг него. Динамика плотности этого
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распределения зависит от закона распределения случайных возмущений, пове-
дения функций f(x), σi(x) и задается функциональным уравнением Перрона-
Фробениуса [146, 147], решение которого связано с серьезными техническими
трудностями даже в одномерном случае. При малых шумах, когда случайные
состояния концентрируются вблизи исходного устойчивого равновесия, основ-
ные параметры вероятностного распределения могут быть найдены по локаль-
ным характеристикам системы (1.0.2) вблизи равновесия x̄.

1.1.1. Система первого приближения и ее моменты

Для отклонений z = x − x̄ случайных состояний x системы (1.0.2) от
положения равновесия x̄ запишем систему первого приближения

zt+1 = Fzt +
m∑
i=1

(S0,i + S1,izt)ξ
i
t , (1.1.1)

где

F =
∂f

∂x
(x̄), S0,i = σi(x̄), S1,i =

∂σi
∂x

(x̄).

Динамика первых mt = Ezt и вторых Mt = Eztz
>
t моментов системы (1.1.1)

определяется уравнениями:
mt+1 = Fmt, (1.1.2)

Mt+1 = FMtF
> +

m∑
i=1

(
S0,iS

>
0,i + S0,im

>
t S
>
1,i + S1,imtS

>
0,i + S1,iMtS

>
1,i

)
. (1.1.3)

Будем использовать систему (1.1.2),(1.1.3) для аппроксимации вероятностного
распределения случайных состояний нелинейной системы (1.0.2) вблизи рав-
новесия x̄.

Здесь возникает вопрос, при каких условиях у системы (1.1.2),(1.1.3) су-
ществует устойчивое стационарное решение (m̄, M̄). Для подсистемы (1.1.2),
благодаря экспоненциальной устойчивости x̄, ρ(F ) < 1 (ρ(F ) – спектральный
радиус матрицы F ), и, следовательно, единственным стационарным и устой-
чивым решением является вектор m̄ = 0. Подставляя это решение m̄ = 0 в
(1.1.3), получаем уравнение

Mt+1 = FMtF
> +

m∑
i=1

(
S0,iS

>
0,i + S1,iMtS

>
1,i

)
. (1.1.4)
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Пусть матрица M̄ является стационарным решением уравнения (1.1.4):

M̄ = FM̄F> +
m∑
i=1

(
S0,iS

>
0,i + S1,iM̄S>1,i

)
. (1.1.5)

Вычитая (1.1.5) из (1.1.4), получим для отклонений ∆t = Mt − M̄ однородное
уравнение

∆t+1 = F∆tF
> +

m∑
i=1

S1,i∆tS
>
1,i. (1.1.6)

Это матричное уравнение задает динамику вторых моментов ∆t = Eyty
>
t ре-

шений yt линейного однородного стохастического уравнения

yt+1 = Fyt +
m∑
i=1

S1,iytξ
i
t. (1.1.7)

Устойчивость стационарного решения M̄ уравнения (1.1.4) означает, что
limt→∞∆t = 0 при любом ∆0, что эквивалентно экспоненциальной устойчи-
вости в среднем квадратичном тривиального решения y = 0 стохастической
системы (1.1.7).

Определение 1.2. Решение y ≡ 0 стохастической системы (1.1.7) на-
зывается экспоненциально устойчивым в среднем квадратичном, если суще-
ствуют K > 0, l > 0 такие, что для всех t = 1, 2, ... выполняется неравенство

E‖yt‖2 6 Ke−lt E‖y0‖2,

где yt – решение системы (1.1.7) с начальным состоянием y0.
Теория среднеквадратичной устойчивости линейных дискретных систем

вида (1.1.7) достаточно хорошо разработана [14,248–250].
Рассмотрим пространство Σ симметрических n×n-матриц. Соотношение

V � 0 означает, что матрица V ∈ Σ является неотрицательно определенной.
Соотношение V � 0 означает, что матрица V ∈ Σ является положительно
определенной. Для матриц V иW соотношение V � W означает, что V −W �
0.

Отметим, что множество K = {V ∈ Σ| V � 0} является телесным и нор-
мальным конусом. Это означает, что множество K содержит сферу ненулевого
радиуса и отношение V � W влечет ‖V ‖ ≥ ‖W‖ (см. [251]).

Оператор R называется положительным, если для любого V ∈ K вы-
полняется неравенство R[V ] ∈ K. Для операторов R и Q соотношение R � Q

означает, что оператор R− Q является положительным.
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Рассмотрим матрицу S0 =
∑m

i=1 S0,iS
>
0,i и операторы

F[M ] = FMF>, A[M ] = M − FMF>, S[M ] =
m∑
i=1

S1,iMS>1,i, P = A−1S.

Отметим, что операторы F, S и P являются положительными.
Используя эти операторы, уравнения (1.1.4), (1.1.5), (1.1.6) можно пере-

писать в виде:
Mt+1 = F[Mt] + S[Mt] + S0, (1.1.8)

A[M̄ ] = S[M̄ ] + S0, (1.1.9)

∆t+1 = F[∆t] + S[∆t]. (1.1.10)

Существование оператора A−1 = (I − F)−1 следует из условия ρ(F ) < 1

и соотношения ρ(F) = ρ2(F ).
Справедлива теорема.
Теорема 1.1.
Следующие утверждения эквивалентны:
(а) Система (1.1.8) имеет единственное стационарное экспоненциально

устойчивое решение M̄ , удовлетворяющее (1.1.9);
(б) Решение ∆t ≡ 0 системы (1.1.10) является экспоненциально устойчи-

вым;
(в) Решение y ≡ 0 стохастической системы (1.1.7) является экспоненци-

ально устойчивым в среднем квадратичном;
(г) ρ(F + S) < 1;
(д) ρ(F) < 1 и ρ(P) < 1.
Доказательство. Эквивалентность (а), (б) и (в) непосредственно сле-

дует из предыдущих рассуждений.
Неравенство (г) является стандартным критерием для утверждения (б).
Из (б) непосредственно следует неравенство ρ(F) < 1 утверждения (д).

Докажем теперь, что из (а) следует второе неравенство ρ(P) < 1 из (д).
Рассмотрим M̄ – решение уравнения (1.1.9) при некотором S0 � 0. Тогда

M̄ � 0. Применяя слева оператор A−1 к уравнению (1.1.9), получим

M̄ = A−1S[M̄ ] + A−1[S0] = P[M̄ ] + A−1[S0].

Поскольку A−1[S0] = (I − F)−1[S0] =
∑∞

n=1 F
n[S0] � 0, то

M̄ � P[M̄ ]. (1.1.11)
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Оператор P, как произведение положительных операторов A−1 и S, также
является положительным. Благодаря нормальности и телесности конуса K

неотрицательно определенных матриц, из неравенства (1.1.11) по теореме 16.7
из [251] следует неравенство ρ(P) < 1.

Докажем, что из (д) следует (г). Пусть ρ(P) < 1. Тогда существует
обратный оператор (I − P)−1. Легко проверить, что при S0 � 0 матрица
M̄ = (I − P)−1A−1[S0] � 0 удовлетворяет соотношению (1.1.9) и, как след-
ствие, неравенству M̄ � (F + S)[M̄ ]. Оператор F + S положителен, как сумма
положительных операторов F и S. Из последнего неравенства вытекает [251]
утверждение (г).

Замечание 1.1. В случае аддитивных шумов, когда функции σi(x) не
зависят от x и, следовательно, оператор S – нулевой, существование устойчиво-
го стационарного решения уравнения (1.1.8) гарантируется условием ρ(F ) < 1

устойчивости равновесия x̄. Если же интенсивности шумов зависят от состоя-

ния
(
∂σi
∂x

(x̄) 6= 0

)
, то просто устойчивости равновесия уже может оказаться

недостаточно. Здесь, наряду с ρ(F ) < 1, требуется выполнения неравенства
ρ(P) < 1. При нарушении этого дополнительного условия последовательность
вторых моментов, задаваемая системой (1.1.8), будет неограниченно возрас-
тать.

Замечание 1.2. Рассмотрим случай, когда оператор S, характеризую-
щий зависимость шумов от состояния системы, имеет простую структуру:

S[V ] = tr(V G) ·Q, (1.1.12)

где G и Q – неотрицательно определенные n×n-матрицы. При этом оператор
P действует на матрицу V следующим образом: P(V ) = tr(V G) ·A−1[Q], а его
спектральный радиус имеет простое явное представление:

ρ(P) = tr(WG), (1.1.13)

где матрицаW = A−1[Q] является решением уравненияW = F[W ]+Q. В дан-
ном случае проверка алгебраического критерия ρ(P) < 1 существенно упро-
щается.

Оператор S имеет структуру (1.1.12), например, в случае, когда шумы,
зависящие от состояния, входят лишь в одно уравнение системы (1.0.2). Пусть
таковым является первое уравнение. В этом случае для оператора S справед-
ливо представление (1.1.12), где матрицы G и Q имеют элементы:

[G]l,j =
m∑
i=1

∂σ1i

∂xl
(x̄)

∂σ1i

∂xj
(x̄), [Q]1,1 = 1, [Q]l,j = 0 (l 6= 1, j 6= 1).
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В общем случае операторы вида (1.1.12) могут быть использованы в качестве
мажорант. Действительно, благодаря положительности оператора S, из нера-
венства V � tr(V )I следует неравенство

S[V ] � tr(V )S[I] = tr(V )
m∑
i=1

S1iS
>
1i.

Здесь оператор S̄[V ] = tr(V )
∑m

i=1 S1iS
>
1i, играющий роль мажоранты для опе-

ратора S, имеет структуру (1.1.12), где G = I, Q =
∑m

i=1 S1iS
>
1i. Далее, для

оператора P строим мажоранту P̄ = A−1S̄ и получаем для ρ(P) простую оценку
сверху:

ρ(P) ≤ ρ(P̄) = tr(W ),

где матрица W является решением уравнения W = F[W ] +
∑m

i=1 S1iS
>
1i. В

итоге неравенство tr(W ) < 1 становится простым достаточным условием для
утверждений (а), (б), (в), (г) теоремы.

Замечание 1.3. В одномерном случае (n = 1) условие ρ(P) < 1 имеет
явное параметрическое представление:

ρ(P) =
q1

1− (f ′(x̄))2
< 1

и тогда дисперсия
M =

q0

1− (f ′(x̄))2 − q1
, (1.1.14)

где

q0 =
m∑
i=1

σ2
i (x̄), q1 =

m∑
i=1

(
σ
′

i(x̄)
)2

.

Замечание 1.4. Представленные результаты позволяют строить ап-
проксимацию вероятностного распределения вблизи детерминированного рав-
новесия x̄ нелинейной системы (1.0.2) следующим образом. В качестве среднего
значения случайных состояний предлагается брать x̄, а для ковариационной
матрицы этих состояний использовать в качестве приближения матрицу M̄

решения системы (1.1.9). При этом гауссовская аппроксимация плотности рас-
пределения будет иметь вид:

p(x) =
1√

(2π)ndet
(
M̄
) exp

{
−1

2
(x− x̄)>M̄−1(x− x̄)

}
.
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1.1.2. Асимптотика при малых шумах. Стохастическая
чувствительность равновесия

Рассмотрим стохастическую систему

xt+1 = f(xt) + ε
m∑
i=1

σi(xt)ξ
i
t , (1.1.15)

где ε – скалярный малый параметр. Для этой системы уравнение (1.1.9), за-
дающее ковариационную матрицуM стационарного решения системы первого
приближения (1.1.1), имеет вид

A[M ] = ε2S[M ] + ε2S0.

Исследуем зависимость решения M(ε) этого уравнения от параметра ε. Пусть
W (ε) – решение уравнения

A[W ] = ε2S[W ] + S0. (1.1.16)

Тогда M(ε) = ε2W (ε). Для W (ε) можно записать следующее разложение:

W (ε) = (A− ε2S)−1[S0] =
(
A(I − ε2A−1S)

)−1
[S0] =

=
(
I − ε2A−1S

)−1
A−1[S0] =

(
I − ε2P

)−1
[W (0)].

Отсюда при малом ε выполняется

W (ε) =
∞∑
m=0

ε2mPm[W (0)] = W (0) + ε2P[W (0)] + ε4P2[W (0)] + ...

В результате, для матричной функцииM(ε) получаем разложение по степеням
малого параметра

M(ε) =
∞∑
m=0

ε2m+2Pm[W (0)] = ε2W (0) + ε4P[W (0)] + ε6P2[W (0)]...

Матрица W (0), присутствующая в этом разложении, играет важную роль в
асимптотическом анализе разброса случайных состояний вокруг равновесия.
В силу равенства W (0) = limε→0

1
ε2M(ε), эта матрица характеризует стоха-

стическую чувствительность к воздействию малых шумов. Таким образом, в
первом приближении

M(ε) ≈ ε2W, (1.1.17)

где матрица стохастической чувствительности W является решением уравне-
ния

W = FWF> + S0. (1.1.18)



31

Если шумы в системе (1.1.15) не зависят от состояния, то P = 0 и первое
приближение совпадает с точным значением: M(ε) = ε2W. В общем случае
использование W в качестве аппроксимации для M(ε) приводит к занижению
оценки ковариации разброса. Действительно, в силу положительности опера-
тора P, справедливо неравенство M(ε) � ε2W.

В одномерном случае стохастическая чувствительность равновесия x̄ для
системы (1.1.15) задается формулой

W =

∑m
i=1 σ

2
i (x̄)

1− (f ′(x̄))2
. (1.1.19)

Пример 1.1.
Для иллюстрации представленной выше общей теории по аппроксимации

разброса вокруг равновесия, рассмотрим следующую простую динамическую
систему

xt+1 = axt + ε(σ1ξ
1
t + σ2xtξ

2
t ),

где a, σ1, σ2 – неотрицательные параметры, ε – интенсивность случайных
возмущений, ξ1

t , ξ
2
t – независимые скалярные случайные последовательности

с параметрами Eξit = 0, E(ξit)
2 = 1, t = 0, 1, .... Величины σ1 и σ2 задают веса

аддитивных и мультипликативных возмущений.
При a < 1 соответствующая детерминированная система (при ε = 0)

имеет экспоненциально устойчивое равновесие x̄ = 0. Вторые моменты Mt =

E(xt − x̄)2 отклонений решений xt от равновесия удовлетворяют уравнению

Mt+1 = a2Mt + ε2(σ2
1 + σ2

2Mt),

имеющему стационарное решение

M(ε) =
ε2σ2

1

1− a2 − ε2σ2
2

.

Следуя представленной выше общей теории, дляM(ε) при малых шумах мож-
но записать асимптотику

M(ε) = ε2W +O(ε4),

гдеW – величина, характеризующая стохастическую чувствительность равно-
весия x̄. Эта величина удовлетворяет уравнению (1.1.18)

W = a2W + σ2
1.

Величина W позволяет для функции M(ε) записать первое приближение

M (1)(ε) = ε2W =
ε2σ2

1

1− a2
.
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Рис. 1.1.1 – Графики стационарных вторых моментов M (сплошная линия) и их
аппроксимации M (1) (пунктир).

Формально, аппроксимация M (1)(ε) определена при любых 0 6 a < 1, в то
время как аппроксимируемая функция M(ε) определена только для 0 6 a <√

1− ε2σ2
2. В отсутствие мультипликативных шумов (σ2 = 0), функции M (1)

и M тождественно совпадают. При σ2 6= 0 они отличаются.
Это отличие хорошо видно на рис. 1.1.1, где представлены графики функ-

ций M (сплошная линия) и M (1) (пунктир) при изменении параметра a. Во-
первых, аппроксимация M (1) всегда меньше M (это было выше показано и в
общем случае). Во-вторых, на интервале

√
1− ε2σ2

2 6 a < 1, где аппроксима-
ция дает конечные значения, исходная функция вообще не определена – вто-
рые моменты Mt стремятся к бесконечности. На интервале 0 6 a <

√
1− ε2σ2

2

ошибка аппроксимации монотонно возрастает и стремится к бесконечности при
приближении к бифуркационному значению a∗ =

√
1− ε2σ2

2. Для относитель-
ной погрешности здесь можно написать явное представление∣∣∣∣M −M (1)

M

∣∣∣∣ = ε2 σ2
2

1− a2
.

Представленная в этом разделе техника оценки вторых моментов случайных
состояний вокруг равновесия, учитывающая производные интенсивностей па-
раметрических шумов, была применена в [205] к исследованию стохастических
переходов в популяционной модели Рикера с Олли эффектом.

1.1.3. Аппроксимация стационарного распределения.
Доверительные области

В случае n-мерной гауссовской случайной величины со средним m и ко-
вариацией M плотность распределения p(x) случайных состояний имеет вид

p(x) =
1√

(2π)n detM
· exp

(
−(x−m,M−1(x−m))

2

)
.
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Используя приближение (1.1.17) вблизи x̄, для p(x) можно записать парамет-
рическую аппроксимацию

p(x, ε) =
1√

(2πε2)n detW
· exp

(
−(x− x̄,W−1(x− x̄))

2ε2

)
.

Для наглядного геометрического описания разброса случайных состояний во-
круг равновесия x̄ удобно использовать доверительные области в форме эл-
липсоидов [252,253].

В общем случае формула доверительного n-мерного эллипсоида имеет
вид: (

x− x̄,W−1(x− x̄)
)

= ε2K(P ), (1.1.20)

где P – доверительная вероятность. Величина 1
ε2 (x − x̄)>W−1(x − x̄) для x,

распределенного по нормальному закону, имеет стандартное χ2-распределение
с n степенями свободы. Функция K(P ) является обратной к функции P (K),
задаваемой формулой

P (K) =
Φn(K)

Φn(∞)
, Φn(K) =

√
K∫

0

e−
t2

2 tn−1dt.

В одномерном случае (n = 1),

P (K) =

√
2

π

√
K∫

0

e−
t2

2 dt = erf

(√
K

2

)
, erf(x) =

2√
π

x∫
0

e−t
2

dt,

и соответствующий доверительный интервал имеет вид

(x̄− r, x̄+ r), r = ε
√

2W erf−1(P ), (1.1.21)

где стохастическая чувствительность W вычисляется по формуле (1.1.19). В
частности, при использовании стандартного правила "трех сигм"следует брать
r = 3ε

√
W.

В двумерном случае (n = 2),

P (K) = 1− e−
K
2 , K(P ) = −2 ln(1− P ),

а уравнение доверительного эллипса можно записать в канонической форме

z2
1

µ1
+
z2

2

µ2
= ε2K(P ), (1.1.22)

где
z1 = (x− x̄, v1), z2 = (x− x̄, v2).
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Здесь µ1, µ2 – собственные числа, а v1 = (v11, v12)
>, v2 = (v21, v22)

> – норми-
рованные собственные векторы матрицы стохастической чувствительностиW .
Эти векторы определяют направления осей доверительного эллипса, а µ1, µ2

задают величины полуосей. Фазовые координаты x1 и x2 этого доверительного
эллипса можно записать параметрически:

x1 = x̄1 +
z1v22 − z2v12

v11v22 − v12v21
, x2 = x̄2 +

z2v11 − z1v21

v11v22 − v12v21
,

z1(ϕ) =
√

2µ1c cosϕ, z2(ϕ) =
√

2µ2c sinϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

В трехмерном случае (n = 3),

P (K) =

√
2

π


√
K∫

0

e−
t2

2 dt−
√
Ke−

K
2

 = erf

(√
K

2

)
−
√

2K

π
e−

K
2 .

Уравнение соответствующего доверительного эллипсоида имеет вид

z2
1

µ1
+
z2

2

µ2
+
z2

3

µ3
= ε2K(P ), (1.1.23)

где µ1, µ2, µ3 – собственные числа, v1, v2, v3 – нормированные собственные век-
торы матрицы стохастической чувствительности W , а z1 = (x − x̄, v1), z2 =

(x− x̄, v2), z3 = (x− x̄, v3).
Для n = 4 имеем P (K) = 1− e−K

2 (1 + 0.5K) .

Отметим, что уравнение эллипсоида (1.1.20) может быть переписано в
виде

d2
M(x, x̄) = ε2K(P ),

где
dM(x, x̄) =

√
(x− x̄,W−1(x− x̄)).

Функция dM(x, x̄) в математической статистике известна как метрика Маха-
ланобиса [254]. Множество точек, лежащих на поверхности доверительного эл-
липсоида (1.1.20), можно трактовать как точки, равноудаленные от x̄ в мет-
рике Махаланобиса.

Впервые матрица стохастической чувствительности равновесия дискрет-
ной системы была введена в работе [149]. Более общие теоретические резуль-
таты раздела 1.1 опубликованы в работах [197,205,220] автора диссертации.
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1.2. Цикл

Рассмотрим случай, когда детерминированная система (1.0.1) имеет экс-
поненциально устойчивый k-цикл Γ. Точки множества Γ = {x̄1, ..., x̄k} связаны
равенствами

f(x̄i) = x̄i+1 (i = 1, ..., k − 1), f(x̄k) = x̄1.

Последовательность x̄t определена для всех t благодаря условию периодично-
сти x̄t+k = x̄t.

Предполагается, что k-цикл Γ является экспоненциально устойчивым в
некоторой инвариантной окрестности U.

Определение 1.3. k-цикл Γ называется экспоненциально устойчивым
для системы (1.0.1), если для некоторой окрестности U существуют константы
K > 0, l > 0 такие, что для всех t = 1, 2, ... выполняется неравенство

‖∆(xt+1)‖ 6 Ke−lt ‖∆(x0)‖

для любого x0 ∈ U . Здесь ∆(x) = x−γ(x), ‖·‖ – евклидова норма, ∆(x) – вектор
отклонения точки x от Γ. Для любого x ∈ U функция γ(x) = argminy∈Γ‖x−y‖
определяет точку цикла Γ, ближайшую к x.

Необходимым и достаточным условием экспоненциальной устойчивости
цикла Γ является неравенство [255]

ρ(Fk · ... · F2 · F1) < 1, Fi =
∂f

∂x
(x̄i). (1.2.1)

1.2.1. Система первого приближения и ее моменты

Для отклонений zt = xt − x̄t случайных состояний xt стохастической
системы (1.0.2) от точек x̄t детерминированного цикла Γ системы (1.0.1) можно
записать систему первого приближения

zt+1 = Ftzt +
m∑
i=1

(S0,i,t + S1,i,tzt)ξ
i
t , (1.2.2)

где параметры

Ft =
∂f

∂x
(x̄t), S0,i,t = σi(x̄t), S1,i,t =

∂σi
∂x

(x̄t)

являются k-периодическими функциями.
Динамика первых mt = Ezt и вторых Mt = Eztz

>
t моментов системы

(1.2.2) определяется уравнениями:

mt+1 = Ftmt, (1.2.3)
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Mt+1 = FtMtF
>
t +

m∑
i=1

(
S0,i,tS

>
0,i,t + S0,i,tm

>
t S
>
1,i,t + S1,i,tmtS

>
0,i,t + S1,i,tMtS

>
1,i,t

)
.

(1.2.4)
Будем использовать систему (1.2.3),(1.2.4) для аппроксимации устойчиво-
го стационарного распределения случайных состояний нелинейной системы
(1.0.2) вблизи точек k-цикла Γ = {x̄1, ..., x̄k}.

Выясним условия существования устойчивого k-периодического решения
(m̄t, M̄t) системы (1.2.3),(1.2.4).

Для подсистемы (1.2.3), благодаря экспоненциальной устойчивости k-
цикла Γ, выполняется неравенство (1.2.1) и, следовательно, при любом на-
чальном значении m0 имеем limt→∞mt = 0.

Подставляя решение m̄t ≡ 0 в (1.2.4), получаем уравнение

Mt+1 = FtMtF
>
t +

m∑
i=1

(
S0,i,tS

>
0,i,t + S1,i,tMtS

>
1,i,t

)
. (1.2.5)

Пусть матрица M̄t является k-периодическим решением уравнения (1.2.5). Для
исследования его устойчивости рассмотрим отклонения ∆t = Mt − M̄t произ-
вольного решения Mt системы (1.2.5) от M̄t. Для последовательности матриц
∆t справедливо линейное однородное уравнение

∆t+1 = Ft∆tF
>
t +

m∑
i=1

S1,i,t∆tS
>
1,i,t. (1.2.6)

Это матричное уравнение задает динамику вторых моментов ∆t = Eyty
>
t ре-

шений yt линейного однородного стохастического уравнения

yt+1 = Ftyt +
m∑
i=1

S1,i,tytξ
i
t. (1.2.7)

Экспоненциальная устойчивость k-периодического решения M̄t уравне-
ния (1.2.5) означает, что limt→∞∆t = 0 при любом ∆0. Это эквивалентно экс-
поненциальной устойчивости в среднем квадратичном тривиального решения
y = 0 стохастической системы (1.2.7).

Определение 1.4. Решение y ≡ 0 стохастической системы (1.2.7) на-
зывается экспоненциально устойчивым в среднем квадратичном, если суще-
ствуют K > 0, l > 0 такие, что для всех t = 1, 2, ... выполняется неравенство

E‖yt‖2 6 Ke−lt E‖y0‖2,
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где yt – решение системы (1.2.7) с начальным состоянием y0.
Основные результаты по среднеквадратичной устойчивости линейных

дискретных систем с периодическими коэффициентами представлены в [18,
256,257].

Рассмотрим k-периодические последовательности матриц

S0,t =
m∑
i=1

S0,i,tS
>
0,i,t

и операторов

Ft[M ] = FtMF>t , St[M ] =
m∑
i=1

S1,i,tMS>1,i,t, Bt = Ft + St.

Обозначим

F = Fk · . . . · F2 · F1, A = I− F, B = Bk · . . . ·B2 ·B1,

где I – тождественный оператор. Далее мы будем использовать разложение

B = F + S,

где
S = (Fk + Sk) · . . . · (F1 + S1)− Fk · . . . · F1 =

= Fk · . . . ·F2S1 +Fk · . . . · S2F1 + . . .+ Sk ·Fk−1 · . . . ·F1 + . . .+ Sk · Sk−1 · . . . · S1.

Если ρ(F) < 1, то существует оператор P = A−1S.

Отметим, что операторы Fi, Si, B, S и P являются положительными.
Уравнения (1.2.5), (1.2.6) можно переписать в операторном виде:

Mt+1 = Bt[Mt] + S0,t, (1.2.8)

∆t+1 = Bt[∆t]. (1.2.9)

Справедлива следующая теорема.
Теорема 1.2.
Следующие утверждения эквивалентны:
(а) Система (1.2.8) имеет единственное k-периодическое экспоненциально

устойчивое решение M̄t;
(б) Решение ∆t ≡ 0 системы (1.2.9) является экспоненциально устойчи-

вым;
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(в) Решение y ≡ 0 стохастической системы (1.2.7) является экспоненци-
ально устойчивым в среднем квадратичном;

(г) ρ(B) < 1;
(д) ρ(F) < 1 и ρ(P) < 1.

Доказательство.
Докажем, что из (а) следует (б).
Пусть ∆t – произвольное решение системы (1.2.9) и M̄t – k-периодическое

решение системы (1.2.8). ТогдаMt = M̄t+∆t также является решением (1.2.8).
Благодаря (а), Mt экспоненциально стремится к M̄t, следовательно ∆t экспо-
ненциально стремится к нуля.

Докажем, что из (б) следует (а).
Из (б) следует, что ∆t ≡ 0 является единственным k-периодическим ре-

шением однородной линейной системы (1.2.9). Это означает, что неоднородная
линейная системы (1.2.8) имеет единственное k-периодическое решение M̄t.
Экспоненциальная устойчивость M̄t следует из утверждения (б).

Докажем эквивалентность (б) и (в).
Пусть yt – решение стохастической системы (1.2.7) и ∆t = Eyty

>
t .

Отметим, что для любой симметрической неотрицательно определенной
n× n-матрицы ∆ выполняется неравенство:

1

n
tr∆ 6 ‖∆‖ 6 tr∆.

Из этого неравенства и соотношения E‖yt‖2 = tr∆t следует, что
1

n
E‖yt‖2 6 ‖∆t‖ 6 E‖yt‖2 6 n‖∆t‖.

Из этих неравенств следует эквивалентность (б) и (в).
Докажем эквивалентность (б) и (г).
Оператор B является оператором монодромии системы (1.2.9). Действи-

тельно, для подпоследовательности ∆1,∆k+1, . . . ,∆kl+1, . . . произвольного ре-
шения системы (1.2.9) имеем

∆kl+1 = Bl[∆1].

Следовательно, неравенство (г) является необходимым и достаточным услови-
ем для (б).

Докажем, что из (г) следует (д).
Из условия (г) следует существование положительного оператора (I −

B)−1 =
∑∞

i=0 B
i и матрицыM = (I−B)−1[I] � 0, удовлетворяющей уравнению

M − F[M ] = S[M ] + I.
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Благодаря положительности оператора S, получаем S[M ]+I � 0 иM � F[M ].

Следуя теории положительных операторов [251], из соотношения M � F[M ]

следует неравенство ρ(F) < 1 и существование положительного оператораA−1.

При этом M = A−1S[M ] + A−1[I] = P[M ] + A−1[I].

Неравенство A−1[I] � 0 влечет M � P[M ], что по теореме 16.7 из [251]
означает ρ(P) < 1.

Докажем, что из (д) следует (г).
Из (д) следует существование положительных операторов A−1, (I −

P)−1 =
∑∞

i=0 P
i и матрицы N = (I − P)−1A−1[I] � 0, удовлетворяющей со-

отношениям
N − P[N ] = N −A−1S[N ] = A−1[I].

Умножив это соотношение на A слева, получим

A[N ]− S[N ] = N − F[N ]− S[N ] = N −B[N ] = I � 0.

В итоге, равенство N −B[N ] = I � 0 влечет ρ(B) < 1.

Теорема 1.2 доказана.

Замечание 1.5. В случае аддитивных шумов, когда функции σi(x) не
зависят от x, операторы St и S – нулевые. При этом B = F, ρ(B) = ρ2(F ) и
условие (г) Теоремы 1.2 совпадает с условием (1.2.1) экспоненциальной устой-
чивости детерминированного цикла. Таким образом, в случае аддитивных шу-
мов, существование k-периодического решения уравнения (1.2.8) гарантирует-
ся условием (1.2.1).

В общем случае функции σi(x) зависят от x и B � F, поэтому условие
(1.2.1) экспоненциальной устойчивости детерминированного цикла не гаран-
тирует выполнение (а)-(г). В этих обстоятельствах следует учитывать допол-
нительное требование (см. (д)) в форме неравенства ρ(P) = ρ(A−1S) < 1. Это
неравенство можно рассматривать как ограничение на параметрические шу-
мы.

Замечание 1.6. Спектральный радиус ρ(P) играет важную роль в би-
фуркационном анализе стохастических систем.

Действительно, рассмотрим систему

yt+1 = Ftyt + ε
m∑
i=1

S1,i,tytξ
i
t (1.2.10)

со скалярным коэффициентом ε > 0 интенсивности параметрического шу-
ма. Для этой системы P(ε) = ε2A−1S. Пусть ρ(F) < 1. Второе неравенство
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ρ(P(ε)) < 1 в утверждении (д) Теоремы 1.2 здесь будет означать, что

ε2ρ(A−1S) < 1.

Если ρ(A−1S) = 0, то в силу утверждения (в) Теоремы 1.2, решение y ≡ 0 си-
стемы (1.2.10) является экспоненциально устойчивым в среднем квадратичном
при всех ε.

Если ρ(A−1S) 6= 0, то значение ε∗ = 1√
ρ(A−1S)

будет точкой бифурка-

ции: решение y ≡ 0 системы (1.2.10) является экспоненциально устойчивым в
среднем квадратичном для 0 < ε < ε∗ и неустойчивым при ε > ε∗.

1.2.2. Спектральные мажоранты

По Теореме 1.2, спектральные неравенства (г),(д) дают необходимые и
достаточные условия для (а),(б) и (в). Однако в общем случае весьма слож-
но найти точные значения спектральных радиусов ρ(B) и ρ(P). Поэтому для
решения практических задач важным направлением является построение па-
раметрических мажорант, дающих простые достаточные условия.

Лемма 1.1. Для оператора Q[M ] = QMQ> выполняются следующие
неравенства

‖Q‖ 6 ‖Q‖2; (1.2.11)

Q � Q̄, Q̄[M ] = tr(M)QQ>. (1.2.12)

Доказательство. Неравенство (1.2.11) следует из свойств матричных
норм. Неравенство (1.2.12) следует из неравенства

M � tr(M)I, M ∈ K

и положительности оператора Q.

Теорема 1.3.
Для спектральных радиусов ρ(B) и ρ(P) операторов B и P выполняются

неравенства:

ρ(B) 6
k∏
t=1

(
‖Ft‖2 + ‖St‖

)
(1.2.13)

ρ(P) 6 ρ(P̄), (1.2.14)

где
P̄ = A−1S̄, S̄ = (Fk + S̄k) · . . . · (F1 + S̄1)− Fk · . . . · F1,
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S̄t[M ] = tr(M)St, St =
m∑
i=1

S1,i,tS
>
1,i,t. (1.2.15)

Доказательство. Неравенство (1.2.13) следует из неравенств (1.2.11) и
ρ(B) 6 ‖B‖.

Из (1.2.12) следует, что величины S̄t, S̄, P̄ являются мажорантами
для St, S, P соответственно: St � S̄t, S � S̄, P � P̄. Следуя теории
положительных операторов [251], получим (1.2.14).

Лемма 1.2. Пусть P = DS, где D – положительный оператор и S[M ] =

tr[M ]Q, Q ∈ K. Тогда выполняется

ρ(P) = tr (D[Q]) .

Доказательство.
Пусть V – собственный вектор оператора P для собственного значения

ρ(P). Тогда P[V ] = tr(V )D[Q] = ρ(P)V , и следовательно ρ(P) = tr (D[Q]) .

Замечание 1.7. Благодаря (1.2.13),(1.2.14), неравенства
k∏
t=1

(
‖Ft‖2 + ‖St‖

)
< 1 (1.2.16)

ρ(P̄) < 1 (1.2.17)

являются достаточными условиями для (а),(б) и (в) Теоремы 1.2.
Условие (1.2.16) выглядит гораздо более простым, чем (1.2.17). Одна-

ко во многих случаях мажоранта в (1.2.13) является завышенной и доста-
точное условие (1.2.16) становится бесполезным. Например, вопреки факту
ρ(Fk · . . . · F1) < 1, может быть

∏k
t=1 ‖Ft‖ > 1. В этом случае достаточное

условие (1.2.16) никогда не выполняется и конструктивная оценка допустимых
значений интенсивности параметрического шума может быть все-таки получе-
на из (1.2.17).

Эти оценки могут быть гораздо более простыми, если для оператора P

использовать мажоранту P̄ = A−1S̄ с S̄[M ] = tr(M)Q. В этом случае спек-
тральный радиус мажорантного оператора P̄ легко вычисляется (см. Лемму
1.2).

Мажоранты для 2-цикла
В случае 2-цикла, для мажорантного оператора S̄ в (1.2.15) справедливо

S̄ = F2S̄1 + S̄2F1 + S̄2S̄1 � tr(M)Q,
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где
Q = F2S1S

>
1 F

>
2 + tr(F1F

>
1 )S2S

>
2 + tr(S1S

>
1 )S2S

>
2 .

Поэтому, в силу Теоремы 1.3 и Леммы 1.2, мы имеем

ρ(P) 6 tr
(
A−1[Q]

)
.

Таким образом, неравенство tr
(
A−1[Q]

)
< 1 дает достаточное условие для

утверждений (а),(б) и (в) Теоремы 1.2.

1.2.3. Алгоритм построения периодического решения

Для вычисления устойчивого k-периодического решения M̄t системы
(1.2.8) (см. также утверждение (а) Теоремы 1.2) предлагается следующая про-
цедура.

В силу периодичности, для M̄t справедливы соотношения:

M̄1 = Bk[M̄k] + S0,k = Bk

[
Bk−1[M̄k−1] + S0,k−1

]
+ S0,k = . . .

= Bk · · · · ·B2 ·B1[M̄1] + Bk · · · · ·B2[S0,1] + · · ·+ Bk[S0,k−1] + S0,k.

Таким образом, матрица M̄1 множества
{
M̄1, M̄2, . . . M̄k

}
значений k-

периодического решения системы (1.2.8) удовлетворяет уравнению

M̄1 = B[M̄1] +Q, (1.2.18)

где

B = Bk · . . . ·B2 ·B1, Q = Bk · . . . ·B2[S0,1] + · · ·+ Bk[S0,k−1] + S0,k.

Благодаря условию (г) Теоремы 1.2, выполняется неравенство ρ(B) < 1, в силу
которого система (1.2.18) имеет единственное решение M̄1.

Остальные матрицы M̄2, . . . , M̄k находятся рекуррентно:

M̄2 = B1[M̄1] + S0,1, . . . , M̄k = Bk−1[M̄k−1] + S0,k−1.

Случай 2-цикла.
Элементы 2-цикла Γ = {x̄1, x̄2} связаны уравнениями

f(x̄1) = x̄2, f(x̄2) = x̄1.

Разброс случайных состояний стохастической системы (1.0.2) вокруг точек x̄1

и x̄2 задается матрицами M̄1 и M̄2. Матрица M̄1 удовлетворяет уравнению

M̄1 = B2B1[M̄1] + B2[S0,1] + S0,2. (1.2.19)

Матрица M̄2 может быть найдена из явной формулы:

M̄2 = B1[M̄1] + S0,1. (1.2.20)
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1.2.4. Анализ циклов стохастических одномерных систем

Рассмотрим детерминированную систему (1.0.1) в одномерном случае
(n = 1). Критерий экспоненциальной устойчивости (1.2.1) k-цикла Γ =

{x̄1, ..., x̄k} в этом случае имеет вид:

|f ′(x̄1) · · · · · f ′(x̄k)| < 1.

Система (1.2.5), задающая динамику вторых моментов Mt, здесь выглядит
следующим образом:

Mt+1 = btMt + αt,

где

bt = [f ′(x̄t)]
2

+
m∑
i=1

[σ′i(x̄t)]
2
, αt =

m∑
i=1

σ2
i (x̄t).

Необходимое и достаточное условие существования устойчивого k-
периодического решения M̄t этой системы (условие г) Теоремы 1.2) здесь имеет
вид:

b1 · · · · · bk < 1. (1.2.21)

Значения M̄1, ..., M̄k удовлетворяют следующей линейной системе

M2 = b1M1 + α1,

. . .

Mk = bk−1Mk−1 + αk−1,

M1 = bkMk + αk.

Перепишем эту систему в векторной форме

AM = α, (1.2.22)

где

A =


−b1 1 0 ... 0 0

0 −b2 1 ... 0 0
. . .

0 0 0 ... −bk−1 1

1 0 0 ... 0 −bk

 , M =


M1

M2
...
Mk

 , α =


α1

α2
...
αk

 .

Рассмотрим матрицу A1, полученную из матрицы A заменой первого столбца
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вектором α:

A1 =


α1 1 0 ... 0 0

α2 −b2 1 ... 0 0
. . .

αk−1 0 0 ... −bk−1 1

αk 0 0 ... 0 −bk

 .
Для определителей ∆ = detA, ∆1 = detA1 справедливы равенства

∆ = (−1)k+1(1− b1 · b2 · ... · bk), ∆1 = (−1)k+1(αk + αk−1bk + ...+ α1b2 · ... · bk).

В силу (1.2.21), ∆ 6= 0 и система (1.2.22) имеет единственное решение M . Его
первая координата M1 = ∆1/∆ может быть записана в явном виде:

M1 = (αk + αk−1bk + ...+ α1b2 · ... · bk)/(1− b1 · b2 · ... · bk).

Остальные координаты M2, ...,Mk находятся рекуррентно:

Mi = bi−1Mi−1 + αi−1, i = 2, ..., k.

Если детерминированная система имеет 2-цикл Γ = {x̄1, x̄2}, то справед-
ливы следующие явные формулы:

M1 =
b2α1 + α2

1− b1b2
, M2 =

b1α2 + α1

1− b1b2
. (1.2.23)

Для случая 3-цикла с состояниями x̄1, x̄2, x̄3 выполняется

M1 =
b2b3α1 + b3α2 + α3

1− b1b2b3
, M2 =

b1b3α2 + b1α3 + α1

1− b1b2b3
,

M3 =
b1b2α3 + b2α1 + α2

1− b1b2b3
.

(1.2.24)

1.2.5. Асимптотика при малых шумах. Стохастическая
чувствительность цикла

Рассмотрим стохастическую систему (1.1.15) со скалярным малым пара-
метром ε интенсивности шума. Для этой системы уравнение (1.2.8) имеет вид

Mt+1 = Ft[Mt] + ε2St[Mt] + ε2S0,t. (1.2.25)

Тогда для последовательности матриц Wt(ε) = limε→0
1
ε2Mt(ε), задающих сто-

хастическую чувствительность состояний x̄t цикла Γ, справедливо уравнение

Wt+1 = Ft[Wt] + S0,t. (1.2.26)



45

По Теореме 1.2, существование у уравнения (1.2.26) экспоненциально устойчи-
вого k-периодического решения гарантируется условием (1.2.1) устойчивости
детерминированного цикла.

Элементы W1, W2, . . . ,Wk этого периодического решения могут быть
найдены по следующему алгоритму. Матрица W̄1 находится из уравнения

W1 = F[W1] +Q,

где

F = Fk · · · · · F2 · F1, Q = Fk · · · · · F2[S0,1] + · · ·+ Fk[S0,k−1] + S0,k.

Остальные матрицы W2, . . . ,Wk находятся рекуррентно:

W2 = F1[W1] + S0,1, . . . ,Wk = Fk−1[Wk−1] + S0,k−1.

В одномерном случае (n = 1) первый элемент последовательности
W1, W2, . . . ,Wk находится по явной формуле

W1 = (αk + αk−1βk + ...+ α1β2 · ... · βk)/(1− β1 · β2 · ... · βk),

где

βt = [f ′(x̄t)]
2
, αt =

m∑
i=1

σ2
i (x̄t).

Остальные координаты W2, ...,Wk находятся рекуррентно:

Wi = βi−1Wi−1 + αi−1, i = 2, ..., k.

Для случая 2-цикла с состояниями x̄1, x̄2 справедливы следующие явные фор-
мулы:

W1 =
β2α1 + α2

1− β1β2
, W2 =

β1α2 + α1

1− β1β2
. (1.2.27)

Для случая 3-цикла с состояниями x̄1, x̄2, x̄3 выполняется

W1 =
β2β3α1 + β3α2 + α3

1− β1β2β3
, W2 =

β1β3α2 + β1α3 + α1

1− β1β2β3
,

W3 =
β1β2α3 + β2α1 + α2

1− β1β2β3
.

(1.2.28)

Набор матриц W1, W2, . . . ,Wk стохастической чувствительности состоя-
ний x̄1, ..., x̄k цикла позволяет записать параметрическую аппроксимацию ста-
ционарного распределения в следующей форме:

p(x, ε) =
1

k

k∑
t=1

1√
(2πε2)n detWt

· exp

(
−(x− x̄t,W−1

t (x− x̄t))
2ε2

)
. (1.2.29)
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Отметим, что значения ε2W1, ..., ε
2Wk аппроксимируют ковариации слу-

чайных состояний стохастической системы (1.1.15) вблизи точек x̄1, ..., x̄k де-
терминированного цикла Γ. Эти значения могут быть использованы при по-
строении доверительных областей вокруг состояний цикла, подобно случаю
равновесия, детально рассмотренному выше (см. п. 1.1.3).

Впервые стохастическая чувствительность цикла дискретной системы
исследовалась в работе [149]. Более общие теоретические результаты этого раз-
дела опубликованы в работах [198,206] автора диссертации.

1.3. Замкнутая инвариантная кривая

Среди регулярных аттракторов дискретных динамических систем раз-
мерности два и выше, наряду с равновесиями и циклами конечной длины, су-
ществует и более сложный аттрактор – замкнутая инвариантная кривая. Эта
кривая появляется в результате бифуркации Неймарка-Сакера [150,151].

Будем предполагать, что система (1.0.1) имеет инвариантное множество
в виде достаточно гладкой замкнутой кривой Γ, экспоненциально устойчивой
в некоторой инвариантной окрестности U.

Определение 1.5. Замкнутая инвариантная кривая Γ называется экс-
поненциально устойчивой для системы (1.0.1), если для некоторой окрестно-
сти U существуют константы K > 0, l > 0 такие, что для всех t = 1, 2, ...

выполняется неравенство

‖∆(xt)‖ 6 Ke−lt ‖∆(x0)‖

для любого x0 ∈ U . Здесь ∆(x) = x−γ(x), ‖·‖ – евклидова норма, ∆(x) – вектор
отклонения точки x от Γ. Для любого x ∈ U функция γ(x) = argminy∈Γ‖x−y‖
определяет точку замкнутой инвариантной кривой Γ, ближайшую к x.

1.3.1. Стохастическая чувствительность замкнутой инвариантной
кривой

Наряду с детерминированной системой (1.0.1) рассмотрим стохастиче-
скую систему (1.1.15) в более общем виде

xt+1 = f(xt) + εσ(xt)ξt , (1.3.1)

где ε – скалярный параметр интенсивности шума, n × m-матричная функ-
ция σ(x) характеризует зависимость возмущений от состояния системы, ξt –
некоррелированный m - мерный векторный случайный процесс с параметрами
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Eξt = 0, E(ξtξ
>
t ) = V, (t = 1, 2, . . . ). Здесь m×m-матрица V задает вторые

моменты координат вектора ξt.
Зафиксируем произвольную точку x̄ ∈ Γ и рассмотрим решение x̄t (t =

1, 2, . . . ) детерминированной системы (1.0.1) с начальным условием x̄1 = x̄.

В силу инвариантности, все точки x̄t этого решения принадлежат Γ. Наряду
с детерминированным решением x̄t рассмотрим решение xt(ε) стохастической
системы (1.3.1) с начальным условием x1(ε) = x̄1 + εz1, где z1 – вектор, орто-
гональный кривой Γ в точке x̄1.

Будем изучать динамику отклонений ∆t(ε) = xt(ε) − x∗t (ε) случайных
состояний xt(ε) от кривой Γ при малых ε. Здесь x∗t (ε) – точка кривой Γ, бли-
жайшая к xt(ε).

Введем следующие обозначения. Обозначим через Π(x) гиперплоскость,
ортогональную кривой Γ в точке x, а через P (x) – матрицу оператора проек-
тирования на гиперплоскость Π(x).

Лемма 1.3. Для асимптотики

zt = lim
ε→0

∆t(ε)

ε

отклонений справедлива следующая линейная стохастическая система

zt+1 = Pt+1 [Ftzt + Stξt] , (1.3.2)

где

Ft = F (x̄t), F (x) =
∂f

∂x
(x), St = σ(x̄t), Pt = P (x̄t). (1.3.3)

Доказательство.
Рассмотрим в деталях первый шаг. Для вектора δ(ε) = x∗2(ε)−x̄2 запишем

следующее разложение
δ(ε) = n(ε) + r(ε),

где вектор r(ε) лежит на прямой, касательной к Γ в точке x∗2(ε), а вектор
n(ε) – в гиперплоскости Π2. Благодаря гладкости кривой Γ и функций f, σ,
справедливы оценки ‖δ(ε)‖ = O(ε), ‖r(ε)‖ = O(ε), ‖n(ε)‖ = O(ε2).

Рассмотрим гиперплоскость Π(x∗2(ε)), ортогональную Γ в точке x∗2(ε), и
матрицу P (x∗2(ε)) проектирования на эту гиперплоскость.

С учетом соотношений P (x∗2(ε))r(ε) = 0, x∗2(ε) = x̄2 + n(ε) + r(ε), из
равенств

x2(ε)− x∗2(ε) = P (x∗2(ε))[x2(ε)− x∗2(ε)] =

= P (x∗2(ε))[f(x1(ε)) + εσ(x1(ε))ξ1 − x̄2 − n(ε)− r(ε)] =
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= P (x∗2(ε))[f(x1(ε))− f(x̄1) + εσ(x1(ε))ξ1 − n(ε)] =

= P (x∗2(ε))[εF (x̄1)z1 + εσ(x̄1)ξ1 +O(ε2)] =

= εP (x∗2)[F (x̄1)z1 + σ(x̄1)ξ1] +O(ε2)

следует

z2 = lim
ε→0

x2(ε)− x∗2(ε)
ε

= P (x̄2)[F (x̄1)z1 + σ(x̄1)ξ1].

Тогда в обозначениях (1.3.3) можно записать

z2 = P2[F1z1 + S1ξ1].

Таким образом, для всех последовательных шагов выполняется

zt+1 = Pt+1[Ftzt + Stξt]

и формула (1.3.2) верна. Лемма доказана.
Динамика первых двух моментов mt = Ezt, Mt = E

(
ztz
>
t

)
решений

системы (1.3.2) задается уравнениями

mt+1 = Pt+1Ftmt, (1.3.4)

Mt+1 = Pt+1

[
FtMtF

>
t +Gt

]
Pt+1, Gt = StV S

>
t . (1.3.5)

Исследование динамики этих моментов существенно зависит от поведе-
ния решений детерминированной системы на замкнутой инвариантной кривой
Γ. Здесь мы ограничиваемся рассмотрением трех наиболее характерных случа-
ев. В первом случае замкнутая инвариантная кривая целиком состоит только
из равновесий этой детерминированной системы. Во втором случае замкну-
тая инвариантная кривая состоит из семейства k-циклов, а в третьем случае
предполагается, что кривая формируется семейством квазипериодических ре-
шений.

1.3.2. Замкнутая инвариантная кривая, состоящая из равновесий

Пусть каждая точка x̄ ∈ Γ является равновесием системы (1.0.1): f(x̄) =

x̄. В этом случае систему (1.3.2) можно переписать в виде

zt+1 = P [Fzt + Sξt] , (1.3.6)

где F = ∂f
∂x(x̄), S = σ(x̄), P = P (x̄).

В детерминированном случае (S = 0) система (1.3.6) имеет вид

zt+1 = PFzt. (1.3.7)
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Динамика ее решений zt+1 = (PF )t z1 определяется спектром Σ(PF ) матрицы
PF . Рассмотрим как Σ(PF ) связан со спектром матрицы F .

Пусть Σ(F ) = {λ1, λ2, . . . , λn} – спектр матрицы F , а v1, v2, . . . , vn –
соответствующие собственные векторы. Прежде всего отметим, что вектор r,
касательный к Γ в точке x̄, является собственным для F : Fr = r, поскольку
функция f в рассматриваемом случае задает на Γ тождественное отображение.
Поэтому можно считать, что λ1 = 1, v1 = r.

Лемма 1.4. Σ(PF ) = {0, λ2, . . . , λn}, где λ2, . . . , λn – собственные числа
матрицы F .

Доказательство. Прежде всего отметим, что PFr = Pr = 0, то есть
вектор r является собственным и для матрицы PF с нулевым собственным
значением.

Из соотношений

PF = PF

[
P +

rr>

r>r

]
= PFP +

1

r>r
PFrr> = PFP

следует, что для v̄i = Pvi (i = 2, . . . , n) справедливы равенства

PF v̄i = PFPvi = PFvi = λiPvi = λiv̄i.

Это означает, что r, v̄2, . . . , v̄n являются собственными векторами матрицы PF ,
имеющей спектр Σ(PF ) = {0, λ2, . . . , λn}. Лемма доказана.

Отметим, что неравенства

|λi| < 1, i = 2, . . . , n (1.3.8)

являются необходимыми и достаточными условиями экспоненциальной устой-
чивости тривиального решения системы (1.3.7).

Рассмотрим далее динамику моментов решений стохастической системы
(1.3.2). Здесь моменты mt и Mt удовлетворяют системе

mt+1 = PFmt, (1.3.9)

Mt+1 = P
[
FMtF

> +G
]
P, G = SV S>. (1.3.10)

Из условий (1.3.8) следует, что для любых начальных значений m1, M1

выполняется
lim
t→∞

mt = 0, lim
t→∞

Mt = W,

где W – единственное решение матричного уравнения

W = P
[
FWF> +G

]
P. (1.3.11)
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В рассматриваемом случае экспоненциальная устойчивость замкнутой инва-
риантной кривой эквивалентна экспоненциальной устойчивости тривиального
решения семейства систем (1.3.7), связанного со всеми точками x̄ ∈ Γ. Таким
образом, предполагается выполнение семейства условий

∀x̄ ∈ Γ |λi(x̄)| < 1, i = 2, . . . , n. (1.3.12)

В этих условиях уравнение (1.3.11) однозначно определяет матричную функ-
циюW (x̄), определенную во всех точках x̄ ∈ Γ. Эта функцияW (x̄) играет роль
функции стохастической чувствительности замкнутой инвариантной кривой Γ.
Отметим, что матрица ε2W (x̄) аппроксимирует матрицу ковариации разброса
случайных состояний системы (1.0.2) в гиперплоскости Π(x̄), ортогональной
кривой Γ в точке x̄.

Двумерный случай.
Для n = 2 матрица проектирования имеет вид P (x̄) = p(x̄)p>(x̄), где

p(x̄) – единичный вектор, ортогональный к кривой Γ в точке x̄.
Из доказательства Леммы 1.4 следует, что PFPv2 = λ2Pv2 и

pp>Fpp>v2 = λ2pp
>v2. Следовательно, λ2 = p>Fp.

Функция стохастической чувствительностиW (x̄) может быть переписана
в виде

W (x̄) = µ(x̄)p(x̄)p>(x̄),

где скалярная функция µ(x̄), благодаря (1.3.11), является решением уравнения

µ =
(
p>Fp

)2
µ+ p>Gp. (1.3.13)

В этом случае условие (1.3.12) сводится к неравенству

|λ2(x̄)| = |p>(x̄)F (x̄)p(x̄)| < 1.

При этом уравнение (1.3.13) имеет единственное решение, которое может
быть записано в явной форме

µ(x̄) =
p>(x̄)G(x̄)p(x̄)

1− (p>(x̄)F (x̄)p(x̄))
2 . (1.3.14)

Скалярная функция стохастической чувствительности µ(x̄) замкнутой
инвариантной кривой Γ позволяет найти простую аппроксимацию ε2µ(x̄) дис-
персии случайных состояний системы (1.0.2) в нормальном направлении к кри-
вой Γ в точке x̄.
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1.3.3. Замкнутая инвариантная кривая, состоящая из k-циклов

Пусть каждая точка кривой Γ является состоянием k-цикла. Зафик-
сируем произвольную точку x̄ ∈ Γ и рассмотрим соответствующий k-цикл
x̄1, . . . , x̄k: x̄1 = x̄, x̄t+1 = f(x̄t) (t = 1, . . . , k − 1), f(x̄k) = x̄1.

В этом случае коэффициенты Pt+1, Ft, St системы (1.3.2) являются k-
периодическими.

Из решения zt (t = 1, 2, . . . ) системы (1.3.2) выделим подпоследователь-
ность yt = z(t−1)k+1 : y1 = z1, y2 = zk+1, y3 = z2k+1, . . . .

Динамика значений yt задается с помощью стохастической системы

yt+1 = P1 [Φyt + ηt] , (1.3.15)

где
Φ = FkPkFk−1 · . . . · P2F1,

ηt = FkPkFk−1 · . . . ·P3F2P2S1ξ(t−1)k+1 +FkPkFk−1 · . . . ·P4F3P3S2ξ(t−1)k+2 + . . .+

+FkPkSk−1ξtk−1 + Skξtk.

В детерминированном случае (ηt = 0) эта система имеет вид

yt+1 = P1Φyt. (1.3.16)

В силу Леммы 1.4 постоянная матрица монодромии P1Φ является вырожден-
ной и имеет спектр

Σ(P1(x̄)Φ(x̄)) = {0, λ1(x̄), λ2(x̄), . . . , λn(x̄)}.

Поскольку экспоненциальная устойчивость замкнутой инвариантной кривой
эквивалентна экспоненциальной устойчивости тривиального решения семей-
ства систем (1.3.16), связанного со всеми точками x̄ ∈ Γ, то справедливы нера-
венства (1.3.12).

Рассмотрим далее динамику стохастической системы (1.3.15). Моменты
mt = Eyt, Mt = E(yty

>
t ) ее решений удовлетворяют системе

mt+1 = P1Φmt, (1.3.17)

Mt+1 = P1

[
ΦMtΦ

> +Q
]
P1. (1.3.18)

Здесь матрица
Q = E(ηtη

>
t ) = Q(k)
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находится рекуррентно:

Q(0) = 0, Q(j) = Pj+1

[
FjQ

(j−1)F>j +Gj

]
Pj+1 (j = 1, . . . k − 1),

Q(k) = FkQ
(k−1)F>k +Gk.

Из (1.3.12) следует, что при любых начальных значениях m1, M1 выполняется

lim
t→∞

mt = 0, lim
t→∞

Mt = W,

где W является единственным решением матричного уравнения

W = P1

[
ΦWΦ> +Q

]
P1. (1.3.19)

Используя эту матрицу как начальную M1 = W (x̄1), из рекуррентной форму-
лы (1.3.5) можно найти Wt = W (x̄t) (t = 1, . . . , k − 1). Таким образом можно
вычислить стохастическую чувствительность каждой точки замкнутой инва-
риантной кривой Γ.

Двумерный случай
Для n = 2 для матрицы стохастической чувствительности справедли-

во разложение W (x̄) = µ(x̄)p(x̄)p>(x̄). Здесь скалярная функция µ(x̄) (см.
(1.3.14)) имеет вид

µ(x̄) =
p>(x̄)Q(x̄)p(x̄)

1− (p>(x̄)Φ(x̄)p(x̄))
2 . (1.3.20)

Поскольку λ2(x̄) = p>(x̄)Φ(x̄)p(x̄), условие (1.3.12) может быть записано
в виде |p>(x̄)Φ(x̄)p(x̄)| < 1. Отметим, что в рассматриваемом случае

p>(x̄)Φ(x̄)p(x̄) =
k∏
i=1

p>(x̄i+1)F (x̄i)p(x̄i).

1.3.4. Замкнутая инвариантная кривая, состоящая из
квазипериодических решений

Рассмотрим случай, когда замкнутая инвариантная кривая Γ форми-
руется семейством квазипериодических решений детерминированной системы
(1.0.1). Зафиксируем произвольную точку x̄ ∈ Γ и рассмотрим решение xt де-
терминированной системы (1.0.1) с начальным условием x̄1 = x̄. Вследствие
квазипериодичности точки этого решения лежат всюду плотно на кривой Γ.
Это означает, что для любого δ > 0 существует число k такое, что выполняет-
ся неравенство ‖x̄k+1 − x̄1‖ < δ. Следовательно, можно рассматривать точки
x̄1, . . . x̄k как элементы k-цикла, который является δ-аппроксимацией исходно-
го квазипериодического решения.
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Для этой δ-аппроксимации можно вычислить стохастическую чувстви-
тельность кривой Γ, используя метод, представленный выше для случая k-
цикла. Отметим, что точность этой δ-аппроксимации можно повысить, умень-
шая параметр δ. При этом период k-цикла, используемого при аппроксимации,
будет увеличиваться.

1.3.5. Доверительные области

Функция стохастической чувствительности W (x̄), заданная в точках x̄
замкнутой инвариантной кривой Γ, позволяет аппроксимировать разброс слу-
чайных состояний стохастической системы (1.3.1) вокруг Γ. Действительно, в
гиперплоскости Π(x̄), ортогональной кривой Γ в точке x̄, при малых значени-
ях интенсивности шума ε справедлива следующая аппроксимация для вторых
моментов отклонений случайных состояний x от x̄:

E(x− x̄)(x− x̄)> ≈ ε2W.

Для наглядного геометрического описания разброса случайных состояний во-
круг замкнутой инвариантной кривой Γ удобно использовать доверительные
области. В общем случае такая область является n-мерным тором, задаваемым
семейством доверительных (n− 1)-мерных эллипсоидов(

x− x̄,W+(x− x̄)
)

= ε2K(P ), x̄ ∈ Γ

располагающихся в гиперплоскостях Π(x̄). Здесь P – доверительная вероят-
ность, функция K(P ) описана в разделе 1.1.3, а знак ” + ” означает псевдооб-
ращение [258].

В трехмерном случае доверительный тор формируется семейством дву-
мерных эллипсов, задаваемых в плоскостях Π(x̄) уравнениями

z2
1

µ1(x̄)
+

z2
2

µ2(x̄)
= −2ε2 ln(1− P ),

z1 = (x− x̄, v1(x̄)), z2 = (x− x̄, v2(x̄)), x̄ ∈ Γ.

Здесь µ1(x̄), µ2(x̄) – собственные числа, а v1(x̄), v2(x̄) – нормированные соб-
ственные векторы матрицы стохастической чувствительности W (x̄) – играют
роль базисов координатных плоскостей Π(x̄).

В двумерном случае доверительной областью будет полоса (кольцо), за-
даваемая семейством отрезков с границами

x̃1,2 = x̄± qε
√

2µ(x̄)p(x̄), q = erf−1(P), erf(x) =
2√
π

x∫
0

e−t
2

dt, (1.3.21)
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где µ(x̄) – стохастическая чувствительность в точке x̄, а p(x̄) – единичный
вектор, ортогональный Γ в точке x̄.

1.3.6. Пример

Для демонстрации конструктивных возможностей предложенной техни-
ки стохастической чувствительности рассмотрим следующую стохастическую
систему

xt+1 =
(1 + byt)(xt cos(2πa)− yt sin(2πa))√

x2
t + y2

t

+ εξ1,t,

yt+1 =
(1 + byt)(yt cos(2πa) + xt sin(2πa))√

x2
t + y2

t

+ εξ2,t,

(1.3.22)

где ξ1,t, ξ2,t – некоррелированные случайные гауссовские процессы с парамет-
рами Eξi,t = 0, Eξ2

i,t = 1 (i = 1, 2), ; E(ξ1,tξ2,t) = 0, ε – интенсивность шума, a и
b – положительные параметры.

В полярных координатах r =
√
x2 + y2, ϕ = arctg(y/x) соответствую-

щая детерминированная система записывается в виде

rt+1 = 1 + brt sin(ϕt)

ϕt+1 = ϕt + 2πa.

Для a = 0 эта детерминированная система имеет в качестве аттрактора за-
мкнутую инвариантную кривую Γ (эллипс):

x2 + (1− b2)y2 − 2by = 1.

Эта кривая, состоящая из равновесий, является экспоненциально устойчи-
вой – любая траектория, стартующая из точки (x1, y1), лежит на прямой
y = arctg(y1/x1)x и сходится к соответствующему равновесию. Эта замкну-
тая кривая показана на рис. 1.3.1а сплошной линией.

При случайных возмущениях, в системе (1.3.22) формируется некото-
рое стационарное вероятностное распределение вокруг этого инвариантного
эллипса. На рис. 1.3.1а случайные состояния, полученные прямым численным
моделированием решений системы (1.3.22) при ε = 0.05 показаны серыми точ-
ками.

Как можно заметить, разброс случайных состояний вокруг детермини-
рованного эллипса неоднороден. Для анализа дисперсии D случайных состоя-
ний, будем использовать теоретическую аппроксимациюD ≈ ε2µ, где функция
стохастической чувствительности µ определена в точках детерминированной
кривой Γ.
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а) б)

Рис. 1.3.1 – Стохастическая чувствительность замкнутой инвариантной кривой, состоящей
из равновесий: а) замкнутая инвариантная кривая (сплошная линия), случайные

состояния (серые точки) и доверительная полоса для b = 0.9, a = 0, ε = 0.05; б) функция
стохастической чувствительности.

Рис. 1.3.2 – Фазовый портрет детерминированной системы для b = 0.9, a = 0.01.

Рассмотрим следующую дискретизацию кривой Γ:

(ϕ(0), r(0)), (ϕ(1), r(1)), . . . , (ϕ(100), r(100)),

ϕ(j) = 2πj/100, r(j) = 1/(1− b sin(ϕ(j))).

Соответствующие значения µ(j) функции стохастической чувствительности
изображены на рисунке 1.3.1б. Как можно видеть, функция стохастической
чувствительности µ(j) имеет существенный перепад значений. Пики этой
функции соответствуют наиболее широким участкам распределения случай-
ных состояний.

Используя функцию стохастической чувствительности µ(j), можно вы-
числить границы доверительной полосы (1.3.21) вокруг Γ. Эти границы для
системы (1.3.22) с ε = 0.05 построены пунктирной линией на рисунке 1.3.1а. В
этом примере используется правило "трех сигм"(доверительная вероятность
P = 0.9973). Как можно видеть, теоретическая аппроксимация адекватно от-
ражает основные черты вероятностного распределения случайных состояний
нелинейной стохастической системы (1.3.22).
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а) б)

Рис. 1.3.3 – Стохастическая чувствительность замкнутой инвариантной кривой, состоящей
из циклов: а) замкнутая инвариантная кривая (сплошная линия), случайные состояния

(серые точки) и доверительная полоса для b = 0.9, a = 0.01, ε = 0.05; б) функция
стохастической чувствительности.

Рассмотрим далее значение параметра a = 0.01. В этом случае замкнутая
инвариантная кривая Γ детерминированной системы состоит из семейства 100-
циклов. На рисунке 1.3.2 показано, как эта кривая притягивает траектории
детерминированной системы.

Случайные состояния системы (1.3.22) с ε = 0.05 показаны серыми точ-
ками на рисунке 1.3.3а. Функция стохастической чувствительности этой кри-
вой построена на рисунке 1.3.3б, а найденные с помощью этой функции грани-
цы доверительной полосы показаны пунктиром на рисунке 1.3.3а. Как можно
заметить, теоретические результаты, основанные на функции стохастической
чувствительности, хорошо согласуются с результатами прямого численного мо-
делирования и в этом случае тоже.

Теоретические результаты этого раздела по стохастической чувствитель-
ности замкнутых инвариантных кривых опубликованы в работах [208, 209]
автора диссертации. Конструктивные возможности этой теории были проде-
монстрированы в анализе стохастической чувствительности и индуцирован-
ных шумом переходов между дискретным циклом и замкнутой инвариантной
кривой в логистических моделях с запаздыванием [259, 260], между двумя со-
существующими замкнутыми инвариантными кривыми [261] в двумерной ло-
гистической модели.

1.4. Хаотический аттрактор

В нелинейных дискретных системах, наряду с регулярными аттрактора-
ми (равновесия, циклы, замкнутые инвариантные кривые), даже в одномерном
случае могут наблюдаться и хаотические аттракторы. Изучение результатов
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воздействия шума на хаотический аттрактор, несомненно, является важной
исследовательской задачей.

Рассмотрим общую одномерную нелинейную дискретную динамическую
систему

xt+1 = f(xt, ηt), ηt = εξt, (1.4.1)

где f(x, η) – гладкая по обеим переменным функция, ξt – m-мерный некор-
релированный случайный процесс с параметрами Eξt = 0, Eξtξ

>
t = V, V –

ковариационная m×m-матрица, ε – скалярный параметр интенсивности шу-
ма.

Рассмотрим решение x̄t (t = 0, 1, . . . ) соответствующей детерминирован-
ной системы

xt+1 = f(xt, 0) (1.4.2)

Обозначим через xεt решение стохастической системы (1.4.1) с начальным усло-
вием xε0 = x̄0. Чувствительность решения x̄t к случайным возмущениям опре-
деляется асимптотической переменной

zt =
∂xεt
∂ε

∣∣∣∣
ε=0

= lim
ε→0

xεt − x̄t
ε

.

Динамика пары (x̄t, zt) задается системой стохастического линейного расши-
рения

x̄t+1 = f(x̄t, 0)

zt+1 =
∂f

∂x
(x̄t, 0) zt +

∂f

∂η
(x̄t, 0) ξt,

∂f

∂η
=

(
∂f

∂η1
, . . . ,

∂f

∂ηm

)
.

(1.4.3)

Вторые моменты Mt = Ez2
t переменной zt удовлетворяют следующей детерми-

нированной системе

x̄t+1 = f(x̄t, 0)

Mt+1 = α2(x̄t)Mt + s(x̄t),
(1.4.4)

где

α(x) =
∂f

∂x
(x, 0), s(x) =

∂f

∂η
(x, 0)V

∂f

∂η

>
(x, 0).

Значения Mt определяют стохастическую чувствительность элементов после-
довательности решения x̄t.

При малых шумах величины Mt позволяют аппроксимировать диспер-
сию Dt = E(xεt− x̄t)2 разброса случайных состояний xεt вокруг x̄t : Dt ≈ ε2Mt.

Используя систему (1.4.4), можно изучать стохастическую чувствитель-
ность как регулярных, так и хаотических аттракторов.
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Для анализа стохастической чувствительности экспоненциально устой-
чивого равновесия x̄ системы (1.4.2) следует положить x̄t ≡ x̄. Благодаря
устойчивости x̄, выполняется неравенство |α(x̄)| < 1 и система (1.4.4) имеет
единственное устойчивое стационарное решение Mt ≡M , где

M =
s(x̄)

1− α2(x̄)
. (1.4.5)

Это значение M определяет стохастическую чувствительность равновесия x̄.
Для анализа стохастической чувствительности экспоненциально устой-

чивого k-цикла x̄ системы (1.4.2) следует в качестве решения x̄ взять его после-
довательные элементы x̄1, . . . , x̄k и продолжить по периодичности: x̄t+k = x̄t.

Необходимым и достаточным условием экспоненциальной устойчивости
этого k-цикла является неравенство |α1 · α2 · · · · · αk| < 1, где αt = α(x̄t).

Благодаря устойчивости цикла, система (1.4.4) имеет единственное устойчивое
k-периодическое решение Mt, удовлетворяющее уравнению

Mt+1 = α2
tMt + st, st = s(x̄t). (1.4.6)

Множество {M1, . . . ,Mk} определяет стохастическую чувствительность цикла
{x̄1, . . . , x̄k}. Здесь элемент M1 является решением уравнения

M1 = [α1 · · · · · αk]2M1 + gk+1, (1.4.7)

где gk+1 находится итерациями:

gt+1 = α2
tgt + st, t = 1, . . . , k, g1 = 0.

Остальные элементы M2, . . . ,Mk искомого k-периодического решения Mt мо-
гут быть найдены рекуррентно из уравнения (1.4.6).

Для случая суперустойчивого k−цикла с α1 =
∂f

∂x
(x̄1, 0) = 0 имеем

M2 = s1, M3 = α2
2s1 + s2, . . . ,

Mk = (α2 · · · · · αk−1)
2s1 + (α2 · · · · · αk−2)

2s2 + · · ·+ sk−1,

M1 = (α2 · · · · · αk)2s1 + (α2 · · · · · αk−1)
2s2 + · · ·+ sk.

Перейдем теперь к исследованию стохастической чувствительности хаотиче-
ских аттракторов. В общем случае, эти аттракторы могут иметь весьма слож-
ную структуру. Здесь мы ограничимся рассмотрением случая, когда аттрак-
тор состоит из конечного числа непересекающихся частей, каждая из которых
заполняет интервал конечной длины. Хаотический аттрактор, целиком сосре-
доточенный на одном интервале, будем называть однокусочным, в противном
случае - многокусочным.
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1.4.1. Стохастическая чувствительность однокусочного
хаотического аттрактора

Предположим, что детерминированная система (1.4.2) имеет одноку-
сочный хаотический аттрактор A, заполняющий интервал [a, b]. При этом
a = infA, b = supA. Предполагается, что функция f(x, 0) – унимодальна,
имеет максимум в точке c ∈ (a, b)

max
[a,b]

f(x, 0) = f(c, 0),
∂f

∂x
(c, 0) = 0,

является монотонно возрастающей при x < c, монотонно убывающей при x > c

и f(x) > x для x < c. При этих предположениях

b = f(c, 0), a = f(b, 0) = f(f(c, 0), 0).

Такими свойствами обладает, например, хорошо известный хаотический ат-
трактор системы с логистическим отображением. Характерный пример такого
аттрактора приведен на рис. 1.4.1а.

а) б)

Рис. 1.4.1 – Хаотические однокусочные аттракторы (серый цвет) и функция y = f(x, 0)

(черная кривая).

Как видим, границы a и b такого однокусочного хаотического аттрактора
определяются значением c экстремума отображения f(x, 0).

В исследовании индуцированных шумом переходов важно анализировать
поведение стохастических траекторий, выходящих за границы детерминиро-
ванных аттракторов. В рассматриваемом здесь случае однокусочного хаотиче-
ского аттрактора речь идет о границах a и b. Таким образом, нас прежде всего
интересует стохастическая чувствительность решений детерминированной си-
стемы (1.4.2), проходящих вблизи границ a и b. Отметим, что на эти границы
выходит решение x̄t системы (1.4.2), стартующее с точки x̄1 = c. Действи-
тельно, тогда x̄2 = b, x̄3 = a. Стохастическая чувствительность M1, M2, M3
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состояний x̄1, x̄2, x̄3 связана (см. (1.4.4)) соотношениями

M2 = α2(x̄1)M1 + s(x̄1), M3 = α2(x̄2)M2 + s(x̄2).

Поскольку α(x̄1) = ∂f
∂x(c, 0) = 0, и следовательно M2 не зависит от M1, то зна-

чения стохастической чувствительностиM(a) = M3 иM(b) = M2 в граничных
точках аттрактора A могут быть найдены явно:

M(a) =

[
∂f

∂x
(f(c, 0), 0)

]2

s(c) + s(f(c, 0)), M(b) = s(c). (1.4.8)

Как видим, не только расположение границ хаотического аттрактора опреде-
ляется значением c, но и их стохастическая чувствительность.

Рассмотрим симметричный случай, когда хаотический аттрактор A

расположен около минимума функции f(x, 0) (см. рис. 1.4.1б). Здесь a =

supA, b = inf A, c = argmin[b,a]f(x, 0). В этом случае можно вывести те же
формулы (1.4.8) для стохастической чувствительности M(a) и M(b) правой и
левой границ аттрактора A.

Таким образом, стохастическая чувствительность граничных точек a

и b однокусочного хаотического аттрактора A определяется наклоном каса-
тельной к графику функции f(x, 0) в точке x = b и значениями функции

s(x) =
∂f

∂η
(x, 0)V

∂f

∂η

>
(x, 0) в точках c и b.

1.4.2. Стохастическая чувствительность многокусочного
хаотического аттрактора

Рассмотрим теперь случай, когда хаотический аттрактор A состоит из k
отдельных непересекающихся частей: A = {A1, . . . ,Ak} , связанных соотноше-
ниями:

f(At, 0) = At+1 (t = 1, 2, . . . , k − 1), f(Ak, 0) = A1.

Будем называть такой аттрактор A k-периодическим многокусочным хаотиче-
ским аттрактором.

Рассмотрим последовательные итерации системы (1.4.1):

xt+1 = f(xt, ηt)

xt+2 = f(f(xt, ηt), ηt+1)

xt+3 = f(f(f(xt, ηt), ηt+1), ηt+2)

. . .

xt+k = f(. . . f(f(xt, ηt), ηt+1), . . . , ηt+k−1).



61

Введем функцию

ϕ(x, β1, . . . , βk) = f(. . . f(f(x, β1), β2), . . . , βk).

Тогда переход от xt к xt+k может быть записан как одна итерация этого k-
шагового отображения ϕ:

xt+k = ϕ(xt, ηt, . . . , ηt+k−1). (1.4.9)

В детерминированном случае это k-шаговое отображение имеет вид

ϕ(x, 0, . . . , 0) = f(. . . f(f(x, 0), 0), . . . , 0). (1.4.10)

Таким образом, отдельные части A1, . . . ,Ak k-периодического многокусочно-
го хаотического аттрактора A детерминированной системы с отображением
f(x, 0) можно рассматривать как сосуществующие однокусочные хаотические
аттракторы системы с отображением (1.4.10). Такой подход позволяет иссле-
довать стохастическую чувствительность границ многокусочного хаотического
аттрактора в системе (1.4.1) путем анализа стохастической чувствительности
границ отдельных однокусочных хаотических аттракторов A1, . . . ,Ak в систе-
ме (1.4.9). Отметим, что в то время как в системе (1.4.1) вектор ηt шумов имеет
размерность m, в системе (1.4.9) расширенный вектор (ηt, . . . , ηt+k−1) шумов
имеет размерность k ·m.

Рассмотрим подробно варианты двух- и трехкусочных хаотических ат-
тракторов в системе со скалярными шумами:

xt+1 = f(xt, ηt), ηt = εξt, (1.4.11)

где ξt – скалярный некоррелированный случайный процесс с параметрами
Eξt = 0, Eξ2

t = 1 и ε – скалярный параметр интенсивности шума.

Стохастическая чувствительность 2-кусочного хаотического ат-
трактора

Пусть соответствующая детерминированная система

xt+1 = f(xt, 0) (1.4.12)

имеет 2-кусочный хаотический аттрактор A = {A1,A2} . Тогда его части A1

и A2 можно рассматривать как сосуществующие 1-кусочные хаотические ат-
тракторы системы

xt+2 = f(f(xt, 0), 0) = ϕ(xt, 0, 0). (1.4.13)
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Здесь используется 2-шаговое отображение

ϕ(x, β) = ϕ(x, β1, β2) = f(f(xt, β1), β2),

где β = (β1, β2). С помощью этого 2-шагового отображения можно переписать
стохастическую систему (1.4.11) в виде

xt+2 = f(f(xt, ηt), ηt+1) = ϕ(xt, ηt, ηt+1). (1.4.14)

Рассмотрим сначала границы однокусочного хаотического аттрактора
A1. Пусть

c = argmaxx∈A1
ϕ(x, 0), b = supA1 = ϕ(c, 0), a = inf A1 = ϕ(b, 0).

Наша задача – найти стохастическую чувствительность M(a) и M(b)

границ аттрактора A1.
Из общей формулы (1.4.8) следует, что

M(a) =

[
∂ϕ

∂x
(ϕ(c, 0), 0)

]2

s(c) + s(ϕ(c, 0)), M(b) = s(c). (1.4.15)

Здесь,

∂ϕ

∂x
(x, 0) =

∂f

∂x
(f(x, 0), 0)

∂f

∂x
(x, 0), s(x) =

∂ϕ

∂β
(x, 0)V

∂ϕ

∂β

>
(x, 0),

∂ϕ

∂β
=

[
∂ϕ

∂β1
,
∂ϕ

∂β2

]
,

∂ϕ

∂β1
(x, 0) =

∂f

∂x
(f(x, 0), 0)

∂f

∂η
(x, 0),

∂ϕ

∂β2
(x, 0) =

∂f

∂η
(x, 0), V =

[
1 0

0 1

]
.

Стохастическая чувствительность границ аттрактора A2 находится аналогич-
ным образом.

Стохастическая чувствительность 3-кусочного хаотического ат-
трактора

Пусть детерминированная системы (1.4.12) имеет 3-кусочный хаотиче-
ский аттрактор A = {A1,A2,A3} . Тогда его части можно рассматривать как
сосуществующие 1-кусочные хаотические аттракторы системы

xt+3 = f(f(f(xt, 0), 0), 0) = ϕ(xt, 0, 0, 0). (1.4.16)

Здесь используется 3-шаговое отображение ϕ(x, β) = ϕ(x, β1, β2, β3) =

f(f(f(xt, β1), β2), β3), где β = (β1, β2, β3).
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С помощью этого 3-шагового отображения можно переписать стохасти-
ческую систему (1.4.11) в виде

xt+3 = f(f(f(xt, ηt), ηt+1), ηt+2) = ϕ(xt, ηt, ηt+1, ηt+2). (1.4.17)

Рассмотрим сначала границы однокусочного хаотического аттрактора A1.
Пусть

c = argmaxx∈A1
ϕ(x, 0), b = supA1 = ϕ(c, 0), a = inf A1 = ϕ(b, 0).

Стохастическая чувствительность M(a) и M(b) границ аттрактора A1 может
быть вычислена по тем же формулам (1.4.15) с использованием

∂ϕ

∂x
(x, 0) =

∂f

∂x
(f(f(x, 0), 0), 0)

∂f

∂x
(f(x, 0), 0)

∂f

∂x
(x, 0),

s(x) =
∂ϕ

∂β
(x, 0)V

∂ϕ

∂β

>
(x, 0), V =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , ∂ϕ

∂β
=

[
∂ϕ

∂β1
,
∂ϕ

∂β2
,
∂ϕ

∂β3

]
,

∂ϕ

∂β1
(x, 0) =

∂f

∂x
(f(f(x, 0), 0), 0)

∂f

∂x
(f(x, 0), 0)

∂f

∂η
(x, 0),

∂ϕ

∂β2
(x, 0) =

∂f

∂x
(f(x, 0), 0)

∂f

∂η
(x, 0),

∂ϕ

∂β3
(x, 0) =

∂f

∂η
(x, 0).

Стохастическая чувствительность границ хаотических аттракторов A2, A3

находится аналогично.

Примеры

Рассмотрим стохастически возмущенное логистическое уравнение

xt+1 = f(xt, ηt), f(x, η) = µx(1− x) + η, ηt = εξt, (1.4.18)

где ξt – скалярный некоррелированный случайный процесс с параметрами
Eξt = 0, Eξ2

t = 1, ε – интенсивность шума.
В отсутствие случайных возмущений эта динамическая система демон-

стрирует большое разнообразие как регулярных, так и хаотических аттракто-
ров (см. рис. 1.4.2). Здесь выделены черным хаотические аттракторы: одноку-
сочный при µ = 3.9, 2-кусочный при µ = 3.6 и 3-кусочный при µ = 3.8551.

Рассмотрим сначала однокусочный хаотический аттрактор A при µ =

3.9, имеющий положительный показатель Ляпунова Λ = 0.496 и границы
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Рис. 1.4.2 – Аттракторы детерминированной системы (серый цвет). Выделены хаотические
аттракторы для µ = 3.6, µ = 3.8551, µ = 3.9.

Рис. 1.4.3 – Итерации детерминированной системы (серый цвет) для µ = 3.9.

a = 0.0950625 и b = 0.975. Итерации детерминированной системы, пред-
ставляющие этот аттрактор, показаны на рис. 1.4.3 серым цветом, а функция
y = f(x, 0) изображена черным цветом. Эта функция имеет максимум в точке
c = 0.5.

Для отыскания стохастической чувствительности в граничных точках a
и b однокусочного аттрактора A воспользуемся формулой (1.4.8).

f(c, 0) = 0.25µ,
∂f

∂x
= µ(1− 2x),

∂f

∂η
= 1, s(c) = 1

и тогда
M(a) = µ2(1− 0.5µ)2 + 1, M(b) = 1.

При µ = 3.9 получаем M(a) = 14.73, M(b) = 1. Таким образом, для дис-
персии Da случайных состояний, выходящих за левую границу a аттрактора
A, можно использовать приближение Da ≈ D̃a(ε) = 14.73 · ε2. На рис. 1.4.4
построены графики функций Da(ε) и D̃a(ε). Как видим, результаты прямого
численного моделирования согласуются с теоретическими оценками.
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Рис. 1.4.4 – Дисперсия случайных состояний, выходящих за левую границу a хаотического
аттрактора A при µ = 3.9: график Da(ε) (сплошная линия), график D̃a(ε) (пунктир).

Рис. 1.4.5 – Итерации детерминированной системы (серый) для µ = 3.6, график функции
y = f(x, 0) (сплошная черная), график функции y = ϕ(x, 0) (пунктир), однокусочные

хаотические аттракторы A1 и A2.

Рассмотрим теперь двухкусочный хаотический аттрактор A = {A1,A2}
при µ = 3.6, имеющий положительный показатель Ляпунова Λ = 0.183. Этот
аттрактор выделен на рис. 1.4.2.

Итерации детерминированной системы, представляющие этот аттрактор,
показаны на рис. 1.4.5 серым цветом, функция y = f(x, 0) изображена чер-
ной сплошной линией, а функция y = ϕ(x, 0) = f(f(x, 0), 0) детерминирован-
ного 2-шагового отображения показана пунктиром. Здесь также изображены
отдельные однокусочные хаотические аттракторы A1 и A2 для отображения
ϕ(x, 0).

Функция ϕ(x, 0) имеет три экстремума c0 =
1

6
, c1 =

1

2
, c2 =

5

6
. Отметим,

что c1 ∈ A1 и c2 ∈ A2. Здесь границы b1, a1 аттрактора A1 равны

b1 = ϕ(c1, 0) = 0.324, a1 = ϕ(b1, 0) = 0.6004,



66

а) б)

в) г)

Рис. 1.4.6 – Дисперсия случайных состояний, выходящих за границы двухкусочного
хаотического аттрактора A = {A1,A2} для µ = 3.6 около границ: а) налево от b1, б)
направо от a1, в) налево от a2, г) направо от b2. Кривые D(ε) показаны сплошными

линиями, аппроксимации D̃(ε) – пунктиром.

а границы a2, b2 аттрактора A2 равны

b2 = ϕ(c2, 0) = 0.9, a2 = ϕ(b2, 0) = 0.7885.

Используя формулы (1.4.15), можно найти значения стохастической чувстви-
тельности

M(b1) = 9.2944, M(a1) = 69.706, M(a2) = 15.925, M(b2) = 1.

Как видим, стохастическая чувствительность граничных точек существенно
отличается по величине. Эти значения стохастической чувствительности гра-
ниц хаотического аттрактора будем использовать при аппроксимации диспер-
сии D случайных состояний, выходящих за границы этого аттрактора.

На рис. 1.4.6 значения дисперсии D(ε), найденные с помощью прямого
численного моделирования, показаны сплошной линией, а соответствующие
аппроксимации D̃(ε), использующие функцию стохастической чувствительно-
сти – пунктиром.

Рассмотрим теперь при µ = 3.8551 трехкусочный хаотический аттрактор
A = {A1,A2,A3}, имеющий положительный показатель Ляпунова Λ = 0.166.
Этот аттрактор выделен на рис. 1.4.2.
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Рис. 1.4.7 – Итерации детерминированной системы (серый) для µ = 3.8551, график
функции y = f(x, 0) (сплошная черная), график функции ϕ(x, 0) (пунктир), однокусочные

хаотические аттракторы A1, A2 и A3.

Итерации детерминированной системы, представляющие аттрактор A,
показаны на рис. 1.4.7 серым цветом, функция y = f(x, 0) изображена черным
цветом, а функция ϕ(x, 0) = f(f(f(x, 0), 0), 0) детерминированного 3-шагового
отображения показана пунктиром. Здесь также изображены отдельные одно-
кусочные хаотические аттракторы A1, A2 и A3 для отображения ϕ(x, 0).

Три из семи экстремумов функции ϕ(x, 0) принадлежат этим хаотиче-

ским аттракторам: c1 = 0.15315 ∈ A1, c2 =
1

2
∈ A2, and c3 = 0.95855 ∈ A3.

Аттракторы A1,A2,A3 имеют следующие границы:

A1 : b1 = ϕ(c1, 0) = 0.1346, a1 = ϕ(b1, 0) = 0.1700,

A2 : b2 = ϕ(c2, 0) = 0.4490, a2 = ϕ(b2, 0) = 0.5440,

A3 : b3 = ϕ(c3, 0) = 0.9638, a3 = ϕ(b3, 0) = 0.9538.

Используя формулы (1.4.15), в этих граничных точках можно найти значения
стохастической чувствительности

M(b1) = 13.79, M(a1) = 221.99;

M(b2) = 110.43; M(a2) = 1437.94,

M(a3) = 18.05; M(b3) = 1.

Эти значения стохастической чувствительности границ хаотического аттракто-
ра будем использовать при аппроксимации дисперсии D случайных состояний,
выходящих за границы этого аттрактора.
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а) б)

в) г)

Рис. 1.4.8 – Дисперсия случайных состояний, выходящих за границы трехкусочного
хаотического аттрактора A = {A1,A2,A3} для µ = 3.8551 около границ: а) налево от b1, б)

направо от a1, в) налево от a3, г) направо от b3. Кривые D(ε) показаны сплошными
линиями, аппроксимации D̃(ε) – пунктиром.

На рис. 1.4.8 значения дисперсии D(ε), найденные с помощью прямого
численного моделирования, показаны сплошной линией, а соответствующие
аппроксимации D̃(ε), использующие функцию стохастической чувствительно-
сти – пунктиром.

Приведенные выше результаты экспериментов показали, что разброс
случайных состояний вне исходных детерминированных аттракторов суще-
ственно зависит от того, из скольки частей он состоит, и о каких границах
– внешних или внутренних – идет речь. Значения величины этого разброса
определяется стохастической чувствительностью соответствующей границы.
При этом оценка дисперсии, полученная с помощью техники стохастической
чувствительности, дает хорошую аппроксимацию.

1.4.3. Стохастическая чувствительность двумерного хаотического
аттрактора

Рассмотрим общую двумерную нелинейную дискретную динамическую
систему

xt+1 = f(xt, ηt), ηt = εξt, (1.4.19)
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где f(x, η) – гладкая функция, ξt – m-мерный некоррелированный случайный
процесс с параметрами Eξt = 0, Eξtξ

>
t = V, V – ковариационная m × m-

матрица, ε – скалярный параметр интенсивности шума.
Рассмотрим решение x̄t (t = 0, 1, . . . ) соответствующей детерминирован-

ной системы
xt+1 = f(xt, 0). (1.4.20)

Обозначим через xεt решение стохастической системы (1.4.19) с начальным
условием xε0 = x̄0. Чувствительность решения x̄t к случайным возмущениям
определяется асимптотической переменной

zt =
∂xεt
∂ε

∣∣∣∣
ε=0

= lim
ε→0

xεt − x̄t
ε

.

Динамика пары (x̄t, zt) задается стохастическим линейным расширением

x̄t+1 = f(x̄t, 0), zt+1 = Ftzt +Gt ξt,

Ft = F (x̄t), Gt = G(x̄t), F (x) =
∂f

∂x
(x, 0), G(x) =

∂f

∂η
(x, 0).

(1.4.21)

Хаотические аттракторы в системе (1.4.20) возможны лишь в случае необра-
тимости отображения f(x, 0). Обозначим через A хаотический аттрактор си-
стемы (1.4.20), а через L – его кусочно гладкую границу. Под действием шума,
случайное решение системы (1.4.19), стартующее с A может выйти за границу
L и оказаться вне аттрактора A. В силу устойчивости A, после нескольких ите-
раций, случайное решение возвращается вовнутрь аттрактора A. В результате
таких стохастических переходов вокруг A формируется некоторое вероятност-
ное распределение. Стохастическая динамика внутри A может быть чрезвы-
чайно сложной в силу расходимости траекторий на хаотическом аттракторе.
Здесь изучается только стационарное вероятностное распределение вне аттрак-
тора A.

В этих обстоятельствах возникают две задачи. Первая состоит в опреде-
лении границы L хаотического аттрактора A. Вторая задача состоит в оценке
разброса случайных состояний, выходящих за эту границу.

Первая задача может быть решена с помощью так называемых критиче-
ских кривых [262] следующим образом. Рассмотрим начальную критическую
кривую γ = {x | detF (x) = 0}. Обозначим L0 = γ ∩A и последовательно най-
дем кривые L1 = f(L0, 0), L2 = f(L1, 0), L3 = f(L2, 0), . . . . Эти кривые и со-
ставляют границу L хаотического аттрактора A. Таким образом, состояние xt
детерминированного решения будет располагаться на границе L1, если его про-
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образ xt−1 принадлежит L0. Тогда последовательные состояния xt+1, xt+2, . . .

будут, соответственно, принадлежать L2, L3, . . . .
Перейдем теперь ко второй задаче, связанной с оценкой разброса случай-

ных состояний, лежащих вне аттрактораA. Здесь нам потребуются следующие
геометрические построения.

Рассмотрим произвольную точку x̄ ∈ L0 и ее образ ȳ = f(x̄, 0) ∈ L1.
Пусть q – касательный вектор к L0 в точке x̄. Тогда вектор r = F (x̄)q бу-
дет касательным к L1 в точке ȳ. Вследствие сингулярности F (x̄), существует
ненулевой вектор v, такой что F (x̄)v = 0. Отметим, что векторы v и q линейно
независимы, поэтому для любого вектора x найдутся скалярные коэффициен-
ты α и β, такие что x = αq + βv.

Пусть n – нормализованный вектор, ортогональный к L1 в точке ȳ. Из
соотношений n>F (x̄)q = n>r = 0 и F (x̄)v = 0 следует

n>F (x̄)x = αn>F (x̄)q + βn>F (x̄)v = 0. (1.4.22)

Для параметрического анализа отклонения случайных состояний от границы L
вне A, воспользуемся техникой стохастической чувствительности. Стохастиче-
ская чувствительность в точке ȳ границы L1 хаотического аттрактора A опре-
деляется стохастической чувствительностью детерминированного решения x̄t,
проходящего через точку ȳ. Пусть x̄ – произвольная точка L0 и x̄t – детер-
минированное решение с начальными условиями x̄0 = x̄. Тогда x̄1 = ȳ ∈ L1.

Последовательные значения z0, z1 асимптотик отклонения случайных состоя-
ний xε0, xε1 от x̄0, x̄1 связаны соотношением

z1 = F0z0 +G0ξ0.

Из (1.4.22) и F0 = F (x̄) следует

n>z1 = n>G0ξ0.

Это означает, что асимптотика z1 отклонений вдоль вектора n, ортогонального
к L1 в точке ȳ не зависит от z0. Проекция n>z1 полностью определяется нор-
мальным вектором n, матрицей G0 и случайным возмущением ξ0. Благодаря
этому, получаем

µ = E(n>z1)
2 = n>Q0n, Q0 = G0V G

>
0 .

Таким образом, значение µ1(ȳ) стохастической чувствительности в точке ȳ гра-
ницы L1 может быть найдено в явной форме

µ1(ȳ) = n>(ȳ)Q(x̄)n(ȳ), Q(x̄) = G(x̄)V G(x̄)>,
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где ȳ = f(x̄, 0), нормализованный вектор n(ȳ) ортогонален к L1 в точке ȳ.
Последовательные значения µ2, µ3, . . . стохастической чувствительности

в точках x̄2 ∈ L2, x̄3 ∈ L3, . . . , лежащих на границе хаотического аттрактора
A, могут быть найдены рекуррентно.

Действительно, пусть nt (t = 1, 2, . . . ) – нормализованные векторы, ор-
тогональные к кривым Lt в точках x̄t детерминированного решения, стартую-
щего из x̄0 = x̄ ∈ L0. Здесь естественно положить W1 = µ1n1n

>
1 как значение

матрицы стохастической чувствительности в точке x̄1 кривой L1. Последова-
тельные матрицы W2,W3, . . . , характеризующие стохастическую чувствитель-
ность границ L2, L3, . . . в точках x̄2, x̄3, . . . , и скалярные значения µ2, µ3, . . .

могут быть найдены по формулам

µt+1 = n>t+1

(
FtWtF

>
t +Qt

)
nt+1, Wt+1 = µt+1nt+1n

>
t+1, t = 1, 2, . . . .

Отметим, что последовательность nt ортогональных векторов может быть най-
дена с помощью соответствующих касательных векторов qt, связанных рекур-
рентно: qt+1 = Ftqt. Здесь q0 – вектор, касательный к L0 в точке x̄.

Функция стохастической чувствительности µt(x) границы Lt хаотическо-
го аттрактора A может быть использована для построения соответствующей
доверительной области. Эта область формируется семейством доверительных
интервалов. В точке x ∈ Lt, границы такого интервала в соответствии с "пра-
вилом трех сигм"вычисляются по формулам

x̃1,2 = x± 3ε
√
µt(x)nt(x), (1.4.23)

где nt(x) – нормализованный вектор, ортогональный Lt в точке x.

Пример

В качестве примера, рассмотрим модель [263] со случайными возмуще-
ниями

x1,t+1 = 1− ax2
2,t + bx1,t + εξt

x2,t+1 = x1,t.
(1.4.24)

Здесь ξt – последовательность некоррелированных гауссовских случайных ве-
личин с параметрами 〈ξt〉 = 0, 〈ξ2

t 〉 = 1.
При a = 1.1, b = 0.3, соответствующая детерминированная система име-

ет хаотический аттрактор. Этот аттрактор, наряду с критическими линиями
Li, показан на рис. 1.4.9а. Здесь, например, кривая L1 принадлежит прямой
x2 = (x1−1)/b, а кривая L2 принадлежит параболе x1 = 1−a(x2−1)2/b2 +bx2.
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а) б)

Рис. 1.4.9 – Система (1.4.24): а) детерминированный хаотический аттрактор и критические
линии, б) случайные состояния при ε = 0.02 и граница доверительной области (пунктир).

На рис. 1.4.9б, наряду с детерминированным аттрактором, пунктиром
показана найденная по описанному выше алгоритму граница доверительной
области для ε = 0.02. Здесь же точками показаны случайные состояния
системы (1.4.24), найденные прямым численным моделированием. Как видим,
доверительная область хорошо описывает особенности разброса случайных
состояний.

Представленные здесь теоретические результаты по стохастической чув-
ствительности хаотических аттракторов опубликованы в работах [211,221,236]
автора диссертации. Приложения этой теории даны в диссертации: в разделе
3.1.3 для анализа индуцированных шумом переходов между порядком и хао-
сом вблизи бифуркации кризиса, в разделе 3.2.4 для анализа переходов между
частями хаотического аттрактора, в разделе 5.5.1 для параметрического изу-
чения феномена индуцированного шумом вымирания. Конструктивные воз-
можности разработанных методов в исследовании различных стохастических
явлений для дискретных систем в зонах хаоса были представлены в цикле ста-
тей: в [211, 221, 264] для моделей логистического типа, в [226] для нейронной
модели Рулькова, в [227] для популяционной модели Риккера с Олли эффек-
том и для популяционной модели Хасселя с внутренними кризисами [265] и с
запаздыванием [266].
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Глава 2. Аппроксимация аттракторов
непрерывных стохастических систем

Рассмотрим автономную систему обыкновенных дифференциальных
уравнений

dx = f(x)dt, (2.0.1)

где x – n-мерный вектор, f(x) – достаточно гладкая n-вектор-функция.
Наряду с системой (2.0.1) рассмотрим систему стохастических диффе-

ренциальных уравнений Ито [267,268]

dx = f(x)dt+
k∑
i=1

σi(x)dwi(t), (2.0.2)

где σi(x) – вектор-функции, wi(t) – скалярные независимые стандартные ви-
неровские процессы. Функции σi(x) моделируют возможную параметрическую
зависимость интенсивности случайных воздействий от состояния системы.

2.1. Равновесие

Предполагается, что система (2.0.1) имеет экспоненциально устойчивое
равновесие x̄.

Определение 2.1. Равновесие x̄ называется экспоненциально устой-
чивым для системы (2.0.1), если для некоторой окрестности U существуют
K > 0, l > 0 такие, что для всех t > 0 выполняется неравенство

‖x(t)− x̄‖ 6 Ke−lt‖x0 − x̄‖,

где x(t) – решение системы (2.0.1) с начальным условием x(0) = x0 ∈ U, ‖ · ‖
– Евклидова норма.

Решения стохастической системы (2.0.2), покидая под действием случай-
ных возмущений детерминированное равновесие x̄, формируют некоторое ве-
роятностное распределение. Предполагается, что вероятностное распределе-
ние состояний системы (2.0.2) стабилизируется. Соответствующая устойчивая
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стационарная плотность распределения удовлетворяет уравнению Фоккера-
Планка-Колмогорова [104, 269]. Непосредственное использование этого урав-
нения для описания стационарного распределения весьма затруднительно уже
в двумерном случае. Здесь, при малых шумах, весьма конструктивными явля-
ются аппроксимации, получаемые с помощью систем первого приближения.

2.1.1. Система первого приближения и ее моменты

Для отклонений z = x − x̄ случайных состояний x системы (2.0.2) от
положения равновесия x̄ запишем систему первого приближения

dz = Fzdt+
k∑
i=1

(S0,i + S1,iz)dwi, (2.1.1)

где

F =
∂f

∂x
(x̄), S0,i = σi(x̄), S1,i =

∂σi
∂x

(x̄).

Динамика первыхm = E(z), и вторыхM = E(zz>) моментов решений системы
(2.1.1) определяется уравнениями:

ṁ = Fm, (2.1.2)

Ṁ = FM +MF> +
k∑
i=1

(
S0,iS

>
0,i + S0,im

>S>1,i + S1,imS
>
0,i + S1,iMS>1,i

)
. (2.1.3)

Нас интересуют стационарные решения этой системы, позволяющие найти ап-
проксимацию разброса случайных состояний вокруг детерминированного рав-
новесия x̄.

Для подсистемы (2.1.2) в силу экспоненциальной устойчивости равнове-
сия x̄ выполняется Reλi(F ) < 0, где λi(F ), i = 1, ..., n, – собственные значения
матрицы F . Поэтому единственным стационарным и устойчивым решением
системы (2.1.2) является вектор m̄ = 0. Подставляя это решение m̄ = 0 в
(2.1.3), получаем уравнение

Ṁ = FM +MF> +
k∑
i=1

(
S0,iS

>
0,i + S1,iMS>1,i

)
. (2.1.4)

Матрица M̄ стационарного решения (2.1.4) удовлетворяет уравнению:

FM̄ + M̄F> +
k∑
i=1

(
S0,iS

>
0,i + S1,iM̄S>1,i

)
= 0. (2.1.5)
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Тогда для отклонений ∆ = M − M̄ получим однородное уравнение

∆̇ = F∆ + ∆F> +
k∑
i=1

S1,i∆S
>
1,i. (2.1.6)

Матрица ∆ является матрицей вторых моментов ∆ = Eyy> решений y линей-
ного однородного стохастического уравнения

dy = Fydt+
k∑
i=1

S1,iydwi. (2.1.7)

Таким образом, интересующий нас вопрос об устойчивости стационарного ре-
шения M̄ уравнения (2.1.4) сводится к эквивалентному вопросу об экспонен-
циальной устойчивости в среднем квадратичном тривиального решения y = 0

стохастической системы (2.1.7).
Определение 2.2. Решение y ≡ 0 стохастической системы (2.1.7) на-

зывается экспоненциально устойчивым в среднем квадратичном, если суще-
ствуют K > 0, l > 0 такие, что для всех t > 0 выполняется неравенство

E‖y(t)‖2 6 Ke−lt E‖y(0)‖2,

где y(t) – решение системы (2.1.7) с начальным состоянием y(0) = y0.
Устойчивость в среднем квадратичном для стохастических систем диф-

ференциальных уравнений Ито исследовалась, например, в [12,270].
Введем матрицу S0 =

∑k
i=1 S0,iS

>
0,i и операторы

A[M ] = FM +MF>, S[M ] =
k∑
i=1

S1,iMS>1,i, P = −A−1S.

Перепишем уравнения (2.1.4), (2.1.5), (2.1.6) в виде:

Ṁ = A[M ] + S(M) + S0, (2.1.8)

A[M̄ ] + S[M̄ ] + S0 = 0, (2.1.9)

∆̇ = A[∆] + S[∆]. (2.1.10)

Существование оператора A−1 следует из условия Reλi(F ) < 0.
Теорема 2.1.
Следующие утверждения эквивалентны:
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(а) Система (2.1.8) имеет стационарное экспоненциально устойчивое ре-
шение M̄ , удовлетворяющее (2.1.9);

(б) Решение ∆ ≡ 0 системы (2.1.10) является экспоненциально устойчи-
вым;

(в) Решение y ≡ 0 стохастической системы (2.1.7) является экспоненци-
ально устойчивым в среднем квадратичном;

(г) Reλi(F ) < 0 (i = 1, ..., n) и ρ(P) < 1, где ρ(P) – спектральный радиус
оператора P.

Утверждения этой теоремы доказаны или следуют из более общих ре-
зультатов, представленных в [12,116,271,272].

Замечание 2.1. В одномерном случае (n = 1)

S0 =
k∑
i=1

σ2
i (x̄), A[M ] = 2f

′
(x̄)M, S[M ] =

k∑
i=1

(
σ
′

i(x̄)
)2

M

и условие ρ(P) < 1 имеет явное параметрическое представление:

ρ(P) = − 1

2f ′(x̄)

k∑
i=1

(
σ
′

i(x̄)
)2

< 1.

Тогда для дисперсии разброса случайных состояний вокруг x̄ справедлива
оценка

M = −
∑k

i=1 σ
2
i (x̄)

2f ′(x̄) +
∑k

i=1

(
σ
′
i(x̄)

)2 . (2.1.11)

2.1.2. Асимптотика при малых шумах. Стохастическая
чувствительность равновесия

Рассмотрим стохастическую систему

dx = f(x)dt+ ε
k∑
i=1

σi(x)dwi(t), (2.1.12)

где ε – скалярный малый параметр интенсивности возмущений. Для этой си-
стемы уравнение (2.1.9) для ковариационной матрицы M равновесия x̄ имеет
вид

A[M ] + ε2S[M ] + ε2S0 = 0.

Исследуем зависимость решения M(ε) этого уравнения от параметра ε. Пусть
W (ε) – решение уравнения

A[W ] + ε2S[W ] + S0 = 0. (2.1.13)
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Тогда M(ε) = ε2W (ε). Для W (ε) можно записать следующее разложение:

W (ε) = −(A + ε2S)−1[S0] = −
(
I + ε2A−1S

)−1
A−1[S0] =

=
(
I − ε2P

)−1
[W (0)].

Отсюда при малом ε выполняется

W (ε) =
∞∑
m=0

ε2mPm[W (0)] = W (0) + ε2P[W (0)] + ε4P2[W (0)] + ...

В результате, для матричной функцииM(ε) получаем разложение по степеням
малого параметра

M(ε) =
∞∑
m=0

ε2m+2Pm[W (0)] = ε2W (0) + ε4P[W (0)] + ε6P2[W (0)]...

Матрица W (0), присутствующая в этом разложении, играет важную роль в
асимптотическом анализе разброса случайных состояний вокруг равновесия.
В силу равенства W (0) = limε→0

1
ε2M(ε), эта матрица характеризует стоха-

стическую чувствительность к воздействию малых шумов. Таким образом, в
первом приближении

M(ε) ≈M (1)(ε) = ε2W, (2.1.14)

где W – решение уравнения

FW +WF> + S0 = 0. (2.1.15)

Если шумы в системе (2.1.12) не зависят от состояния, то P = 0 и первое
приближение совпадает с точным значением: M(ε) = ε2W. В общем случае
использование W в качестве аппроксимации для M(ε) приводит к занижению
оценки ковариации разброса. Действительно, в силу положительности опера-
тора P, справедливо неравенство M(ε) � ε2W.

В одномерном случае стохастическая чувствительность равновесия x̄ для
системы (2.1.12) задается формулой

W = −
∑k

i=1 σ
2
i (x̄)

2f ′(x̄)
. (2.1.16)

Пример 1.
Для иллюстрации представленной выше общей теории по аппроксимации

разброса вокруг равновесия, рассмотрим следующую простую динамическую
систему

dx = −axdt+ ε(σ1dw1(t) + σ2xdw2(t)),



78

где a, σ1, σ2 – неотрицательные параметры, ε – интенсивность случайных воз-
мущений, wi(t) – некоррелированные скалярные винеровские процессы. Вели-
чины σ1 и σ2 задают веса аддитивных и мультипликативных возмущений.

При a > 0 соответствующая детерминированная система (ε = 0) име-
ет экспоненциально устойчивое равновесие x̄ = 0. Вторые моменты M(t) =

E(x(t) − x̄)2 отклонений решений x(t) от равновесия удовлетворяют уравне-
нию

Ṁ = −2aM + ε2(σ2
1 + σ2

2M),

имеющему стационарное решение

M(ε) =
ε2σ2

1

2a− ε2σ2
2

.

Следуя теории из п. 2.1.2, для M(ε) при малых шумах можно записать асимп-
тотику

M(ε) = ε2W +O(ε4),

гдеW – величина, характеризующая стохастическую чувствительность равно-
весия x̄. Эта величина удовлетворяет уравнению (2.1.15)

−2aW + σ2
1 = 0.

Величина W позволяет для функции M(ε) записать первое приближение

M (1)(ε) = ε2W =
ε2σ2

1

2a
.

Формально, аппроксимация M (1)(ε) определена при любых a > 0 в то время
как аппроксимируемая функцияM(ε) определена только для a > ε2σ2

2

2 . В отсут-
ствие мультипликативных шумов (σ2 = 0), функции M (1) и M тождественно
совпадают. При σ2 6= 0 они отличаются.

Это отличие хорошо видно на рис. 2.1.1, где представлены графики функ-
ций M (сплошная линия) и M (1) (пунктир) при изменении параметра a. Во-
первых, аппроксимация M (1) всегда меньше M (это было показано в п. 2.1.2
для общего случая). Во-вторых, на интервале 0 < a < ε2σ2

2

2 , где аппроксимация
дает конечные значения, исходная функция вообще не определена – вторые мо-
ментыM(t) стремятся к бесконечности. На интервале a > ε2σ2

2

2 ошибка аппрок-
симации монотонно возрастает и стремится к бесконечности при приближении
к бифуркационному значению a∗ = ε2σ2

2

2 . Для относительной погрешности здесь
можно написать явное представление∣∣∣∣M −M (1)

M

∣∣∣∣ =
ε2σ2

2

2a
.
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Рис. 2.1.1 – Графики стационарных вторых моментов M (сплошная линия) и их
аппроксимации M (1) (пунктир).

Продолжим далее сравнение этих двух способов оценки разброса случайных
состояний вокруг равновесия на примере двумерной системы.

Пример 2.
Рассмотрим стохастически возмущенный осциллятор Ван-дер-Поля

ẋ = y

ẏ = −x+ a(1− x2)y + σ1ẇ1 + σ2yẇ2,
(2.1.17)

где σ1 – интенсивность аддитивного шума, σ2 – интенсивность параметриче-
ского шума, w1,2 – независимые винеровские процессы. Здесь используется бо-
лее краткая формальная запись системы стохастических дифференциальных
уравнений, которая, как и выше, трактуется в смысле Ито.

Детерминированная система (σ1 = σ2 = 0) имеет равновесие x̄ = 0,

ȳ = 0, устойчивое при a < 0. Под действием малых стохастических возмуще-
ний случайные траектории покидают это равновесие и формируют стационар-
ное вероятностное распределение, сконцентрированное в малой окрестности
начала координат.

Исследуем зависимость дисперсии D координаты x этого распределения
от параметров системы. Для аналитической аппроксимации этой дисперсии
воспользуемся представленной выше техникой систем первого приближения.

Параметры уравнения (2.1.9) для системы (2.1.17) имеют вид:

F =

[
0 1

−1 a

]
S1 = σ2

1

[
0 0

0 1

]
, S(M) = σ2

2

[
0 0

0 m22

]
.

Уравнения (2.1.9) для элементов матрицы M =

[
m11 m12

m21 m22

]
, могут быть
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Рис. 2.1.2 – Дисперсия x-координаты решений стохастической системы (2.1.17) с
a = −1, σ1 = 0.1.

записаны в виде системы:

m12 = m21 = 0, −m11 + am12 +m22 = 0, −2m12 + 2am22 + σ2
1 + σ2

2m22 = 0.

Из этой системы находим

m11 = m22 = − σ2
1

2a+ σ2
2

, m12 = m21 = 0.

Эта матрица диагональна и m11 = m22. Будем использовать функцию m11 для
аппроксимации дисперсии D.

Положим a = −1, σ1 = 0.1 и рассмотрим зависимость m11 от параметра
σ2. На рис. 2.1.2 функция m11(σ2) изображена сплошной линией, а звездочка-
ми показаны значения дисперсии D, найденные прямым численным модели-
рованием решений стохастической системы (2.1.17). Как видим, используемая
аппроксимация хорошо согласуется с результатами прямого численного моде-
лирования.

Сравним полученные результаты с аппроксимацией

m
(1)
11 = −σ

2
1

2a
,

полученной с помощью функции стохастической чувствительности. На
рис. 2.1.2 функция m

(1)
11 (σ2) изображена пунктиром. Аппроксимация m

(1)
11 не

учитывает влияние параметрического шума, поэтому с ростом σ2 погрешность
этой аппроксимации возрастает.

Разница в этих приближениях может привести к качественным различи-
ям в прогнозировании результатов влияния шума.

Рассмотрим модель Ван-дер-Поля с жестким возбуждением

ẋ = y

ẏ = −x+ (a+ bx2 − x4)y + σ1ẇ1 + σ2yẇ2.
(2.1.18)
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Рис. 2.1.3 – Стохастическая система (2.1.18) с σ1 = 0.02, σ2 = 0.2: а) случайная
траектория (серый цвет); б) временной ряд.

Рис. 2.1.4 – Стохастическая система (2.1.18) с σ1 = 0.05, σ2 = 0.4: а) случайная
траектория (серый цвет); б) временной ряд.

Зафиксируем a = −0.1, b = 2. При этих параметрах детерминированная си-
стема (2.1.18) с σ1 = σ2 = 0 имеет сосуществующие аттракторы: устойчивое
равновесие x̄ = 0, ȳ = 0 и устойчивый предельный цикл. Эти аттракторы
разделены неустойчивым предельным циклом. На рис. 2.1.3a, 2.1.4a это рав-
новесие показано черным кружком, устойчивый цикл – сплошной линией, а
неустойчивый – штрих-пунктиром.

Рассмотрим поведение траекторий стохастической системы (2.1.18), стар-
тующих с равновесия. Под действием случайных возмущений траектории по-
кидают устойчивое равновесие и образуют стационарное вероятностное рас-
пределение, сосредоточенное в малой окрестности начала координат. Этот тип
динамики соответствует невозбужденному режиму осциллятора (см. рис. 2.1.3
для σ1 = 0.02, σ2 = 0.2).

При увеличении интенсивности шума случайные траектории пересека-
ют сепаратрису (неустойчивый предельный цикл) и продолжают совершать
колебания уже вблизи устойчивого цикла. Это означает переход к режиму
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Рис. 2.1.5 – Доверительные эллипсы (пунктир) и неустойчивый цикл (штрихпунктир) для
системы (2.1.18) с a = −1, σ1 = 0.05, σ2 = 0.4. Внутренний эллипс построен по матрице

M (1), внешний – по матрице M .

возбуждения (см. рис. 2.1.4 для σ1 = 0.05, σ2 = 0.4).
В прогнозировании индуцированных шумом переходов через сепаратри-

су будем использовать доверительные эллипсы. На рис. 2.1.5 представлены
два доверительных эллипса, построенных по матрицам M (больший эллипс)
и M (1) (меньший эллипс) для системы с σ1 = 0.05, σ2 = 0.4. Больший эллипс
захватывает бассейн притяжения предельного цикла, что позволяет сделать
прогноз о генерации большеамплитудных осцилляций (режим возбуждения).
Меньший же эллипс целиком содержится в бассейне притяжения устойчивого
равновесия и поэтому прогнозирует невозбужденный режим осциллятора. Как
видим, погрешность в оценке вторых моментов может приводить к качествен-
ным ошибкам в решении важной задачи прогноза.

2.1.3. Воздействие цветных шумов

В исследованиях динамики реальных систем необходимо учитывать спе-
цифику неизбежно присутствующих случайных возмущений. Среди возмож-
ных типов стохастических возмущений часто рассматривают так называемые
цветные шумы, имеющие те или иные характерные корреляционные времен-
ные свойства [118, 273]. Важная роль цветных шумов была обнаружена во
многих системах самой разной природы, например, в лазерах [119], сейсмо-
логии [120], биохимии [121], динамике популяций [122], кинетике роста микро-
организмов [123], динамике роста опухолей [124]. Воздействие цветных шумов
может приводить к таким явлениям, как индуцированные случайными воз-
мущениями переходы [118, 125, 126], стохастический резонанс [273], вызывать
стохастические бифуркации [128] и трансформации порядок-хаос [129].
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Рассмотрим нелинейную динамическую систему

ẋ = f(x, r), (2.1.19)

где x – n-мерный вектор, f(x, r) – достаточно гладкая вектор-функция, r(t) –
m-вектор случайных возмущений.

Предполагается, что невозмущенная система (r = 0) имеет экспоненци-
ально устойчивое равновесие x̄ : f(x̄, 0) = 0.

Цель данного раздела – исследовать поведение системы (2.1.19) вблизи
этого равновесия под воздействием малых цветных шумов. Случайные возму-
щения r(t) = εs(t), s = (s1, . . . , sm)>, имеющие интенсивность ε, моделируют-
ся следующей стохастической системой Ито:

ṡi = −aisi + σi
√

2aiẇi, ai > 0. (2.1.20)

Здесь wi(t) (i = 1, . . .m) – независимые стандартные винеровские процессы с
параметрами E(wi(t)−wi(t′)) = 0, E(wi(t)−wi(t′))2 = |t− t′|. Система (2.1.20)
формирует коррелированный цветной шум с параметрами

Esi(t) = 0, Esi(t)si(t
′) = σ2

i exp (−ai|t− t′|) , τi =
1

ai
.

При этом параметры ai задают времена корреляции τi координат этого цвет-
ного шума. Тогда дисперсии Er2

i (t) = ε2σ2
i координат случайного возмущения

r(t) = εs(t) в системе (2.1.19) не зависят от параметров ai.
Система (2.1.20) играет роль генератора цветных шумов, получая их из

стандартных винеровских процессов.
Обозначим через xε(t) решение стохастической системы

ẋ = f(x, εs), (2.1.21)

возмущенной цветным шумом (2.1.20). Для изучения дисперсии решений xε(t)
около равновесия x̄ при малом цветном шуме будем использовать следующую
асимптотику:

y(t) = lim
ε→0

xε(t)− x̄
ε

.

Динамика пары y(t), s(t) задается следующей стохастической линейной систе-
мой:

ẏ = Fy +Gs (2.1.22)

ṡ = −As+ Cẇ. (2.1.23)
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Здесь

F =
∂f

∂x
(x̄, 0), G =

∂f

∂r
(x̄, 0),

A =

 a1 0
. . .

0 am

 , C =

 σ1

√
2a1 0

. . .
0 σm

√
2am

 , w =

 w1
...
wm

 .
Для расширенного (n + m)-мерного вектора z =

[
y

s

]
справедлива си-

стема
ż = Φz + Sẇ, (2.1.24)

где

Φ =

[
F G

O −A

]
, S =

[
O

C

]
,

and O – нулевые матрицы соответствующих размерностей.
Обозначим через Z = E zz> матрицу вторых моментов решений z систе-

мы (2.1.24). Эта матрица удовлетворяет следующему уравнению:

Ż = ΦZ + ZΦ> + SS>. (2.1.25)

Отметим, что спектр σ(Φ) матрицы Φ связан со спектром σ(F ) матрицы F

соотношением σ(Φ) = σ(F ) ∪ {−a1, . . . ,−am}. Благодаря экспоненциальной
устойчивости равновесия x̄ и положительности параметров ai, спектр σ(Φ)

лежит в левой комплексной полуплоскости и, следовательно, система (2.1.25)
имеет единственное экспоненциально устойчивое стационарное решение Z, удо-
влетворяющее матричному уравнению

ΦZ + ZΦ> + SS> = 0. (2.1.26)

Матрица Z этого стационарного решения имеет следующую структуру:

Z =

[
W M

M> B

]
, W = E yy>, M = E ys>, B = E ss>,

где z =

[
y

s

]
– стационарно распределенное решение системы (2.1.24). Отме-

тим, что

SS> =

[
O O

O 2AQ

]
, Q =

 σ2
1 0

. . .
0 σ2

m

 . (2.1.27)
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С учетом (2.1.26) и (2.1.27), для блоков W, M и B матрицы Z справедлива
система

FW +WF> +GM> +MG> = 0

FM +GB −MA = 0

AB +BA = 2AQ.

(2.1.28)

Из этой системы сразу следует, что B = Q. Таким образом, матричные блоки
W и M связаны системой

FW +WF> +GM> +MG> = 0

FM +GQ−MA = 0.
(2.1.29)

Отметим, что матрица W определяет стохастическую чувствительность рав-
новесия x̄ и может быть использована для оценки ковариации стационарно
распределенных состояний xε(t) системы (2.1.21), (2.1.23):

cov(xε(t), xε(t)) ≈ ε2W.

Система (2.1.29) связывает эту матрицу W с параметрами F = ∂f
∂x(x̄, 0) и

G = ∂f
∂r (x̄, 0) детерминированной системы и параметрами A и Q, характеризу-

ющими свойства действующего на систему цветного шума.
Замечание 2.2. Рассмотрим случай, когда случайное возмущение s в

системе (2.1.21) является одномерным и моделируется одним уравнением:

ṡ = −as+ σ
√

2aξ(t).

В этом случае Q = σ2, A = a – скалярные параметры, и, как следует из
системы (2.1.29)

M = −σ2 (F − aI)−1G,

и матрица стохастической чувствительности W может быть найдена из урав-
нения

FW +WF> = σ2
[
GG>

(
F> − aI

)−1
+ (F − aI)−1GG>

]
. (2.1.30)

Замечание 2.3. Рассмотрим случай, когда все цветные шумы s1(t), . . . , sm(t)

имеют одинаковое время корреляции (a1 = · · · = am = a). В этом случае
A = aI, M = − (F − aI)−1GQ, и матрица стохастической чувствительности
W удовлетворяет уравнению

FW +WF> = GQG>
(
F> − aI

)−1
+ (F − aI)−1GQG>.

Стохастическая чувствительность двумерных систем
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Рассмотрим нелинейную двумерную систему

ẋ1 = f1(x1, x2, εs)

ẋ2 = f2(x1, x2, εs)

ṡ = −as+
√

2aẇ,

(2.1.31)

возмущаемую скалярным цветным шумом r(t) = εs(t). Здесь a > 0 и w(t) –
стандартный винеровский процесс с параметрами E(w(t)−w(t′)) = 0, E(w(t)−
w(t′))2 = |t− t′|. Отметим, что здесь цветной шум s(t) является нормализован-

ным – варьируя a, можно изменять время корреляции τ =
1

a
, но дисперсия не

зависит от a: Es2(t) = 1.
Пусть (x̄1, x̄2) является экспоненциально устойчивым равновесием соот-

ветствующей детерминированной системы (2.1.31) с ε = 0. Для этого равнове-
сия матрица Якоби имеет вид:

F =

[
f11 f12

f21 f12

]
,

f11 =
∂f1

∂x1
(x̄1, x̄2, 0), f12 =

∂f1

∂x2
(x̄1, x̄2, 0),

f21 =
∂f2

∂x1
(x̄1, x̄2, 0), f22 =

∂f2

∂x2
(x̄1, x̄2, 0).

Матрица W стохастической чувствительности равновесия x̄ системы (2.1.31)
удовлетворяет уравнению (2.1.30), где

G =

[
g1

g2

]
, GG> =

[
g2

1 g1g2

g1g2 g2
2

]
,

g1 =
∂f1

∂r
(x̄1, x̄2, 0), g2 =

∂f2

∂r
(x̄1, x̄2, 0),

F − aI =

[
f11 − a f12

f21 f22 − a

]
, (F − aI)−1 =

1

∆

[
f22 − a −f12

−f21 f11 − a

]
,

∆ = a2 − trF a+ detF.

Отметим, что благодаря устойчивости равновесия, справедливы неравенства
trF < 0, detF > 0, поэтому для любого a > 0 выполняется ∆ > 0.

Для элементов матрицы стохастической чувствительности

W =

[
w11 w12

w21 w22

]
,
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с учетом ее симметричности (w12 = w21), из (2.1.30) получаем систему трех
уравнений:

2(f11w11 + f12w12) = p1

f21w11 + trFw12 + f12w22 = p2

2(f21w12 + f22w22) = p3,

(2.1.32)

где

p1 =
2

∆

(
g2

1(f22 − a)− g1g2f12

)
, p2 =

1

∆

(
−g2

1f21 + g1g2(trF − 2a)− g2
2f12

)
,

p3 =
2

∆

(
−g1g2f21 + g2

2(f11 − a)
)
.

Система (2.1.32) имеет решение

w11 =
p1 (f22trF − f12f21)− 2p2f22f12 + p3f

2
12

2trF detF

w12 = w21 =
−p1f21f22 + 2p2f11f22 − p3f11f12

2trF detF

w22 =
p1f

2
21 − 2p2f11f21 + p3 (f11trF − f12f21)

2trF detF
.

(2.1.33)

Стохастическая чувствительность нелинейных осцилляторов
Рассмотрим нелинейный осциллятор

ẍ = ϕ(x, ẋ, r), (2.1.34)

возмущенный скалярным цветным шумом r(t) = εs(t). Это уравнение можно
записать в виде системы:

ẋ1 = x2

ẋ2 = ϕ(x1, x2, εs)

ṡ = −as+
√

2aẇ,

(2.1.35)

где a > 0, а w(t) – стандартный винеровский процесс с параметрами E(w(t)−
w(t′)) = 0, E(w(t)− w(t′))2 = |t− t′|. Цветной шум s(t) является нормализо-

ванным (Es2(t) = 1) и имеет время корреляции τ =
1

a
.

Пусть x̄ – экспоненциально устойчивое равновесие соответствующего де-
терминированного осциллятора (2.1.34) с ε = 0. Для этого равновесия элемен-
ты матрицы Якоби

F =

 0 1
∂ϕ

∂x1
(x̄, 0, 0)

∂ϕ

∂x2
(x̄, 0, 0)
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должны удовлетворять неравенствам:

∂ϕ

∂x1
(x̄, 0, 0) < 0,

∂ϕ

∂x2
(x̄, 0, 0) < 0.

В детерминированном случае для малых отклонений y = x−x̄ можно записать
аппроксимацию в форме линейного осциллятора

ÿ + kẏ + ω2y = 0, k = − ∂ϕ
∂x2

(x̄, 0, 0), ω =

√
∂ϕ

∂x1
(x̄, 0, 0).

Для рассматриваемого осциллятора имеем

F =

[
0 1

−ω2 −k

]
, g =

[
0

p

]
, gg> = p2

[
0 0

0 1

]
, F − aI =

[
−a 1

−ω2 −k − a

]

(F − aI)−1 =
1

∆

[
−k − a −1

ω2 −a

]
, ∆ = a(a+ k) + ω2, p =

∂ϕ

∂r
(x̄, 0, 0).

Тогда явные формулы (2.1.33) для элементов матрицы стохастической чув-
ствительности имеют вид

w11 =
(a+ k)p2

ω2k(a2 + ak + ω2)

w12 = w21 = 0

w22 =
ap2

k(a2 + ak + ω2)
.

(2.1.36)

Таким образом, для нелинейного осциллятора (2.1.34) матрица стохастической
чувствительности равновесия x̄ является диагональной.

Рис. 2.1.6 – Дисперсии D1 и D2 случайных состояний (звездочки) и их теоретические
оценки D̄1 и D̄2 (сплошные линии) для k = 1, ε = 0.001.
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Рис. 2.1.7 – Стохастическая чувствительность равновесия.

Рассмотрим, как меняются диагональные элементы w11, w22 матрицы
стохастической чувствительностиW при изменении параметра a на интервале
0 < a < ∞. Когда a стремится к бесконечности, оба элемента стремятся к
нулю. Если ω ≤ k, то функция w11(a) монотонно убывает и имеет максимум

w11(0) =
p2

ω4
. При ω > k, функция w11(a) имеет единственный максимум в

точке a = ω − k > 0. Функция w22(0) = 0 и имеет единственный максимум
в точке a = ω. Эти экстремумы локализуют значения параметра a цветного
шума, соответствующие резонансам.

Стохастический электронный генератор с жестким возбужде-
нием

Рассмотрим систему, моделирующую работу электронного генератора с
жестким возбуждением [274] в присутствии цветного шума:

ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1 − (k − x2
1 + x4

1)x2 + εs

ṡ = −as+
√

2aẇ.

(2.1.37)

Для k > 0 детерминированная система (2.1.37) с ε = 0 имеет устойчивое три-
виальное равновесие x̄1 = x̄2 = 0. При k > 0.125 это равновесие является
единственным аттрактором. При 0 < k < 0.125 система бистабильна и име-
ет два аттрактора - устойчивое равновесие и устойчивый цикл, разделенные
неустойчивым циклом. Значение k = 0.125 соответствует седло-узловой би-
фуркации жесткого рождения цикла.

Диагональная матрица стохастической чувствительности (2.1.36) равно-
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весия (0, 0) системы (2.1.37) имеет следующие элементы

w11 =
a+ k

k(a2 + ak + 1)

w22 =
a

k(a2 + ak + 1)
.

Используя эти явные функции, мы можем аппроксимировать дисперсии Di =

Ex2
i ≈ D̄i, где D̄i = ε2wii (i = 1, 2). На рисунке 2.1.6 для k = 1, ε = 0.001

сплошными линиями показаны функции D̄1(a) и D̄2(a). Значения дисперсий
D1 и D2, найденные прямым численным моделированием решений системы
(2.1.37), изображены звездочками. Как видим, теоретические оценки, получен-
ные с помощью техники функции стохастической чувствительности, хорошо
согласуются с результатами численного моделирования.

Рассмотрим теперь, как стохастическая чувствительность зависит от па-
раметров a и k. На рисунке 2.1.7 функции w11(a), w22(a) изображены для
различных значений параметра k.

Как видно, важной чертой этих графиков является наличие пиков. Функ-
ция w11(a) имеет максимум в точке a1 = 1 − k, а функция w22(a) - в точке
a2 = 1. Значения a1, a2 определяют параметры цветного шума, для которого
координаты системы (2.1.37) наиболее чувствительны к действующим случай-
ным возмущениям. Максимальные значения этих функций равны

max
a
w11(a) =

1

k(2− k)
, max

a
w22(a) =

1

k(2 + k)
.

Как видим, при стремлении k к нулю, эти максимумы стремятся к бесконеч-
ности, что означает неограниченный рост стохастической чувствительности.

Рассмотрим теперь, как цветной шум может резко изменить стохастиче-
скую динамику системы вблизи значения a = 1, где система наиболее чувстви-
тельна. Зафиксируем k = 0.01 и сравним отклик системы (2.1.37) на цветной
шум с тремя разными значениями параметра: a = 0.1, a = 1 и a = 10, для
одинаковой интенсивности ε = 0.01. При k = 0.01 детерминированная система
бистабильна и имеет (см. рисунок 2.1.8) устойчивое равновесие (0, 0) и устой-
чивый предельный цикл. Бассейны притяжения этих аттракторов разделены
неустойчивым циклом.

При a = 0.1 случайные траектории, стартующие из равновесия, распола-
гаются в его бассейне притяжения (см. рисунок 2.1.8а). В этом случае решения
демонстрируют малоамплитудные стохастические осцилляции. Аналогичное
поведение наблюдается и при a = 10 (см. рисунок 2.1.8в). При a = 1, вслед-
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а)

б)

в)

Рис. 2.1.8 – Стохастические траектории и временные ряды системы (2.1.37) при
k = 0.01, ε = 0.01 для а) a = 0.1, б) a = 1, в) a = 10. Детерминированные устойчивый и

неустойчивый циклы изображены сплошной и пунктирной замкнутыми линиями.

ствие высокой стохастической чувствительности, случайные траектории вы-
ходят из бассейна притяжения равновесия, пересекают сепаратрису и в даль-
нейшем осциллируют уже в окрестности устойчивого предельного цикла (см.
рисунок 2.1.8б). Таким образом, при a = 1 цветной шум переводит систему из
режима малоамплитудных осцилляций в режим стохастических колебаний с
большими амплитудами.

Интересно сопоставить эти результаты численного моделирования со
значениями стохастической чувствительности. Действительно, при a = 0.1 мы
имеем w11 = 10.9, w22 = 9.9, при a = 1 мы имеем w11 = 50.2, w22 = 49.8, а при
a = 10 выполняется w11 = 9.9, w22 = 9.9. Как видно, при значении парамет-
ра a = 1 система (2.1.37) имеет высокую стохастическую чувствительность,
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приводящую к увеличению дисперсии с переходами через сепаратрису. Это в
конечном счете вызывает качественные изменения стохастической динамики
модели.

Как видим, реакция системы на цветные шумы одной и той же интенсив-
ности существенно зависит от времени корреляции цветного шума. Изменение
времени корреляции, приводящее к росту стохастической чувствительности,
может не только увеличить дисперсию, но и вызвать качественные изменения
режима стохастической динамики. Представленная здесь техника стохасти-
ческой чувствительности позволяет вести конструктивный параметрический
анализ явлений такого рода.

Результаты разделов 2.1.1, 2.1.2 носят обзорный характер и использу-
ются в последующих главах. Результаты раздела 2.1.3, посвященного новому
направлению исследований, связанному с анализом специфики воздействия
цветных шумов опубликованы в работах [228, 229] автора диссертации. Пред-
ставленная здесь теория стохастической чувствительности систем с цветными
шумами используется в разделе 5.4.2 в анализе возбудимости нейрона.

2.2. Цикл

Рассмотрим детерминированную систему нелинейных дифференциаль-
ных уравнений

ẋ = f(x). (2.2.1)

Будем предполагать, что система (2.2.1) имеет T -периодическое решение x =

x̄(t) с экспоненциально устойчивой фазовой кривой γ. Это означает, что для
малой окрестности Γ цикла γ существуют константы K > 0, l > 0, такие что
для любого решения x(t) системы (2.2.1) с начальным условием x(0) = x0 ∈ Γ

выполняется неравенство

‖∆(x(t))‖ ≤ Ke−lt‖∆(x0)‖.

Здесь ∆(x) = x− γ(x) – отклонение точки x от цикла γ, γ(x) – точка цикла
γ, ближайшая к x.

Обозначим через Πt гиперплоскость, ортогональную циклу в точке
x̄(t) (0 6 t < T ). Через Γt обозначим окрестность Γt = Γ ∩ Πt. Предпола-
гается, что Γt ∩ Γs = ∅ для t 6= s.

Рассмотрим систему первого приближения

ż = F (t)z, F (t) =
∂f

∂x
(x̄(t)) (2.2.2)
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для малых отклонений z = x− x̄(t) решений системы (2.2.1) от цикла γ.
В анализе динамики этих отклонений будем использовать проектор

Pr = I − rr>/r>r на подпространство, ортогональное вектору r 6= 0. Для
r(t) = f(x̄(t)) матрица P (t) = Pr(t) является проекционной матрицей на ги-
перплоскость Πt. Устойчивость цикла означает, что проекции P (t)z(t) решений
z(t) системы (2.2.2) стремятся к нулю при t→ +∞.

Определение 2.3. Система (2.2.2) называется P -устойчивой, если су-
ществуют константыK > 0, l > 0 такие, что для любого решения z(t) системы
(2.2.2) с z(0) = z0 выполняется следующее неравенство

‖P (t)z(t)‖ ≤ Ke−lt‖P (0)z0‖.

P -устойчивость линейной системы (2.2.2) является необходимым и достаточ-
ным условием [275] экспоненциальной устойчивости цикла γ нелинейной си-
стемы (2.2.1).

2.2.1. Стохастическая чувствительность цикла

Для исследования чувствительности детерминированного цикла γ к слу-
чайным возмущениям будем рассматривать следующую стохастическую систе-
му Ито:

ẋ = f(x) + εσ(x)ẇ. (2.2.3)

Здесь w(t) – n-мерный винеровский процесс, σ(x) – n × n-матричная функ-
ция, задающая зависимость возмущений от состояния системы, ε – параметр
интенсивности шума.

Случайные траектории системы (2.2.3) образуют некоторое распределе-
ние вокруг предельного цикла γ. Для описания вероятностных характеристик
этого распределения случайных траекторий вокруг предельного цикла γ рас-
смотрим векторную случайную переменную Xt. Значения Xt задают коорди-
наты точек пересечения случайных траекторий системы (2.2.3) с Γt. С ростом
времени распределение случайных траекторий вокруг предельного цикла ста-
билизируется, а следовательно случайная величина Xt имеет в окрестности Γt
некоторое стационарное распределение с плотностью pt(x, ε).

Для малых шумов функция pt(x, ε) в окрестности цикла γ имеет экспо-
ненциальную гауссовскую асимптотику p∗t (x, ε)

pt(x, ε) ≈ p∗t (x, ε) = K exp

(
−(x− x̄(t))>W+(t)(x− x̄(t))

2ε2

)
с математическим ожиданием mt = x̄(t) и ковариационной матрицей covt =

D(t, ε) = ε2W (t). Здесь знак "+"означает псевдообращение.
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Это распределение, сконцентрированное в плоскости Πt является сингу-
лярным: rankD(t, ε) 6 n − 1. Для невырожденных шумов (det σ(x)|γ 6= 0)

выполняется rankD(t, ε) = n− 1.
Ковариационная матрица D(t, ε) характеризует дисперсию точек пересе-

чения случайных траекторий с гиперплоскостью Πt.МатрицаW (t) =
1

ε2
D(t, ε)

играет роль функции стохастической чувствительности цикла. Свяжем матри-
цу W (t) с решениями некоторой линейной стохастической системы.

Для малых шумов, система первого приближения для (2.2.3) имеет вид

ż = F (t)z + εG(t)ẇ, G(t) = σ(x̄(t)). (2.2.4)

Чувствительность решений z системы (2.2.4) к шуму интенсивности ε харак-

теризуется переменной u =
1

ε
z, удовлетворяющей уравнению

u̇ = F (t)u + G(t)ẇ. (2.2.5)

Как будет показано ниже, динамика проекций P (t)u(t) этих решений связана
с системой

v̇ = F (t)v + P (t)G(t)ẇ. (2.2.6)

Аддитивные шумы в системе (2.2.6) являются проекциями шумов из системы
(2.2.5).

Ковариационная матрица U(t) = cov(u(t), u(t)) произвольного решения
u(t) системы (2.2.5) удовлетворяет уравнению

U̇ = F (t)U + UF>(t) + S(t), S(t) = G(t)G>(t). (2.2.7)

Для ковариационной матрицы V (t) = cov(v(t), v(t)) произвольного решения
v(t) системы (2.2.6) можно выписать следующее уравнение

V̇ = FV + V F> + PSP. (2.2.8)

Справедлива следующая теорема [113].
Теорема 2.2. Пусть система (2.2.2) является P -устойчивой. Тогда урав-

нение (2.2.8) с условиями
V (t)r(t) ≡ 0 (2.2.9)

V (0) = V (T ) (2.2.10)

имеет на интервале [0,+∞) единственное решение – матрицу W (t).
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2.2.2. Стохастическая чувствительность циклов двумерных систем

В случае системы (2.2.1) на плоскости (n = 2) матрица W (t), задающая
стохастическую чувствительность цикла, и проекционная матрица P (t) имеют
ранг, равный единице, и представимы в виде [111]

W (t) = µ(t)P (t), P (t) = p(t)p>(t).

Здесь p(t) – нормированный вектор, ортогональный касательному вектору
f(x̄(t)), а следовательно, и циклу γ в точке x̄(t), а µ(t) > 0 – T -периодическая
скалярная функция, задающая разброс (дисперсию) пучка по нормали p(t) к
циклу.

Подставив в дифференциальное уравнение (2.2.8) матрицу W (t) =

µ(t)P (t) и умножив его на p>(t) слева и на p(t) справа, с учетом свойств про-
екционной матрицы

p>(t)P (t)p(t) ≡ 1, p>(t)Ṗ (t)p(t) ≡ 0,

получим для µ(t) краевую задачу

µ̇ = a(t)µ+ b(t), µ(0) = µ(T ) (2.2.11)

с T -периодическими коэффициентами

a(t) = p>(t)(F>(t) + F (t))p(t), b(t) = p>(t)S(t)p(t).

Общее решение этой краевой задачи имеет вид

µ(t) = g(t) (c+ h(t)) ,

где

g(t) = exp

 t∫
0

a(s)ds

 , h(t) =

t∫
0

b(s)

g(s)
ds, c =

g(T )h(T )

1− g(T )
.

В анализе влияния случайных возмущений на стохастическую динамику
системы около предельного цикла важную роль играет величина

M = max
[0,T ]

µ(t).

Величину M будем называть коэффициентом чувствительности цикла γ к
случайным возмущениям. В то время как функция µ(t) дает детальное описа-
ние стохастической чувствительности вдоль цикла, коэффициент M является
удобной характеристикой цикла в целом.
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Отметим, что функция µ(t) позволяет построить доверительную поло-
су вокруг детерминированного цикла. Для прямой Πt, ортогональной циклу
в точке x̄(t), границы x1,2(t) доверительной полосы могут быть записаны в
точной параметрической форме:

x1,2(t) = x̄(t)± ε
√

2µ(t) erf−1(P )p(t), (2.2.12)

где erf(x) = 2√
π

x∫
0

e−t
2

dt, а P – доверительная вероятность.

2.2.3. Стохастическая чувствительность циклов трехмерных систем

В трехмерном случае (n = 3) для построения решения V (t) уравнения
(2.2.8), где V (t) – симметрическая неотрицательно определенная 3×3-матрица,
будем использовать следующее сингулярное разложение [113]:

V (t) = λ1(t)v1(t)v
>
1 (t) + λ2(t)v2(t)v

>
2 (t) + λ3(t)v3(t)v

>
3 (t).

Здесь λ1(t) > λ2(t) > λ3(t) – собственные значения, а v1(t), v2(t), v3(t) – соб-
ственные векторы матрицы V (t).

Из условия (2.2.9) следует, что при любом t матрица V (t) является
вырожденной – распределение точек пересечения сосредоточено в плоско-
сти Πt. Это означает, что λ3(t) ≡ 0 и соответствующий собственный вектор
v3(t) = r(t)/‖r(t)‖ является касательным к циклу. Вследствие этого разложе-
ние матрицы V (t) имеет вид

V (t) = λ1(t)v1(t)v
>
1 (t) + λ2(t)v2(t)v

>
2 (t). (2.2.13)

Здесь V (t) задается скалярными функциями λ1(t), λ2(t) и векторами v1(t),
v2(t). В случае невырожденных шумов функции λ1(t), λ2(t) строго положи-
тельны и определяют при любом t дисперсию случайных траекторий цикла
вдоль векторов v1(t), v2(t). Значения λ1(t), λ2(t) задают размер, а v1(t), v2(t)

задают направление осей эллипса рассеивания точек пересечения случайных
траекторий с плоскостью Πt. Уравнение этого эллипса в плоскости Πt имеет
вид

(x− x̄(t))>W+(t)(x− x̄(t)) = 2ε2k,

где k задает доверительную вероятность P = 1 − e−k. Набор этих довери-
тельных эллипсов вдоль детерминированного трехмерного цикла формирует
доверительный тор [276].
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Обозначим через u1(t), u2(t) некоторый ортонормированный базис
плоскости Πt. Этот базис может быть легко найден по известному T -
периодическому решению x̄(t) (см. ниже замечание 2.4). Собственные векторы
v1(t), v2(t) могут быть получены вращением базиса u1(t), u2(t) на некоторый
угол ϕ(t):

v1(t) = u1(t) cosϕ(t) + u2(t) sinϕ(t),

v2(t) = −u1(t) sinϕ(t) + u2(t) cosϕ(t).
(2.2.14)

В результате разложение (2.2.13), (2.2.14) позволяет выразить неизвест-
ное решение системы (2.2.8)–(2.2.10) через три скалярные функции λ1(t),

λ2(t), ϕ(t).

Справедлива следующая теорема [113].
Теорема 2.3. Матрица V (t) является решением системы (2.2.8), (2.2.10)

тогда и только тогда, когда скалярные функции λ1(t), λ2(t), ϕ(t) разложения
(2.2.13), (2.2.14) удовлетворяют системе

λ̇1 = λ1v
>
1 [F + F>]v1 + v>1 Sv1

λ̇2 = λ2v
>
2 [F + F>]v2 + v>2 Sv2

(λ1 − λ2)ϕ̇ = λ2v
>
1 Fv2 + λ1v

>
1 F
>v2 + v>1 Sv2 − (λ1 − λ2)u̇

>
1 u2.

(2.2.15)

Как видим, построение решения системы (2.2.8), (2.2.10) на основе син-
гулярного разложения (2.2.13), (2.2.14) сводится к решению системы (2.2.15)
для трех скалярных функций. Матрица W (t) (искомая функция стохастиче-
ской чувствительности цикла) решения системы (2.2.8)–(2.2.10) может быть
получена из V (t) с помощью следующего предельного перехода.

Обозначим

P1(t) = v1(t) · v>1 (t), P2(t) = v2(t) · v>2 (t),

где vi(t) – векторные функции из (2.2.14). Отметим, что Pi(t) (i = 1, 2) явля-
ются проекционными матрицами:

Pivi = vi, Pivj = 0 (i 6= j), P = P1 + P2.

Перепишем разложение (2.2.13) в виде

V (t) = λ1(t) · P1(t) + λ2(t) · P2(t).

Справедлива следующая теорема [113].
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Теорема 2.4. Пусть матрица W (t) является решением системы (2.2.8)–
(2.2.10). Пусть λ1(t), λ2(t), ϕ(t) – произвольное решение системы (2.2.15) на
интервале [0,+∞). Тогда матрица V (t) = λ1(t) · P1(t) + λ2(t) · P2(t) сходится
к матрице W (t) при t→ +∞ :

lim
t→+∞

(V (t)−W (t)) = 0. (2.2.16)

Замечание 2.4. Для вычисления правых частей системы (2.2.15) необходимо
знать векторные функции u1(t), u2(t) и производную u̇1(t).

Предлагается следующий метод их расчета. Перепишем исходную детер-
минированную систему (2.2.1) и ее T -периодическое решение x = x̄(t) покоор-
динатно:

ẋ1 = f1(x1, x2, x3), ẋ2 = f2(x1, x2, x3), ẋ3 = f3(x1, x2, x3),

x̄(t) = (x̄1(t), x̄2(t), x̄3(t))
>.

Касательный вектор r(t) = (f1(t), f2(t), f3(t))
> к циклу в точке x̄(t) имеет

координаты fi(t) = fi(x̄(t)), i = 1, 2, 3. Ортонормированный базис u1(t), u2(t)

векторов плоскости Πt может быть выбран в форме

u1 = g1 ·


−f2

f1

0

 , u2 = g2 ·


−f1f3

−f2f3

f 2
1 + f 2

2

 ,

где

g1 =
(
f 2

1 + f 2
2

)− 1
2 , g2 =

(
f 2

3

(
f 2

1 + f 2
2

)
+
(
f 2

1 + f 2
2

)2
)− 1

2

.

В результате такого выбора производная u̇1 может быть найдена по формуле

u̇1 = ġ1 ·


−f2

f1

0

+ g1 ·


−∂f2

∂x1
−∂f2

∂x2
−∂f2

∂x3

∂f1

∂x1

∂f1

∂x2

∂f1

∂x3

0 0 0

 ·

f1

f2

f3

 ,

где

ġ1 = −
(
f 2

1 + f 2
2

)− 3
2 ·
(
f1 ·

(
∂f1

∂x1
f1 +

∂f1

∂x2
f2 +

∂f1

∂x3
f3

)
+

+f2 ·
(
∂f2

∂x1
f1 +

∂f2

∂x2
f2 +

∂f2

∂x3
f3

))
.
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Представленная здесь техника анализа стохастической чувствительности цик-
лов трехмерных систем была использована в исследовании стохастических
эффектов в моделях Лоренца, Ресслера, Чена и опубликована в работах
[113,188,193,199,276–278] автора диссертации.

2.2.4. Стохастическая чувствительность циклов в периодических
системах

Для исследования детерминированных систем с периодическими коэф-
фициентами активно используются различные подходы, основанные на тео-
рии возмущений и усреднений, методе точечных отображений [130, 131]. Для
линейных дифференциальных уравнений с периодическими коэффициентами
разработана фундаментальная математическая теория [132].

Взаимодействие нелинейности, периодичности и стохастичности может
привести к различным неожиданным динамическим явлениям [133–135]. Здесь
классическим примером является стохастический резонанс [49,50,136].

Конструктивная роль шума в периодических системах привлекает вни-
мание многих исследователей (см., например, [30, 33, 100, 137–144]). Здесь, как
правило, рабочим инструментом является прямое численное моделирование.

Распространение метода стохастической чувствительности на анализ
нелинейных систем с периодическими и случайными возмущениями являет-
ся важным направлением развития теории и составляет содержание данного
раздела.

Рассмотрим общую нелинейную неавтономную систему

ẋ = f(t, x) + εσ(t, x)ẇ(t), (2.2.17)

где x – n-вектор состояния, f(t, x) – n-мерная функция, w(t) –m-мерный стан-
дартный винеровский процесс с параметрами E(w(t) − w(s)) = 0, E(w(t) −
w(s))(w(t) − w(s))> = δ(t − s)I (I – единичная m × m-матрица), σ(t, x) –
n × m-матричная функция, ε – скалярный параметр интенсивности случай-
ного возмущения. Предполагается, что функции f(t, x) и σ(t, x) являются T -
периодическими: f(t+ T, x) = f(t, x), σ(t+ T, x) = σ(t, x).

Пусть x̄(t) – экспоненциально устойчивое T -периодическое решение де-
терминированной системы (2.2.17) (ε = 0) с начальным условием x̄(t0) = x̄0.

Рассмотрим поведение решений xε(t) стохастической системы (2.2.17) с
начальным условием xε(t0) = x̄0 + εz0 при малом ε. Для асимптотики

z(t) = lim
ε→0

xε(t)− x̄(t)

ε
,
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можно записать следующее линейное стохастическое уравнение:

ż = F (t)z + S(t)ξ(t), (2.2.18)

где

F (t) =
∂f

∂x
(t, x̄(t)), S(t) = σ(t, x̄(t))

являются T -периодическими матричными функциями.
Первые два момента z̄(t) = Ez(t), Z(t) = Ez(t)z>(t) решений z(t) урав-

нения (2.2.18) удовлетворяют системе

˙̄z = F (t)z̄,

Ż = F (t)Z + ZF>(t) + S(t)S>(t).
(2.2.19)

Благодаря устойчивости x̄(t), система (2.2.19) имеет экспоненциально устой-
чивое решение

z̄ ≡ 0, Z = W (t),

где матрица W (t) является T -периодической. Эта матрица W (t) определяет
асимптотику дисперсии установившегося распределения решений xε(t) около
детерминированного решения x̄(t):

cov (xε(t), xε(t)) ≈ ε2W (t).

Матрица стохастической чувствительности W (t) является единственным T -
периодическим решением краевой задачи:

Ẇ = F (t)W +WF>(t) + S(t)S>(t), (2.2.20)

W (t0) = W (t0 + T ). (2.2.21)

Решение этой задачи строится следующим образом.
Рассмотрим фундаментальную матрицу Φ(t, t0) решений системы

Φ̇ = F (t)Φ, Φ(t0, t0) = I.

Тогда общее решение неоднородного уравнения (2.2.20) может быть записано
как

W (t) = Φ(t, t0)

C +

t∫
t0

Ψ(τ, t0)dτ

Φ>(t, t0), (2.2.22)

где
Ψ(τ, t0) = Φ−1(τ, t0)S(τ)S>(τ)

(
Φ−1(τ, t0)

)>
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и C – произвольная постоянная n×n-матрица. Подставляя это общее решение
в краевое условие (2.2.21), получаем уравнение для C:

C = Φ(t0 + T, t0)

C +

t0+T∫
t0

Ψ(τ, t0)dτ

Φ>(t0 + T, t0). (2.2.23)

Рассмотрим оператор F[C] = Φ(t0 + T, t0)CΦ>(t0 + T, t0) и матрицу Q =∫ t0+T

t0
Ψ(τ, t0)dτ. Тогда уравнение (2.2.23) может быть переписано в простой

форме:
C − F[C] = F[Q]. (2.2.24)

Отметим, что F является оператором монодромии для соответствующего од-
нородного уравнения

Ż = F (t)Z + ZF>(t).

Благодаря экспоненциальной устойчивости T -периодического решения x̄(t),
спектральный радиус ρ(F) оператора F удовлетворяет неравенству ρ(F) < 1.
Следовательно, уравнение (2.2.24) имеет единственное решение

C = (I− F)−1F[Q]. (2.2.25)

Таким образом, формулы (2.2.22) and (2.2.25) дают единственное решение W
краевой задачи (2.2.20), (2.2.21).

Одномерный случай
В одномерном случае (n = m = 1) стохастическая чувствительность

периодического решения x̄(t) задается скалярной функцией µ(t) и решение
задачи (2.2.20), (2.2.21) можно записать как

µ̇ = b(t)µ+ q(t), µ(t0) = µ(t0 + T ), (2.2.26)

где
b(t) = 2f ′x(t, x̄(t)), q(t) = σ2(t, x̄(t)).

Благодаря устойчивости x̄(t), выполняется неравенство
t∫

t0

b(τ)dτ < 0

и краевая задача (2.2.26) имеет единственное решение

µ(t) = ϕ(t)

C +

t∫
t0

q(τ)

ϕ(τ)
dτ

 ,
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где

ϕ(t) = exp

 t∫
t0

b(τ)dτ

 , C =
ϕ(t0 + T )

1− ϕ(t0 + T )

t0+T∫
t0

q(τ)

ϕ(τ)
dτ.

Стохастическая чувствительность решения x̄(t) в целом может быть описана
коэффициентом

M = max
[t0,t0+T ]

µ(t). (2.2.27)

С помощью значения µ(t) стохастической чувствительности в точке x̄(t) можно
построить доверительный интервал вокруг этой точки. Границы x̃1,2(t) этого
доверительного интервала записываются в явной параметрической форме

x̃1,2(t) = x̄(t)± ε
√

2µ(t) erf−1(P ).

Здесь P – доверительная вероятность, erf(x) = 2√
π

x∫
0

e−t
2

dt.

Множество доверительных интервалов (x̃1(t), x̃2(t)), t0 ≤ t ≤ t0 + T

формирует доверительную полосу вокруг детерминированного решения x̄(t).

Пример
Рассмотрим одномерное уравнение с кубической нелинейностью

ẋ = 1 + a cos(ωt)− x3 + εẇ. (2.2.28)

Здесь a и ω – амплитуда и частота периодического возмущения, ε – интенсив-
ность случайного возмущения. В отсутствие периодических и случайных воз-
мущений уравнение (2.2.28) имеет единственное устойчивое равновесие x̄ = 1.

Рис. 2.2.1 – Циклы модели (2.2.28) для ω = 1, ε = 0.

Под действием периодических возмущений в детерминированной моде-
ли формируются периодические решения. Примеры соответствующих цик-
лов в расширенном пространстве (c, x) показаны на рис. 2.2.1. Здесь c(t) =
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1+a cos(ωt), а x(t) – решение системы (2.2.28). Как видим, увеличение ампли-
туды a периодического возмущения влечет за собой увеличение амплитуды
вынужденных колебаний.

а) б)

Рис. 2.2.2 – Стохастическая чувствительность циклов модели (2.2.28): а) графики µ(t) при
ω = 1; б) графики M(a).

Под действием дополнительных случайных возмущений вокруг таких
циклов формируются пучки случайных траекторий. Для изучения разброса
этих траекторий воспользуемся техникой функции стохастической чувстви-
тельности. Для этой модели параметры уравнения (2.2.26) имеют вид

b(t) = −6x̄2(t), q(t) = 1,

где x̄(t) – периодическое решение уравнения (2.2.28) при ε = 0. Зависимость
стохастической чувствительности от параметров представлена на рис. 2.2.2.
На рис. 2.2.2а показаны графики функции µ(t) при фиксированном ω = 1,
приведенные к периоду 2π. Как видим, стохастическая чувствительность су-
щественно меняется вдоль цикла.

На рис. 2.2.2б показаны графики коэффициента стохастической чувстви-
тельности M(a) для двух значений частоты ω. Как видим, эта функция при
некоторых значениях амплитуд имеет ярко выраженные пики. Таким образом,
функция стохастической чувствительности позволяет исследовать параметри-
чески такого сорта резонансные явления.

На рис. 2.2.3 при a = 2, ω = 1, ε = 0.1 показаны результаты исполь-
зования функции µ(t) для описания разброса случайных траекторий вокруг
детерминированного цикла. Здесь пунктиром показаны границы доверитель-
ных интервалов

x̃1,2(t) = x̄(t)± 2ε
√
µ(t),
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Рис. 2.2.3 – Стохастическая модель (2.2.28) с a = 2, ω = 1, ε = 0.1: случайные траектории
(серый цвет), детерминированный цикл (сплошная черная линия), границы доверительной

полосы (пунктир).

построенных по правилу двух сигм. Как видим, полученная полоса хорошо
отражает пространственные особенности распределения случайных траекто-
рий.

Результаты разделов 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3 носят обзорный характер и явля-
ются теоретической основой для решения новых задач в последующих гла-
вах. Результаты раздела 2.2.4, посвященного новому теоретическому направ-
лению исследований, связанному с анализом стохастической чувствительности
циклов, генерируемых периодическими возмущениями, опубликованы в рабо-
те [230] автора диссертации. В работе также показано, как эта теория может
быть эффективно использована в анализе механизмов вымирания в популяци-
онной системе с периодическими изменениями размера экологической ниши.
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Глава 3. Стохастические переходы и
бифуркации

В нелинейных динамических системах случайные возмущения могут
приводить к появлению новых разнообразных стохастических режимов. Такие
режимы могут формироваться как в результате индуцированных шумом пере-
ходов между сосуществующими аттракторами, так и отдельными фрагмента-
ми одного аттрактора. Сильная нелинейность системы может стать причиной
стохастической генерации новых аттракторов. Цель данной главы – показать,
как этот круг явлений может быть исследован с помощью методов, представ-
ленных в главе 1 и главе 2. В каждом из разделов данной главы стохастический
феномен обсуждается и исследуется на базе соответствующих репрезентатив-
ных моделей.

3.1. Стохастические переходы между аттракторами

Известно, что нелинейность может стать причиной мультистабильности.
Исследование динамического поведения мультистабильных систем предпола-
гает описание сосуществующих аттракторов, их бассейнов притяжения и раз-
деляющих их сепаратрис. В детерминированных системах траектория не мо-
жет выходить из бассейна притяжения, а под действием случайных возму-
щений возможны переходы стохастической траектории в бассейн притяжения
другого аттрактора. Такие индуцированные шумами переходы формируют но-
вые динамические режимы, не имеющие аналогов в исходных детерминирован-
ных моделях. В данном разделе показано, как техника функции стохастиче-
ской чувствительности и метод доверительных областей применяется к ана-
лизу переходов между равновесиями, предельными циклами и хаотическими
аттракторами мультистабильных систем.
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3.1.1. Стохастические переходы между равновесиями

Механизмы индуцированных шумом переходов между сосуществующи-
ми равновесиями продемонстрируем на примере модели с кубической нели-
нейностью, взятой из работы [210], посвященной изучению динамики климата.
Эта модель, описывающая динамическую связь широты границы ледяного по-
крова x и температуры океана y, задается системой

ẋ = y − x
ẏ = −0.5x+ 1.5y − x2y + εẇ.

(3.1.1)

Здесь w(t) – стандартный винеровский процесс.

Рис. 3.1.1 – Система (3.1.1): фазовые траектории и доверительные эллипсы для ε = 0.1 и
ε = 0.2.

В отсутствие возмущений (ε = 0) система (3.1.1) имеет три равновесия:
M0(0, 0), M1(1, 1) и M2(−1,−1). Равновесие M0 – неустойчиво (седло), рав-
новесия M1 и M2 – устойчивы (фокусы). На рис. 3.1.1 сплошными линиями
представлены характерные фазовые траектории детерминированной системы.
Здесь красным и зеленым цветом показаны устойчивое и неустойчивое мно-
гообразия седла M0. Устойчивое многообразие является сепаратрисой – оно
разделяет бассейны притяжения устойчивых равновесий M1 и M2.

Рассмотрим решения системы (3.1.1), выходящие из начальной точки
M1. Под действием случайных возмущений траектория покидает M1, и при
малом шуме осциллирует вокруг этой точки, оставаясь в ее бассейне притяже-
ния (см. фазовые траектории и временные ряды, показанные черным цветом
на рис. 3.1.2 при ε = 0.1). При увеличении интенсивности шума отклонения
случайных решений от равновесия увеличивается, их траектории пересекают
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сепаратрису и попадают в бассейн притяжения уже равновесияM2. Затем, по-
сле перехода в окрестность M2, решения переходят в фазу осцилляций вблизи
M2. Далее сценарий повторяется, и траектория, пересекая сепаратрису, пере-
ходит от M2 к M1. В итоге, наряду с малоамплитудными стохастическими ос-
цилляциями вокруг устойчивых равновесий наблюдаются большеамплитудные
осцилляции, вызванные переходами между ними (см. рис. 3.1.2 для ε = 0.2).

Рис. 3.1.2 – Система (3.1.1): детерминированные фазовые траектории и временные ряды
при ε = 0.1 (черный) и ε = 0.2 (серый).

Для параметрического исследования этого стохастического феномена бу-
дем использовать технику функции стохастической чувствительности равно-
весий (п. 2.1.2) и метод доверительных эллипсов (п. 1.1.3).

Параметры уравнения (2.1.15), задающего матрицу стохастической чув-
ствительности W для равновесия M1 системы (3.1.1), имеют вид:

F =

[
−1 1

−2.5 0.5

]
S0 =

[
0 0

0 1

]
.

Из (2.1.15) находим матрицу стохастической чувствительности

W =

[
0.5 0.5

0.5 1.5

]
,

ее собственные числа λ1,2 = 1±
√

0.5 и нормированные собственные векторы

v1 =

[
0.383

0.924

]
v2 =

[
0.924

−0.383

]
.

Следуя (1.1.22), по этим данным можно найти параметры доверительных эл-
липсов, отвечающих разным значениям интенсивности шума ε. На рис. 3.1.1
пунктиром показаны доверительные эллипсы для ε = 0.1 (малый) и ε = 0.2
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(большой) и доверительной вероятности P = 0.999. Как видим, малый эл-
липс целиком лежит в бассейне притяжения равновесия M1. Большой эллипс
пересекает сепаратрису (красную линию) и захватывает точки бассейна притя-
женияM2. Анализируя такое расположение эллипсов, можно сделать прогноз,
что при ε = 0.1 стохастическая система должна демонстрировать малоампли-
тудные осцилляции вблизи M1, а при ε = 0.2 должны наблюдаться индуци-
рованные шумом переходы между бассейнами притяжения обоих равновесий.
Как видим, результаты прямого численного моделирования, представленные
на рис. 3.1.2, хорошо согласуются с этим прогнозом.

3.1.2. Стохастические переходы между равновесием и циклом

Рассмотрим модель Ван-дер-Поля с жестким возбуждением

ẋ = y

ẏ = −x+ (a+ bx2 − x4)y + εẇ.
(3.1.2)

Здесь w(t) – стандартный винеровский процесс.
Для этой модели интервал −b2/8 < a < 0 является параметрической

зоной сосуществования двух аттракторов – устойчивого равновесия x̄ = 0,

ȳ = 0 и предельного цикла. Бассейны притяжения этих аттракторов разделены
неустойчивым предельным циклом. Зафиксируем b = 1, и тогда a∗ = −0.125

является бифуркационным значением, отвечающим жесткому рождению пре-
дельного цикла. Рассмотрим теперь, как вариация параметра a меняет стоха-
стическую чувствительность аттракторов и сценарии индуцированных шумом
переходов между ними.

Положим сначала a = −0.12 и для двух значений интенсивности шумы
ε = 0.01, ε = 0.05 рассмотрим стохастические траектории, стартующие с пре-
дельного цикла. На рис. 3.1.3а показаны временные ряды таких решений для
ε = 0.01 (зеленый цвет) и для ε = 0.05 (синий цвет).

При малом значении интенсивности шума траектории демонстрируют
малоамплитудные стохастические колебания вокруг детерминированного цик-
ла, а при большем шуме – случайная траектория попадает в бассейн притяже-
ния устойчивого равновесия и продолжает совершать колебания уже вблизи
этого аттрактора. На рис. 3.1.3б, для тех же значений интенсивности шума по-
казаны временные ряды решений стохастической системы с начальным значе-
нием в устойчивом равновесии. Как видим, индуцированных шумом переходов
"равновесие–цикл"здесь не происходит.

Такой сценарий поведения системы может быть предсказан с помощью
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Рис. 3.1.3 – Временные ряды решений системы (3.1.2) с a = −0.12, b = 1: а) стартующие с
цикла, б) стартующие с равновесия для ε = 0.01 (зеленый цвет), ε = 0.05 (синий цвет).

анализа взаимного расположения доверительных областей и сепаратрисы, раз-
деляющей бассейны притяжения аттракторов. Такая сепаратриса – неустойчи-
вый предельный цикл – показана красной сплошной линией на рис.3.1.4. Здесь
же показаны аттракторы системы: устойчивое равновесие – черным кружком,
устойчивый цикл – черной сплошной линией. Также на рис.3.1.4 изображены

Рис. 3.1.4 – Система (3.1.2) с a = −0.12, b = 1: устойчивый цикл (черная сплошная линия),
неустойчивый цикл (красная сплошная), доверительные эллипсы для ε = 0.01 (зеленая
сплошная) и ε = 0.05 (синяя сплошная); доверительные полосы для ε = 0.01 (зеленый

пунктир) и ε = 0.05 (синий пунктир).

доверительные эллипсы (сплошная линия) вокруг равновесия и границы до-
верительной полосы (пунктир) вокруг цикла для ε = 0.01 зеленым цветом и
для ε = 0.05 синим цветом.

Как видим, при ε = 0.01 доверительная полоса целиком содержится
внутри бассейна притяжения предельного цикла, а значит, случайные траек-
тории располагаются вблизи цикла. При ε = 0.05 внутренняя граница довери-
тельной полосы лежит внутри неустойчивого цикла. Это означает, что дове-
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рительная полоса содержит точки плоскости, принадлежащие бассейну притя-
жения устойчивого равновесия. Случайная траектория, попав в бассейн при-
тяжения равновесия, приближается к нему и продолжает осциллировать вбли-
зи него. Таким образом происходят индуцированные шумом переходы "цикл–
равновесие". Заметим, что оба доверительных эллипса целиком содержатся в
бассейне притяжения равновесия, а значит, индуцированные шумом переходы
"равновесие–цикл"не происходят.

Положим теперь a = −0.05 и для тех же двух значений ε = 0.01, ε =

0.05 интенсивности шума рассмотрим стохастические траектории, стартующие
с равновесия. На рис. 3.1.5а показаны временные ряды таких решений для
ε = 0.01 (зеленый цвет) и для ε = 0.05 (синий цвет).

Рис. 3.1.5 – Временные ряды решений системы (3.1.2) с a = −0.05, b = 1: а) стартующие с
равновесия при ε = 0.01 (зеленый цвет), ε = 0.05 (синий цвет), б) стартующие с цикла для

ε = 0.05.

При малом значении интенсивности шума траектории демонстрируют
малоамплитудные стохастические колебания вокруг начала координат, а при
большем шуме – случайная траектория попадает в бассейн притяжения устой-
чивого цикла и продолжает совершать колебания уже вблизи этого аттракто-
ра. Стохастические траектории с начальным значением на устойчивом цикле
при обоих значениях интенсивности шума траектории совершают осцилляции
вблизи орбиты предельного цикла. На рис. 3.1.5б для ε = 0.05 показан вре-
менной ряд решения стохастической системы.

Такой сценарий поведения системы тоже может быть объяснен с помо-
щью анализа взаимного расположения доверительных областей и сепаратри-
сы. На рис.3.1.6 изображены доверительные эллипсы (сплошная линия) во-
круг равновесия и границы доверительной полосы (пунктир) вокруг цикла для
ε = 0.01 зеленым цветом и для ε = 0.05 синим цветом.

Как видим, при ε = 0.01 доверительный эллипс целиком содержится
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Рис. 3.1.6 – Система (3.1.2) с a = −0.05, b = 1: устойчивый цикл (черная сплошная линия),
неустойчивый цикл (красная сплошная), доверительные эллипсы для ε = 0.01 (зеленая
сплошная) и ε = 0.05 (синяя сплошная); доверительные полосы для ε = 0.01 (зеленый

пунктир) и ε = 0.05 (синий пунктир).

Рис. 3.1.7 – Функция стохастической чувствительности циклов системы (3.1.2).

внутри бассейна притяжения равновесия, а значит, случайные траектории ос-
циллируют вблизи начала координат. С ростом интенсивности шума эллипс
расширяется, пересекает сепаратрису и захватывает точки бассейна притяже-
ния устойчивого цикла (см. доверительный эллипс при ε = 0.05, синий цвет).
Случайная траектория, попав в бассейн притяжения цикла, приближается к
нему и продолжает осциллировать вблизи него. Таким образом происходят
индуцированные шумом переходы "равновесие–цикл". Заметим, что здесь обе
доверительных полосы целиком содержатся в бассейне притяжения цикла, а
значит, индуцированные шумом переходы "цикл–равновесие"не происходят.

При построении доверительных областей были использованы значения
функции стохастической чувствительности. Так, при построении доверитель-
ных эллипсов была найдена матрица стохастической чувствительности, вычис-
лены ее собственные значения λ1, λ2 и собственные векторы. Сравним λ1, λ2
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Рис. 3.1.8 – Система (3.1.2) с a = −0.1, b = 1 и ε = 0.12: а) временной ряд для ε = 0.12, б)
доверительные области, аттракторы и сепаратриса.

для рассмотренных выше значений параметра. Для a = −0.12 эти значения
λ1 = λ2 = 4.17, а для a = −0.05 собственные числа λ1 = λ2 = 10. Как видим,
во втором случае равновесие более чувствительно к шуму, чем в первом.

Графики функции стохастической чувствительности цикла для a =

−0.12 и a = −0.05, использованные при построении доверительных полос,
изображены на рис.3.1.7. Коэффициент стохастической чувствительности для
a = −0.12 равен M = 5.61, а для a = −0.05 равен M = 1.85. Это озна-
чает, что в первом случае цикл более чувствителен к шуму, чем во втором.
Отметим, что с ростом интенсивности шума в системе могут происходит ин-
дуцированные шумом переходы в обоих направлениях. Тогда временные ряды
демонстрируют колебания смешанных амплитуд, когда малоамплитудные ко-
лебания вокруг равновесия перемежаются с большеамплитудными колебания-
ми вблизи цикла. На рис.3.1.8а для a = −0.1 и ε = 0.12 показан временной ряд
решения, стартующего с равновесия, а на рис.3.1.8б – соответствующие дове-
рительные области, аттракторы и сепаратриса. Как видим на рис.3.1.8б, обе
доверительные области – эллипс и полоса – пересекаются и содержат точки
бассейнов притяжения обоих аттракторов. Такое расположение сигнализирует
о взаимных стохастических переходах между равновесием и циклом.

3.1.3. Стохастические переходы между равновесием и хаотическим
аттрактором

Рассмотрим стохастическую дискретную модель с кубической нелиней-
ностью

xt+1 = µx2
t (1− xt) + εξt, (3.1.3)
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Рис. 3.1.9 – Бифуркационная диаграмма детерминированной системы (3.1.3).

где ξt – некоррелированный случайный процесс с параметрами Eξt = 0, Eξ2
t =

1, ε – интенсивность шума.
В детерминированном случае эта система демонстрирует большое раз-

нообразие аттракторов в зоне бистабильности. Эта модель имеет устойчивое
равновесие x̄ = 0. При µ = 4 происходит седло-узловая бифуркация с рожде-
нием неустойчивого равновесия x̄1 и устойчивого равновесия x̄2. На интервале
4 < µ < 6.75 наблюдается классический каскад Фейгенбаума с регулярными
и хаотическими аттракторами (см. рис. 3.1.9). Равновесия x̄1, x̄2 вычисляются
по явной формуле

x̄1,2 =
1

2

(
1∓

√
1− 4

µ

)
.

Верхние аттракторы отделяются от нижнего устойчивого равновесия x̄ = 0

неустойчивым равновесием x̄1(µ) (красная пунктирная линия), играющим
роль сепаратрисы. При µ = 6.75 хаотический аттрактор касается неустойчиво-
го равновесия x̄1, происходит бифуркация граничного кризиса и хаотический
аттрактор исчезает.

Проведем анализ индуцированных шумом переходов между равновесием
x̄ и хаотическим аттрактором A для фиксированного µ = 6.5.

На рис. 3.1.10 приведены итерации решений детерминированной систе-
мы для начальных значений, выбранных вблизи неустойчивого равновесия
x̄1 = 0.1899.Отметим, что x̄2 = 0.8101.Неустойчивые равновесия показаны пу-
стыми кружками на рис. 3.1.10а и пунктирами на рис. 3.1.10б. При µ = 6.5 хао-
тический аттрактор A имеет границы a = inf A = 0.2232, b = supA = 0.9629.

Рассмотрим сначала поведение решений стохастической системы (3.1.3),
стартующих с хаотического аттрактора A. При малом шуме решения не вы-
ходят из бассейна притяжения аттрактора A (см. рис. 3.1.11а для ε = 0.001).
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Рис. 3.1.10 – Итерации детерминированной системы (3.1.3) при µ = 6.5.

При увеличении интенсивности шума разброс случайных состояний увеличи-
вается, решения пересекают сепаратрису x̄1, и, попадая в бассейн притяжения
равновесия x̄, продолжают осциллировать уже вблизи x̄ (см. рис. 3.1.11б для
ε = 0.005). При таком переходе большеамплитудные осцилляции вокруг хао-
тического аттрактора трансформируются в малоамплитудные вокруг регуляр-
ного.

Рис. 3.1.11 – Временные ряды стохастической системы (3.1.3) при µ = 6.5 и а) ε = 0.001, б)
ε = 0.005.

Рассмотрим теперь решения стохастической системы (3.1.3), стартующие
с устойчивого равновесия x̄ = 0. При малом шуме осцилляции не выходят из
бассейна притяжения x̄, а с ростом шума пересекают сепаратрису x̄1, попада-
ют в бассейн притяжения хаотического аттрактора A и продолжают осцил-
лировать уже вблизи A (см. рис. 3.1.12). Отметим, что такая трансформация
малоамплитудных осцилляций в колебания больших амплитуд происходит при
гораздо большем шуме.

Детальная зависимость распределения случайных состояний системы
(3.1.3) от интенсивности шума представлена на рис. 3.1.13. Здесь серым цветом
показаны случайные состояния x1001, . . . , x1200 системы (3.1.3), стартующие с
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хаотического аттрактора (рис. 3.1.13а) или с равновесия x̄ = 0 (рис. 3.1.13б).
Неустойчивое равновесие x̄1 изображено пунктиром.

Следуя теории из п. 1.1.2, 1.1.3 и 1.4.1, находим стохастическую чувстви-
тельность M равновесия x̄ и ближайшей к нему граничной точки a хаотиче-
ского аттрактора A:

M(x̄) = 1, M(a) = 31.96.

Как видим, стохастическая чувствительность хаотического аттрактора во мно-
го раз больше чувствительности равновесия.

Рис. 3.1.12 – Временные ряды стохастической системы (3.1.3) при µ = 6.5 и а) ε = 0.03, б)
ε = 0.1.

Далее, следуя правилу трех сигм, по этим значениям стохастической чув-
ствительности находим верхнюю границу x̃(ε) доверительного интервала для
x̄ (черный пунктир на рис. 3.1.13) и нижнюю границу x̃A(ε) доверительного
интервала для a (синий штрихпунктир на рис. 3.1.13):

x̃(ε) = 3
√
M(x̄)ε = 3ε, x̃A(ε) = 3

√
M(a)ε = 95.88ε.

Точка пересечения границы доверительной области с сепаратрисой позволяет
локализовать зону значений интенсивности шума ε, при которых начинается
переход с одного аттрактора на другой. Полученные оценки хорошо согласуют-
ся с результатами прямого численного моделирования случайных состояний:
переход "хаотический аттрактор→ равновесие" происходит в зоне ε ≈ 0.002, а
переход "равновесие → хаотический аттрактор" наблюдается в зоне ε ≈ 0.06.

Наряду с представленными здесь пространственными сдвигами разбро-
сов случайных состояний системы (3.1.3) рассмотрим вызванные шумом изме-
нения значений показателя Ляпунова Λ(ε). Ляпуновский показатель является
одной из наиболее важных характеристик, отражающих внутреннюю дина-
мику отображений. В частности, изменение его знака с минуса на плюс ис-
пользуется как критерий перехода системы от порядка к хаосу. Такой переход
называют стохастической D-бифуркацией.
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Рис. 3.1.13 – Случайные состояния системы (3.1.3) при µ = 6.5: а) стартующие с
хаотического аттрактора, б) стартующие с равновесия x̄ = 0.

Рис. 3.1.14 – Показатель Ляпунова для решений системы (3.1.3) при µ = 6.5, стартующих
с хаотического аттрактора (пунктир) и стартующих с равновесия x̄ = 0 (сплошная).

На рис. 3.1.14 представлены графики показателя Ляпунова, вычислен-
ных на решениях системы (3.1.3) при µ = 6.5, стартующих с хаотического
аттрактора (пунктир) и с равновесия x̄ = 0 (сплошная линия). Как видим,
при малых шумах знак Λ(ε) совпадает со знаком Λ(0) – показателя Ляпунова
исходного детерминированного аттрактора. В критической зоне ε ≈ 0.002, где
случайные траектории уходят от детерминированного хаотического аттракто-
ра A в бассейн притяжения равновесия x̄, верхняя ветвь Λ(ε) резко убывает и
далее практически совпадает с нижней ветвью. Это сигнализирует о том, что в
системе произошло перемешивание, вследствие которого Λ перестает зависеть
от начального состояния системы. Смена знака Λ с плюса на минус означает
D-бифуркацию, при которой система переходит от хаоса к порядку.

При дальнейшем увеличении шума показатель Λ(ε) монотонно возрас-
тает и снова меняет знак уже с минуса на плюс. Это сигнализирует о новой
D-бифуркации перехода от порядка к хаосу.
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3.1.4. Стохастические переходы между циклами

В двумерных системах исследование индуцированных шумами перехо-
дов между сосуществующими циклами основывается на анализе взаимного
расположения доверительных полос вокруг этих циклов и сепаратрисы, раз-
деляющей их бассейны притяжения. Здесь, как и в рассмотренном в п. 3.1.2
случае, изучение стохастических переходов можно связать с выходом границы
соответствующей доверительной полосы из бассейна притяжения.

Для трехмерного случая, исследуем здесь более детально явление инду-
цированных шумом переходов между циклами на примере широко известной
модели Лоренца [279].

Рассмотрим систему Лоренца в присутствии случайных возмущений

ẋ = σ(−x+ y) + εẇ1 σ = 10, b = 8
3

ẏ = rx− y − xz + εẇ2

ż = −bz + xy + εẇ3.

(3.1.4)

Здесь w1, w2, w3 – независимые стандартные винеровские процессы, ε – ин-
тенсивность шума.

При r = 300 детерминированная система Лоренца имеет в качестве ат-
тракторов два сосуществующих предельных цикла. Эти циклы в проекциях на
координатные плоскости представлены на рис.3.1.15 сплошной и пунктирной
линиями, а в трехмерном пространстве – на рис.3.1.16а.

На рис.3.1.16б,в показаны случайные траектории системы (3.1.4), старту-
ющие с детерминированных циклов, при разных значениях интенсивности шу-
ма. При малом шуме (ε = 0.3) оба пучка случайных траекторий локализованы
вблизи исходных циклов и не пересекаются (см. рис.3.1.16б). При увеличении
шума разброс случайных траекторий увеличивается и начинаются переходы
между этими циклами. Результат такого перемешивания виден на рис.3.1.16в
для ε = 2. Для исследования процесса индуцированного шумом перемешива-
ния воспользуемся техникой функций стохастической чувствительности трех-
мерных циклов (см. п. 2.2.3).

Здесь матрица W (t) стохастической чувствительности точек цикла име-
ет собственные значения λ1(t) > λ2(t) > λ3(t) ≡ 0. Эти скалярные функции
эффективно находятся с помощью метода сингулярного разложения. Графики
λ1(t), λ2(t) циклов системы (3.1.4) с r = 300 изображены на рис.3.1.17. Как
видим, значения λ1 на порядок больше λ2. Это приводит к тому, что эллип-
сы, формирующие доверительный тор вокруг циклов, имеют значительный
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Рис. 3.1.15 – Предельные циклы детерминированной системы (3.1.4) при r = 300, ε = 0.

Рис. 3.1.16 – Траектории системы (3.1.4) для r = 300 при а) ε = 0, б) ε = 0.3, б) ε = 2.
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Рис. 3.1.17 – Стохастическая чувствительность циклов системы (3.1.4) для r = 300.

эксцентриситет.
Детали индуцированного шумом перехода от двух разделенных сосуще-

ствующих циклов к одному перемешанному представлены на рис.3.1.18. Здесь
звездочками изображены точки пересечения случайных траекторий с полу-
плоскостью Π = {x > 0, y = 0} для трех значений интенсивности шума. На-
ряду с этими результатами прямого численного моделирования здесь пока-
заны доверительные эллипсы, построенные с помощью собственных чисел и
собственных векторов матриц стохастической чувствительности.

Рис. 3.1.18 – Случайные состояния и доверительные эллипсы системы (3.1.4) в сечении Π

для r = 300 и а) ε = 0.3, б) ε = 1, в) ε = 2.
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При малом шуме (ε = 0.3) случайные состояния локализованы вблизи
соответствующих циклов, доверительные эллипсы малы и удалены друг от
друга (см. рис. 3.1.18а). С увеличением интенсивности шума (ε = 1) разброс
случайных состояний растет, что хорошо отражается эллипсами, которые
увеличиваются и приближаются друг к другу (см. рис. 3.1.18б). При дальней-
шем увеличении шума (ε = 2) эллипсы пересекаются и два раздельных пучка
случайных траекторий сливаются в один (см. рис. 3.1.18в). Таким образом,
размер и взаимное расположение эллипсов, найденных с помощью функции
стохастической чувствительности, позволяет описывать и эффективно про-
гнозировать основные особенности индуцированных шумом переходов между
трехмерными циклами.

В этом разделе был проведен детальный анализ индуцированных шу-
мом переходов между некоторыми характерными аттракторами нелинейных
динамических систем. Представленные здесь результаты опубликованы в ра-
ботах [188,210,211] автора диссертации.

Отметим, что описанная здесь методика, использующая функцию стоха-
стической чувствительности и метод доверительных областей, была успешно
применена к анализу стохастических переходов между аттракторами и других
типов [200,260,261,264].

3.2. Стохастические переходы между отдельными
частями аттрактора

В нелинейных динамических системах аттракторы могут иметь доста-
точно сложную пространственную структуру, состоять из нескольких частей.
Под действием случайных возмущений возможны индуцированные шумами
переходы между отдельными фрагментами аттракторов. Такие переходы мо-
гут быть причиной стохастических бифуркаций.

3.2.1. Обратные стохастические бифуркации в дискретных моделях

Обратные стохастические бифуркации в дискретных системах рассмот-
рим на примере известной модели Рулькова [280] нейронной активности. Сто-
хастический вариант этой модели задается уравнением

xt+1 =
α

1 + x2
t

+ γ + εξt. (3.2.1)

Случайные возмущения в параметре γ моделируются некоррелированным
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Рис. 3.2.1 – Состояния системы (3.2.1) для а) ε = 0, б) ε = 0.003, в) ε = 0.007, г) ε = 0.02.

гауссовским случайным процессом ξt с параметрами E(ξt) = 0, E(ξ2
t ) = 1,

ε – интенсивность шума. Положим α = 4.1.

Рис. 3.2.2 – Стохастическая чувствительность аттракторов системы (3.2.1): а) 2-циклов, б)
4-циклов.

На рис. 3.2.1а представлена бифуркационная диаграмма детерминиро-
ванной системы (3.2.1) с ε = 0. При случайных возмущениях решения систе-
мы (3.2.1) покидают детерминированные аттракторы и образуют вокруг них
стационарные вероятностные распределения. На рис. 3.2.1б,в,г изображены со-
стояния xt, (t = 1001, . . . , 1100) решений системы (3.2.1), стартующих с x0 = 0

для разных значений интенсивности шума. Здесь видно, что слабый шум лишь
слегка размывает тонкую структуру детерминированных аттракторов. По ме-
ре увеличения интенсивности шума дисперсия случайных состояний растет.
Наряду с количественными изменениями дисперсии увеличение шума вызы-
вает качественные преобразования вероятностных распределений.
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Для анализа разброса случайных состояний вокруг аттракторов будем
использовать аппроксимации, основанные на методе функций стохастической
чувствительности аттракторов дискретных систем (разделы 1.1, 1.2 диссерта-
ции). На рис. 3.2.2 показаны графики функций стохастической чувствитель-
ности для состояний 2-циклов (см. рис. 3.2.2а) и 4-циклов (см. рис. 3.2.2б)
модели Рулькова на интервалах структурной устойчивости. Как видно, стоха-
стическая чувствительность сильно меняется на краях этих интервалов. При-
ближаясь к точкам бифуркации, эти функции неограниченно возрастают.

Надо отметить, что разные точки цикла имеют различный отклик на
случайные возмущения. Детали этого отличия четко наблюдаются с помощью
функции плотности вероятности. На рис. 3.2.3 показаны графики плотности
распределения случайных состояний системы (3.2.1) при γ = −3.9 вокруг эле-
ментов x̄1 = 0.07725, x̄2 = 0.17568 невозмущенного детерминированного 2-
цикла для трех значений интенсивности шума: ε = 0.003 (красный), ε = 0.007

(зеленый) и ε = 0.02 (синий). Кривые на рис. 3.2.3а были получены методом
прямого численного моделирования, а на рис. 3.2.3б – вычислялись с исполь-
зованием функции стохастической чувствительности (1.2.29). Различие в сто-
хастической чувствительности состояний 2-цикла объясняет разницу в высоте
и ширине пиков плотности вероятности.

Рис. 3.2.3 – Обратная стохастическая бифуркация при γ = −3.9. Функции плотности
распределения, построенные с помощью а) прямого численного моделирования; б)

функции стохастической чувствительности.

Рассмотрим изменение формы этих пиков при увеличении шума. Для
слабого шума (ε = 0.003) кривая функции плотности вероятности ρ(x) имеет
два узких пика над точками детерминированного 2-цикла. По мере увеличе-
ния интенсивности шума наблюдается процесс слияния этих пиков. Как видно,
локальный минимум ρ(x) увеличивается, но общая форма графика остается
бимодальной, с тремя локальными экстремумами. Для некоторого порогового
значения ε происходит качественное изменение формы ρ(x). Форма этой кри-
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Рис. 3.2.4 – Обратная стохастическая бифуркация при γ = −3.74. Функции плотности
распределения, построенные с помощью а) прямого численного моделирования; б)

функции стохастической чувствительности.

вой становится унимодальной: два отдельных пика сливаются в один, остается
единственный максимум. Подобная форма плотности характерна для стоха-
стически возмущенного равновесия. Такое преобразование формы ρ(x) от би-
модальной к унимодальной можно трактовать как обратную стохастическую
бифуркацию – разновидность стохастической P -бифуркации [41].

Аналогичное преобразование наблюдается и для 4-цикла. На рис. 3.2.4
показано, как происходит обратная стохастическая бифуркация "4-цикл → 2-
цикл". Графики на рис. 3.2.4а были построены на основе прямого численного
моделирования, а на рис. 3.2.4б – с помощью аналитического приближения,
использующего значения стохастической чувствительности элементов 4-цикла.

Таким образом, техника стохастической чувствительности позволяет не
только описывать разброс случайных состояний вокруг аттракторов, но и ана-
лизировать переходы между их отдельными частями, приводящие к обратным
стохастическим бифуркациям.

3.2.2. Обратные стохастические бифуркации в непрерывных
моделях

Обратные стохастические бифуркации в непрерывных системах рассмот-
рим на примере классической модели Лоренца [279]. Стохастический вариант
этой модели при σ = 10, b = 8

3 задается уравнением (3.1.4).
На рис. 3.2.5 представлена бифуркационная диаграмма детерминирован-

ной модели на интервале 205 < r < 235. Здесь показаны z-координаты точек
пересечения детерминированных аттракторов с секущей плоскостью y = 0 при
x < 0.

На этом интервале детерминированная система Лоренца демонстриру-
ет как хаотические, так и регулярные аттракторы в цепи бифуркаций удвое-
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Рис. 3.2.5 – Бифуркационная диаграмма модели Лоренца

ния периода. Предельные 2k-циклы наблюдаются на интервалах структурной
устойчивости Ik: I0 = (229, 235), I1 = (218.22, 229), I2 = (215.88, 218.22), I3 =

(215.49, 215.88), I4 = (215.39, 215.49), . . ..
На рис. 3.2.6 изображены циклы разной кратности. Характерной особен-

ностью этих кратных циклов является наличие близко расположенных частей
(петель).

а) б) в)

г)

Рис. 3.2.6 – Циклы детерминированной модели для а) r = 230 (1-цикл), б)
r = 224.5 (2-цикл), в) r = 217.2 (4-цикл), г) r = 215.75 (8-цикл).

При случайных возмущениях траектории, стартующие с детерминиро-
ванной орбиты цикла, образуют вокруг него некоторое распределение (стоха-
стический цикл).
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а) б)

Рис. 3.2.7 – Стохастические 2-циклы при r = 224.5: а) ε = 0.2, б) ε = 1.

Рассмотрим влияние шума на кратные циклы. На рис. 3.2.7, 3.2.8 пока-
заны результаты воздействия возрастающего шума на циклы кратности два и
четыре.

а) б) в)

Рис. 3.2.8 – Стохастические 4-циклы при r = 217.2: а) ε = 0.02, б) ε = 0.2, в) ε = 1.

При малом шуме случайные траектории локализованы вблизи детерми-
нированной орбиты. По мере увеличения интенсивности шума растет диспер-
сия стохастического пучка и начинаются индуцированные шумом переходы
случайных траекторий между ближайшими петлями. С дальнейшим ростом
шума отдельные, но близко расположенные части стохастического пучка объ-
единяются в один. Представленный на рис. 3.2.7 сценарий можно интерпрети-
ровать как индуцированное шумом преобразование стохастического 2-цикла в
стохастический 1-цикл, а на рис. 3.2.8 – последовательные трансформации сто-
хастического 4-цикла в стохастический 2-цикл и далее в 1-цикл. Такое умень-
шение кратности цикла по мере увеличения интенсивности шума называют
обратной стохастической бифуркацией.

Аналогичный сценарий обратных стохастических бифуркаций наблюда-
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Рис. 3.2.9 – Трансформации плотности распределений для 2-цикла с r = 224.5 : при а)
ε = 0.2, б) ε = 0.5, в) ε = 1.

Рис. 3.2.10 – Трансформации плотности распределений для 4-цикла с r = 217.2 : при а)
ε = 0.02, б) ε = 0.5, в) ε = 1.

ется и для циклов более высокой кратности, например, и для 8-цикла при
r = 215.75 : 8-цикл → 4-цикл → 2-цикл → 1-цикл.

Формальное математическое исследование этого феномена обратных сто-
хастических бифуркаций (ОСБ) проводится путем анализа функций плот-
ности вероятности. Каждая ОСБ сопровождается качественным изменением
формы плотности вероятности. Здесь для подробного параметрического ана-
лиза явления ОСБ в этой трехмерной модели будем использовать метод сече-
ний Пуанкаре.

Зафиксируем плоскость сечения Пуанкаре Π и прямую l, которая при-
надлежит Π. Пусть u - координата текущей точки этой прямой l. Рассмотрим
точки пересечения пучка случайных траекторий с плоскостью Π. Обозначим
через p(u) функцию плотности вероятности для проекций этих точек пере-
сечения на прямую l. Зоны вблизи максимумов p(u) отмечают наибольшую
концентрацию случайных состояний в стохастическом пучке.

Теперь мы можем свести изучение ОСБ к анализу качественных изме-
нений формы кривых p(u, ε). При изучении ОСБ для функций p(u, ε) будем
использовать следующее аналитическое приближение, основанное на методе
функций стохастической чувствительности (см. п. 2.2.3).

В общем случае это приближение строится следующим образом. Пусть
x̄(t) – периодическое решение, задающее детерминированный цикл, Π – сече-
ние Пуанкаре и l – прямая, которая принадлежит Π. Пусть b – единичный
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Рис. 3.2.11 – Трансформации плотности распределений для 8-цикла с r = 215.75 : при а)
ε = 0.002, б) ε = 0.02, в) ε = 0.2, г) ε = 1.

нормальный вектор плоскости Π. На линии l определим систему координат с
началом η и единичным направляющим вектором a. Тогда любая точка x ∈ l
имеет соответствующую скалярную координату u : x(u) = η + ua.

Пусть x̄i = x̄(ti) (i = 1, ..., k) – точки пересечения детерминированного
цикла с Π. Для каждой точки x̄i найдем матрицу Wi = W (ti) стохастической
чувствительности. Эти матрицы характеризуют стохастическую чувствитель-
ность цикла в нормальной плоскости. Соответствующая матрица стохастиче-
ской чувствительности Φi в некоторой секущей плоскости Π (необязательно
нормальной) может быть рассчитана как

Φi = BiWiB
>
i , Bi = I − rib>/(r>i b).

Здесь ri – единичный вектор, касательный к детерминированному циклу в
точке x̄i. При этом значение σ2

i = a>Φia задает величину стохастической чув-
ствительности для цикла в точке x̄i в направлении вектора a.

Пусть ui – координаты проекций точек x̄i на l. Значения ui и σi (i =

1, ..., k) позволяют найти для p(u, ε) приближение гауссовского типа:

p(u, ε) =
1

k

k∑
i=1

1√
2πεσi

exp

(
−(u− ui)2

2ε2σ2
i

)
.
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На рис. 3.2.9 для r = 224.5 представлены графики плотности p(u, ε), по-
лученные для прямой l, проходящей через точки (−29.3661, 52.3208, 259.8750)

и (−28.4776, 44.4044, 256.8549). Для малого шума (ε = 0.2) кривая функции
плотности вероятности имеет два узких пика (рис. 3.2.9а). С ростом ε шири-
на этих пиков растет и начинается процесс их слияния (см. рис. 3.2.9б). Как
можно видеть, общая форма графика остается бимодальной. Для некоторого
порогового значения интенсивности шума происходит качественное изменение
формы p(u) – кривая становится унимодальной (см. рис. 3.2.9в). Два отдельные
пики сливаются в один и кривая имеет единственный максимум. Дальнейшее
увеличение ε приводит только к увеличению ширины этого одиночного пика.
Такую трансформацию p(u, ε) от бимодальной к унимодальной форме можно
использовать как формальный индикатор обратной стохастической бифурка-
ции (P -бифуркации "2→1").

Для циклов более высокой кратности наблюдается цепочка последова-
тельных обратных стохастических бифуркаций. Каждая ОСБ сопровождается
изменением количества максимумов плотности. Рассмотрим подробно измене-
ние формы кривой p(u, ε) для 4-цикла с r = 217.2 (см. рис. 3.2.10) и для
8-цикла с r = 215.75 (см. рис. 3.2.11).

Как видно на рис. 3.2.10, для малых шумов (ε = 0.02) четыре острых
пика плотности подтверждают, что стохастический аттрактор на рис. 3.2.8а
является стохастическим 4-циклом. Для ε = 0.2, форма p(u, ε) становится
бимодальной, а стохастический аттрактор на рис. 3.2.8б становится стохасти-
ческим 2-циклом. Здесь наблюдается первая ОСБ "4→2".

При дальнейшем росте ε форма кривой p(u, ε) становится унимодальной,
а стохастический аттрактор (см. рис. 3.2.8в для ε = 1) преобразуется в стоха-
стический 1-цикл – происходит вторая ОСБ "2→1". Значения ε, которые со-
ответствуют изменениям модальности графика плотности, позволяют оценить
точки последовательных обратных стохастических бифуркаций: "4→ 2→ 1".

Цепочка последовательных ОСБ "8 → 4 → 2 → 1"для стохастически
возмущенного 8-цикла с r = 215.75 представлена на рис. 3.2.11.

Детально описание обратных стохастических бифуркаций может быть
получено по взаимному расположению и изменению количества экстремумов
функции p(u, ε). На рис. 3.2.12 показаны максимумы (сплошные линии) и ми-
нимумы (пунктирные линии) этой функции в зависимости от интенсивности
шума ε. Каждая ОСБ соответствует "аннигиляции" максимумов через слияние
с соответствующими минимумами.

Сопоставим изученные здесь качественные изменения формы плотности
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Рис. 3.2.12 – Максимумы (сплошные линии) и минимумы (пунктиры) плотности
распределения для r = 215.75.

Рис. 3.2.13 – Старший показатель Ляпунова Λ(ε) для 1-цикла (кружки), 2-цикла
(треугольники), 4-цикла (квадраты) и 8-цикла (звездочки).

(P -бифуркации) с изменением динамических свойств системы Лоренца (D-
бифуркации). На рис. 3.2.13 представлены графики старшего показателя Ля-
пунова Λ(ε) для рассмотренных выше значений параметра r, отвечающих цик-
лам различной кратности. Для предельных циклов Λ(0) = 0. Для ε > 0 показа-
тель Ляпунова существенно зависит от кратности рассматриваемых предель-
ных циклов. Для циклов кратности два и выше значения Λ(ε) с ростом шума
становятся положительными – в системе происходит D-бифуркация, которая
знаменует начало хаотизации, вызванной шумом. Пороговая интенсивность
шума, соответствующая переходу от порядка к хаосу, существенно зависит
от кратности циклов: чем выше кратность, тем при меньших интенсивностях
шума система становится хаотической.
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3.2.3. Переходы между частями цикла в модели Чена

Применение функции стохастической чувствительности к анализу друго-
го сценария индуцированных шумом переходов между близкими фрагментами
цикла рассмотрим на примере стохастически возмущенной системы Чена [281]

ẋ = a(−x+ y) + εẇ1

ẏ = (c− a)x+ cy − xz + εẇ2

ż = −bz + xy + εẇ3 .

(3.2.2)

Здесь wi(t) – независимые стандартные винеровские процессы, E(wi(t) −
wi(s)) = 0, E(wi(t)−wi(s))2 = |t−s| (i = 1, 2, 3), а параметр ε – интенсивность
шумов.

Рис. 3.2.14 – Аттракторы и временные ряды системы Чена (3.2.2) при a = 45, c = 28: три
верхние панели для b = 1.5, нижняя панель для b = 2.9.

Зафиксируем a = 45 и c = 28. Для ε = 0 на интервале 1.5 6 b 6 2.9

детерминированная система (3.2.2) демонстрирует последовательность бифур-
каций удвоения периода циклов с переходом от порядка (см. цикл на верх-
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Рис. 3.2.15 – Старший показатель Ляпунова Λ(ε) стохастической системы (3.2.2) при
a = 45, b = 1.5, c = 28.

Рис. 3.2.16 – Стохастическая чувствительность цикла системы (3.2.2) при
a = 45, b = 1.5, c = 28.

ней панели рис. 3.2.14) к хаосу (см. хаотический аттрактор на нижней панели
рис. 3.2.14).

Рассмотрим систему (3.2.2) для фиксированного b = 1.5 и меняющейся
интенсивности шума ε. На трех верхних панелях рис. 3.2.14 изображены Y OZ

и XOY -проекции решений системы (3.2.2) и временные ряды при разных зна-
чениях интенсивности шума.

Координата x(t) детерминированного цикла монотонно осциллирует
между амплитудными значениями ±8.7. При малых шумах случайные состо-
яния стохастического цикла концентрируются в малой окрестности детерми-
нированного цикла. При увеличении интенсивности шума разброс случайных
траекторий увеличивается и появляются стохастические аномалии на интерва-
лах между амплитудными значениями. С дальнейшим ростом интенсивности
шума (см. рис. 3.2.14 при ε = 0.2) начинают происходить случайные переходы
между различными частями цикла. Эти переходы локализованы в централь-
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Рис. 3.2.17 – Доверительные эллипсы и точки пересечения (звездочки) случайных
траекторий с плоскостью Пуанкаре x = 0 при b = 1.5, P = 0.95.

ной части аттрактора около точки (0, 0, 13). Здесь вблизи x = 0 регулярность
осцилляций нарушается и начинают наблюдаться возвраты траектории к толь-
ко что пройденному амплитудному значению. По мере увеличения интенсив-
ности шума данный эффект усиливается.

Вследствие таких переходов существенно изменяется форма пучка слу-
чайных траекторий. Геометрически пучок случайных траекторий становится
подобен хаотическому аттрактору невозмущенной детерминированной систе-
мы (см. две нижние панели рис. 3.2.14). Такое качественное изменение формы
стохастического аттрактора может быть интерпретировано как индуцирован-
ный шумом переход от порядка к хаосу. Здесь, однако, необходимо проверить,
являются ли эта хаосоподобная стохастическая динамика системы действи-
тельно хаотической.

Индикатором хаоса является положительность показателя Ляпунова.
На рис. 3.2.15 изображен график старшего показателя Ляпунова Λ(ε). Здесь
Λ(0) = 0, что очевидно теоретически. Для малых ε > 0 функция Λ(ε)

имеет значения, близкие к нулю. После некоторого порогового значения ин-
тенсивности шума функция Λ(ε) становится положительной, происходит D-
бифуркация. Далее функция Λ(ε) монотонно возрастает до Λ ≈ 0.6. Это зна-
чение близко к величине старшего показателя Ляпунова хаотического аттрак-
тора детерминированной системы Чена при b = 2.9. Таким образом, стоха-
стический аттрактор системы (3.2.2) при b = 1.5 и ε = 0.2 и хаотический
детерминированный аттрактор системы (3.2.2) при b = 2.9 подобны не только
геометрически, но и имеют близкие динамические характеристики.

Далее исследуем вероятностный механизм этого индуцированного шу-
мом явления с помощью метода стохастической чувствительности и техники
доверительных эллипсов.



133

Пространственное расположение случайных траекторий вокруг детер-
минированного цикла задается матрицей стохастической чувствительности
W (t) (см. раздел 2.2.3). Ее собственные значения λ1(t) > λ2(t) используют-
ся в качестве основных скалярных характеристик чувствительности цикла.
На рис. 3.2.16 представлены графики функций λ1(t), λ2(t) для цикла системы
(3.2.2) при b = 1.5. Отметим существенный перепад значений λ1(t), λ2(t) на
интервале [0, T ]. Значения λ1(t) превосходят значения λ2(t) на несколько по-
рядков, что подтверждает значительную неравномерность разброса случайных
траекторий.

Доверительные эллипсы, построенные по собственным числам λ1(t),

λ2(t) и собственным векторам матрицы стохастической чувствительности, да-
ют наглядное геометрическое описание пространственного расположения веро-
ятностных распределений случайных состояний стохастического цикла в сече-
ниях Пуанкаре. Будем использовать такие эллипсы для анализа индуцирован-
ных шумом переходов от регулярных стохастических циклов к хаотическим.
Прежде всего, выберем подходящее положение плоскости для сечения Пуан-
каре. Мы ищем "переходной мостик," по которому случайные траектории пе-
реходят от одной части цикла к другой. Как видно из предыдущий рисунков,
такой переход чаще всего происходит вблизи точки (0,0,13). Следовательно, в
качестве секущей удобно взять плоскость x = 0. Это сечение Пуанкаре распо-
ложено в центре "переходного мостика". Именно здесь индуцированные шумом
переходы начинаются при меньших шумах, чем в других возможных сечениях
Пуанкаре.

На рис. 3.2.17 изображены точки (звездочки) пересечения случайных
траекторий с плоскостью x = 0 и доверительные эллипсы с P = 0.95 для
различных интенсивностей шума. При достаточно малых шумах доверитель-
ные эллипсы локализованы вблизи точек детерминированного цикла. Эти эл-
липсы достаточно малы и хорошо отделены один от другого (см. рис. 3.2.17
для ε = 0.01). При увеличении интенсивности шума доверительные эллип-
сы увеличиваются (см. рис. 3.2.17 для ε = 0.1) и начинают пересекаться (см.
рис. 3.2.17 для ε = 0.2). Это пересечение может служить индикатором на-
чала индуцированных шумом переходов. Отметим, что результаты прямого
численного моделирования (звездочки) хорошо подтверждают теоретический
прогноз, полученный с помощью техники функции стохастической чувстви-
тельности и метода доверительных эллипсов.

Такие индуцированные шумом переходы и являются причиной описан-
ного выше явления трансформации динамики системы из регулярной в хаоти-
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ческую (см. рис. 3.2.15).
Аналогичные явления стохастических переходов между близкими фраг-

ментами циклов наблюдаются в системе (3.2.2) для циклов более высокой крат-
ности. Так, например, при b = 2.3 детерминированная система имеет два сосу-
ществующих несимметричных 2-цикла. Представленный здесь алгоритм ана-
лиза может быть использован и в этом, более сложном случае. Подробности
такого анализа описаны в [193].

3.2.4. Стохастические переходы между частями хаотического
аттрактора

Покажем, как представленный метод анализа стохастических переходов
между отдельными частями регулярных аттракторов может быть применен
к изучению переходов между частями многокусочного хаотического аттракто-
ра. В качестве примера рассмотрим стохастически возмущенное логистическое
уравнение

xt+1 = f(xt, ηt), f(x, η) = µx(1− x) + η, ηt = εξt, (3.2.3)

где ξt – скалярный некоррелированный случайный процесс с параметрами
Eξt = 0, Eξ2

t = 1, ε – интенсивность шума.
В отсутствие случайных возмущений эта динамическая система демон-

стрирует большое разнообразие как регулярных, так и многокусочных хаоти-
ческих аттракторов. На рис. 3.2.18 черным цветом выделен 2-кусочный хао-
тический аттрактор A = {A1,A2} при µ = 3.6. На примере этого аттрактора
мы покажем, как с помощью техники стохастической чувствительности можно
анализировать индуцированные шумом переходы между его частями.

Для аттрактора A в п.1.4.3 найдены границы частей A1, A2 и их сто-
хастическая чувствительность. Границы b1, a1 части A1 равны b1 = 0.324,

a1 = 0.6004, а границы a2, b2 аттрактора A2 равны b2 = 0.9, a2 = 0.7885.

Здесь значения стохастической чувствительности

M(b1) = 9.2944, M(a1) = 69.706, M(a2) = 15.925, M(b2) = 1.

По этим значениям, следуя правилу трех сигм, можно записать уравнения
границ доверительных интервалов:

b̃1(ε) = b1 −
√
M(b1)ε, ã1(ε) = a1 +

√
M(a1)ε,

ã2(ε) = a2 −
√
M(a2)ε, b̃2(ε) = b2 +

√
M(b2)ε,
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Рис. 3.2.18 – Бифуркационная диаграмма системы (3.2.3) при ε = 0.

Рис. 3.2.19 – Система (3.2.3) с µ = 3.6: детерминированный хаотический 2-кусочный
аттрактор A = {A1,A2} (светло-серый), случайные состояния (темно-серый), выходящие
за границы детерминированного хаотического аттрактора и границы доверительных

интервалов (пунктир).
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На рис. 3.2.19 эти границы изображены черными пунктирными лини-
ями, детерминированный хаотический 2-кусочный аттрактор A = {A1,A2}
– светло-серым, случайные состояния, выходящие за границы детерминиро-
ванного хаотического аттрактора – темно-серым. Пересечение границ (черный
пунктир) локализует пороговую интенсивность шума ε∗ ≈ 0.005, соответству-
ющую началу индуцированного шумом слияния стохастически возмущенных
частей A1 и A2 хаотического аттрактора. Как видно, эта оценка хорошо согла-
суется с результатами прямого численного моделирования.

Рис. 3.2.20 – Плотность распределения случайных состояний системы (3.2.3) с µ = 3.6.

Заметим, что исходная детерминированная система при µ = 3.67857 де-
монстрирует бифуркацию внутреннего кризиса, при котором отдельные ча-
сти A1 и A2 сливаются вместе и образуют 1-кусочный хаотический аттрактор.
При наличии шума эта точка этой бифуркации слияния сдвигается влево. Та-
ким образом, описанное выше явление внутреннего слияния двух фрагментов
распределения можно трактовать как индуцированную шумом бифуркацию
внутреннего кризиса.

На рис. 3.2.20 иллюстрируются последовательные преобразования
плотности вероятности случайных состояний стохастической системы (3.2.3)
при увеличении шума. Как видно, шум не только сглаживает нерегулярную
структуру плотности детерминированного аттрактора, но и объединяет две
отдельные его части в единое целое. При дальнейшем увеличении шума гра-
фик плотности вероятности преобразуется из 4-пиковой формы в 2-пиковую
и далее в 1-пиковую. Эти качественные изменения можно рассматривать как
некоторую стохастическую P -бифуркацию.

В разделе 3.2 был описан метод параметрического анализа индуциро-
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ванных шумом переходов между фрагментами аттракторов и соответствую-
щих стохастических бифуркаций на примере систем Рулькова, Лоренца, Чена
и логистической модели на базе техники стохастической чувствительности и
доверительных областей. Представленные здесь результаты опубликованы в
работах [193,199,212,221] автора диссертации.

Отметим, что описанные здесь явления стохастических переходов между
отдельными частями аттрактора изучались также в [259].

3.3. Стохастическая генерация новых аттракторов

Конструктивная роль шумов в нелинейных системах состоит в том, что
при некоторых условиях под действием случайных возмущений происходит
генерация новых аттракторов.

3.3.1. Стохастическая возбудимость вблизи касательной
бифуркации

Явление стохастической возбудимости можно наблюдать в динамических
системах, имеющих устойчивое равновесие в качестве единственного аттракто-
ра. Для таких систем бассейн притяжения равновесия может быть разделен на
две зоны. Если начальная точка принадлежит первой, допороговой зоне, лока-
лизованной вблизи равновесия, система быстро релаксирует обратно в устой-
чивое равновесие. Как только начальная точка лежит во второй, надпороговой
зоне, наблюдаются большие выбросы траекторий. В этом случае система де-
монстрирует колебания большой амплитуды.

Рассмотрим дискретную нелинейную динамическую систему [200]

xt+1 = f(xt, µ), f(x, µ) = µx(1− x)(ax2 + bx+ c), (3.3.1)

где
a =

1

1− s1 + s2 − s3
, b = a(1− s1), c = a(1− s1 + s2),

s1 = r1 + r2 + r3, s2 = r1r2 + r2r3 + r3r1, s3 = r1r2r3.

При любом µ система (3.3.1) имеет тривиальное равновесие x̄0 = 0.
При µ1 = 1 значения r1, r2, r3 (r1 ≤ r2 ≤ r3) определяют нетривиальные

равновесия системы (3.3.1): x̄1 = r1, x̄2 = r2, x̄3 = r3. При изменении парамет-
ра µ эти равновесия меняются. Обозначим их функциями x̄1(µ), x̄2(µ), x̄3(µ).

Зафиксируем r1 = r2 = 0.25, r3 = 0.85 и будем менять µ. Измене-
ние параметра µ меняет функцию f(x, µ) (см. рис. 3.3.1а), и, следовательно,
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Рис. 3.3.1 – Детерминированная система (3.3.1): а) графики y = f(x, µ) для µ > µ∗

(верхний); µ = µ∗ (средний); µ < µ∗ (нижний); б) аттракторы детерминированной системы.

может качественно менять динамику системы (3.3.1). На рис. 3.3.1б изображе-
ны аттракторы системы (3.3.1) на интервале µ ∈ (0.995, 1.005). Отметим, что
на этом интервале равновесия x̄0, x̄3(µ) являются неустойчивыми. При µ < 1

равновесие x̄1(µ) (сплошная линия) устойчиво, а равновесие x̄2(µ) (пунктир) –
неустойчиво. Значение µ∗ = 1 является точкой касательной бифуркации. При
µ = µ∗ равновесия x̄1(µ) и x̄2(µ) сливаются в одно полуустойчивое равнове-
сие x̄1(µ∗) = x̄2(µ∗). При µ > µ∗ это равновесие исчезает и появляется новый
хаотический аттрактор.

Зафиксируем значение параметра µ = 0.997. При этом равновесия си-
стемы (3.3.1) имеют вид x̄1 = 0.22977 и x̄2 = 0.27094. На рис. 3.3.2 показаны
итерации системы (3.3.1) при µ = 0.997, стартующие из двух разных точек.
Здесь устойчивое равновесие x̄1 отмечено черным кружком, а неустойчивое
x̄2 – пустым кружком. Как видим, оба решения сходятся к единственному
аттрактору – точке x̄1, однако характер сходимости может быть двух типов:
если начальная точка принадлежит интервалу (0, x̄2), то решение сходится к x̄1

монотонно. Если же нет, то решение сначала удаляется от x̄1, совершает хаосо-
подобные большеамплитудные осцилляции, и только потом, попав в интервал
(0, x̄2), монотонно сходится к x̄1.

Рассмотрим поведение этой системы в присутствии случайных возмуще-
ний, когда последовательные итерации формируются стохастическим уравне-
нием

xt+1 = f(xt, µ) + εξt, (3.3.2)

где ξt - некоррелированный гауссовский процесс с параметрами Eξt =

0, Eξ2
t = 1, ε - интенсивность шума.
На рис. 3.3.3а показаны итерации стохастической системы (3.3.2) для
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Рис. 3.3.2 – Итерации детерминированной системы (3.3.1) при µ = 0.997.

Рис. 3.3.3 – Стохастическая система (3.3.2) с µ = 0.997: а) итерации при ε = 0.003

(черный), ε = 0.006 (серый); б) случайные состояния (серый), устойчивое равновесие x̄1
(черный), границы доверительных интервалов (синий пунктир). Неустойчивое равновесие

x̄2 отмечено красным пунктиром.

ε = 0.003 и ε = 0.006, стартующие с устойчивого равновесия x̄1. При малом
шуме (ε = 0.003) случайная траектория (черная) локализована вблизи x̄1 и не
выходит из интервала (0, x̄2) монотонной сходимости детерминированной си-
стемы. При увеличении шума (ε = 0.006) разброс увеличивается, траектория
(серая) пересекает границу (псевдосепаратрису) x̄2 и продолжает движение в
форме большеамплитудных осцилляций, пока снова не попадет в (0, x̄2). Такие
переходы порождают перемежаемость малоамплитудных и большеамплитуд-
ных осцилляций. Как видим, в системе с единственным аттрактором – устойчи-
вым равновесием – наблюдается режим индуцированного шумом возбуждения.
Детали формирования возбужденного режима показаны на рис. 3.3.3б.

Для параметрического анализа стохастической возбудимости будем ис-
пользовать разработанную технику стохастической чувствительности. Стоха-
стическая чувствительность M(x̄1) и границы x̃1,2 доверительных интервалов
(см. п. 1.1.2, 1.1.3) равновесия x̄1 имеют вид

M(x̄1) = 7.479, x̃1,2 = x̄1 ± 3
√
M(x̄1)ε.
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Рис. 3.3.4 – Плотность распределения случайных состояний системы (3.3.2) с µ = 0.997: а)
для ε = 0.003, б) для ε = 0.01.

Эти границы изображены на рис. 3.3.3б синим пунктиром. Здесь точка пере-
сечения верхней границы доверительного интервала с псевдосепаратрисой x̄2

позволяет локализовать зону интенсивностей шума, при которых начинается
генерация сложных осцилляций с перемежаемостью колебаний малых и боль-
ших амплитуд.

Индуцированное шумом возбуждение сопровождается стохастическими
P - и D-бифуркациями. Стохастическая P -бифуркация, связанная с качествен-
ным изменением формы плотности p(x), иллюстрируется на рис. 3.3.4. Как ви-
дим, при ε = 0.003 эта кривая унимодальна, а при ε = 0.01 – бимодальна. Один
из пиков, узкий, расположенный над устойчивым равновесием, отражает долю
малоамплитудных колебаний, а второй, достаточно размытый, соответствует
большеамплитудным колебаниям.

Рис. 3.3.5 – Показатели Ляпунова для системы (3.3.2) с µ = 0.997 и µ = 0.999.

Стохастическая D-бифуркация, связанная с изменением знака ляпу-
новского показателя Λ с минуса на плюс (переход от порядка к хаосу),
проиллюстрирована на рис. 3.3.5. Точка смены знака располагается как раз в
зоне интенсивностей шума, отвечающего началу генерации сложных колеба-
ний (см. рис. 3.3.3б). На рис. 3.3.5 также показан график Λ(ε) для µ = 0.999.
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Как видим, чем ближе параметр µ к точке касательной бифуркации µ∗ = 1,
тем раньше начинается переход к хаосу.

Стохастическая возбудимость и локальные асимптотики каса-
тельной бифуркации

Стохастическая возбудимость, приводящая к индуцированной шумом пе-
ремежаемости, может быть параметрически описана локальными асимптоти-
ками функции f(x) в зоне касательной бифуркации.

Для проведения асимптотического анализа рассмотрим следующую мо-
дель одномерного отображения:

xt+1 = f(xt)+εξt, f(x) = x−δ(x−x̄1)+l|x−x̄1|m+g(x), δ ≥ 0, l > 0. (3.3.3)

Здесь x̄1 – фиксированное равновесие, параметры δ, l иm задают асимптотики
f(x) в точке касательной бифуркации. Параметр δ характеризует субкритич-
ность, m > 1 – порядок контакта кривой y = f(x) с y = x в точке x̄1 при δ = 0.
Для δ > 0 система (3.3.3) имеет неустойчивое равновесие x̄2 = x̄1 + (δ/l)

1
m−1

наряду с устойчивым равновесием x̄1. Функция g(x) обеспечивает возврат тра-
ектории в окрестность точки x̄1 и равна нулю в этой окрестности. Возврат
системы после большеамплитудных осцилляций в окрестность равновесия x1

может происходить различными путями. Здесь конкретный механизм этого
возврата не играет роли.

Здесь можно найти стохастическую чувствительность w и доверитель-
ный интервал (x̄1 − r, x̄1 + r):

w(δ) =
1

2δ − δ2
, r = k ε

(
δ − δ2

2

)− 1
2

.

Отметим, что стохастическая чувствительность зависит лишь от параметра δ.
Асимптотика критического значения ε∗ для интенсивности шума, соот-

ветствующего началу индуцированной шумом перемежаемости может быть
найдена из уравнения r(ε) = x̄2 − x̄1 в явном виде:

ε∗ ≈ 1

k
lp δq, p = − 1

m− 1
, q =

m+ 1

2m− 2
.

Отметим, что коэффициент k зависит от доверительной вероятности P : k =

erf−1(P ).

3.3.2. Стохастическая возбудимость вблизи бифуркации Хопфа

Классическим примером стохастической возбудимости в зоне устойчи-
вых равновесий в классе динамических моделей с непрерывным временем яв-
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Рис. 3.3.6 – Аттракторы детерминированной системы Фитцхью-Нагумо.

ляется система Фитцхью-Нагумо [282], описывающая динамику нейрона. Явле-
ние стохастической возбудимости в этой модели изучалось в [47,48]. В данном
разделе показано, как это явление может быть исследовано с помощью техники
стохастической чувствительности.

Рассмотрим следующий вариант стохастически возмущенной системы
Фитцхью-Нагумо

δẋ = x− x3

3
− y

ẏ = x+ a+ εẇ,
(3.3.4)

где w(t) – стандартный винеровский процесс с параметрами E(w(t+h)−w(t)) =

0, E(w(t+ h)− w(t))2 = h, ε – интенсивность шума.
Детерминированная система (3.3.4) (ε = 0) имеет равновесие

x̄ = −a, ȳ =
a3

3
− a.

При |a| > 1 это равновесие устойчиво. При |a| < 1 вокруг неустойчивого
равновесия появляется устойчивый предельный цикл. Точки a = ±1 отвечают
бифуркации Андронова–Хопфа.

Зафиксируем δ = 0.1. На рис. 3.3.6 сплошной линией изображены зна-
чения переменной y детерминированных аттракторов (равновесий и циклов) в
сечении Пуанкаре x = x̄, а пунктиром – неустойчивых равновесий. Отметим,
что зона перехода между устойчивыми равновесиями и предельными циклами
максимальной амплитуды весьма узкая.

Рассмотрим геометрию фазового портрета этой модели в зоне a > 1

устойчивых равновесий. Малые начальные отклонения от равновесия порож-
дают затухающие колебания малой амплитуды (субкритический отклик си-
стемы). Если взять начальные отклонения больше некоторого порогового зна-
чения, траектории сначала совершают большеамплитудный выброс, и только
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Рис. 3.3.7 – Фазовые портреты детерминированной системы Фитцхью-Нагумо при а)
a = 1.01, б) a = 1.1.

после него стремятся к равновесию (суперкритический отклик системы). Во-
круг равновесия можно найти множество начальных точек, соответствующих
субкритическому отклику. Размер этой субкритической зоны существенно за-
висит от параметра a (см. рис. 3.3.7). При приближении параметра a к бифур-
кационному значению a = 1 размер субкритической зоны уменьшается.

Рис. 3.3.8 – Стохастические система Фитцхью-Нагумо: фазовые траектории при а)
a = 1.01, ε = 0.01 (черный), ε = 0.03 (серый), б) a = 1.1, ε = 0.03 (черный), ε = 0.1 (серый);

случайные состояния в сечении Пуанкаре x = x̄ при в) a = 1.01, г) a = 1.1.

Перейдем к изучению стохастической динамики. Рассмотрим поведение
решений системы (3.3.4), стартующих с равновесия. На рис. 3.3.8 представле-
ны результаты прямого численного моделирования при a = 1.01 и a = 1.1. При
a = 1.01 (см. рис. 3.3.8а) случайные траектории для ε = 0.01 концентрируют-
ся около устойчивого равновесия. Для ε = 0.03 наблюдаются стохастические
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осцилляции большой амплитуды, свидетельствующие о переходе в режим сто-
хастического возбуждения. При a = 1.1 (см. рис. 3.3.8б) переход в режим
стохастического возбуждения происходит при большем шуме.

Изменения распределения случайных состояний в сечении Пуанкаре
x = x̄ при увеличении интенсивности шума представлены на рис. 3.3.8в,г.
Как видим, при удалении от точки бифуркации для стохастической генера-
ции большеамплитудных колебаний требуется шум большей интенсивности.

Рис. 3.3.9 – Траектории детерминированной системы и доверительные эллипсы при а)
a = 1.01, ε = 0.01, ε = 0.02; б) a = 1.1, ε = 0.03, ε = 0.06.

Для параметрического анализа стохастической возбудимости применим
метод доверительных эллипсов, конструируемых с помощью техники функций
стохастической чувствительности (см. п. 2.1.2).

В зоне устойчивых равновесий |a| > 1 матрица W стохастической чув-
ствительности имеет элементы:

w11 =
1

2(a2 − 1)
, w12 = w21 = −1

2
, w22 =

δ

2(a2 − 1)
+
a2 − 1

2
.

Следует отметить, что при около точки бифуркации при |a| → 1 элементы
w11, w22 → ∞, то есть чувствительность равновесия к шуму неограниченно
растет.

Рассмотрим взаимное расположение доверительных эллипсов и детер-
минированных фазовых кривых в окрестности устойчивого равновесия (см.
рис. 3.3.9). Здесь доверительная вероятность P = 0.9.

При достаточно малом шуме доверительные эллипсы локализованы
вблизи устойчивого равновесия и целиком расположены внутри субкритиче-
ской зоны. При увеличении интенсивности шума эти эллипсы увеличиваются
и начинают захватывать суперкритическую зону. Это означает, что случайные
траектории возмущенной системы могут выйти за границы невозбужденного
режима и продолжить движение вдали от равновесия. Интенсивность шума,
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соответствующая началу выходу эллипсов в суперкритическую зону, может
служить оценкой критического значения интенсивности.

На рис. 3.3.9а для a = 1.01 малый эллипс для ε = 0.01 лежит в субкри-
тической зоне. Большой эллипс для ε = 0.02 содержит точки из суперкрити-
ческой зоны.

На рис. 3.3.9б для a = 1.1 малый эллипс для ε = 0.03 также лежит
в субкритической зоне, а большой эллипс для ε = 0.06 уже попадает в суб-
критическую зону. Попадание эллипса в субкритическую зону сигнализирует
о переходе системы в режим стохастического возбуждения с генерацией боль-
шеамплитудных осцилляций.

3.3.3. Стохастическая генерация фантомного аттрактора

В данном разделе описано и исследовано недавно обнаруженное явле-
ние индуцированного шумом сдвига случайных состояний системы в зону, где
исходная детерминированная система не имеет никаких аттракторов. Это яв-
ление получило название стохастической генерации фантомного аттрактора.

Рассмотрим систему двух нелинейных дифференциальных уравнений{
ẋ = (y − a)x,

ẏ = µ+ y − y3 − x2.
(3.3.5)

Эта модельная система была предложена в [283].

Рис. 3.3.10 – Бифуркационная диаграмма детерминированной системы µ = 0.4.

Анализируя матрицу Якоби

F =

(
y − a x

−2x 1− 3y2

)
,

имеем trF = 1− a+ y− 3y2, detF = (y− a)(1− 3y2) + 2x2. В дальнейшем мы
фиксируем µ = 0.4. В этом случае система (3.3.5) имеет равновесия M0(0, ŷ)
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Рис. 3.3.11 – Фазовые портреты системы (3.3.5) для а) a = 0.5 (предельные циклы
показаны красным цветом), б) a = 0.6, в) a = 1.2.

и M1,2(±
√

0.4 + a− a3, a). Значение ŷ ≈ 1.1597 является единственным реше-
нием уравнения 0.4 + y − y3 = 0. Заметим, что равновесия M1,2 существуют
только для a ≤ ŷ.

В точке M0 имеем trF = −1.875 − a, detF = 3.0347(a − ŷ). Для равно-
весий M1,2 получаем trF = 1− 3a2, detF = 2(0.4 + a− a3).

Итак, для системы (3.3.5) при µ = 0.4 можно отметить три точки бифур-
кации: a1 = −

√
3/3, a2 =

√
3/3, a3 = ŷ = 1.1597. РавновесиеM0 устойчиво при

a > a3 и неустойчиво в противном случае. Точки M1,2 устойчивы для a < a1 и
для a2 < a < a3 и неустойчивы для a1 < a < a2. Здесь a3 – точка бифуркации
типа вилка, а a1,2 – точки бифуркации Андронова-Хопфа. Для a1 < a < a2

у системы существуют два устойчивых цикла. Аттракторы и репеллеры си-
стемы (3.3.5) изображены на рис. 3.3.10, где показаны устойчивые равновесия
(сплошные линии), неустойчивые равновесия (черные пунктиры) и экстрему-
мы координат предельных циклов (синие сплошные линии).

На рис. 3.3.11 представлены фазовые портреты системы (3.3.5) для трех
значений параметра a. При a = 0.5 сосуществуют два устойчивых цикла (крас-
ные линии на рис. 3.3.11а). Для a = 0.6 эта система бистабильна с двумя устой-
чивыми равновесиямиM1 иM2. Заметим, что в случае бистабильности бассей-
ны притяжения симметричных аттракторов разделяются линией x = 0. Эта
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линия является устойчивым многообразием седловой точки M0. Для a = 1.2

система (3.3.5) моностабильна с единственным устойчивым равновесием M0.
Рассмотрим систему (3.3.5) в присутствии случайных возмущений{

ẋ = (y − a)x+ εẇ

ẏ = µ+ y − y3 − x2.
(3.3.6)

Здесь ε – интенсивность шума, а w(t) – стандартный винеровский процесс с
параметрами E(w(t+ h)− w(t)) = 0, E(w(t+ h)− w(t))2 = h.

Рассмотрим влияние шума на аттракторы системы (3.3.5). На рис. 3.3.12,
3.3.13,3.3.14 для трех значений параметра a показаны случайные состояния
системы (3.3.6) и соответствующие функции плотности вероятности для раз-
личных значений интенсивности шума.

Как видно, для слабых шумов случайные состояния сосредоточены вбли-
зи детерминированных аттракторов. Этот факт сопровождается однопиковой
или кратероподобной формой плотности над устойчивыми равновесиями или
предельными циклами. Например, для a = 0.5 существуют два кратера над
двумя устойчивыми предельными циклами исходной детерминированной си-
стемы (см. рис. 3.3.12 для ε = 0.02). При a = 0.6 детерминированная система
имеет два устойчивых равновесия, и, соответственно, при небольшом шуме
плотность имеет два пика (см. рис. 3.3.13 для ε = 0.05). При a = 1.2 один
пик плотности располагается над единственным устойчивым равновесием (см.
рис. 3.3.14 для ε = 0.05).

С увеличением шума графики функции плотности вероятности изменя-
ются. Здесь следует упомянуть два феномена.

Первый из них совершенно очевиден: увеличение шума сглаживает пики
и кратеры. В случаях бистабильности (см. рис. 3.3.12, 3.3.13) случайные траек-
тории могут пересекать сепаратрису x = 0 и демонстрировать переходы между
симметричными аттракторами (равновесиями или циклами). Такие индуциро-
ванные шумом переходы приводят к новой детали в форме плотности: теперь
"долина"между пиками (для равновесий) и кратерами (для циклов) исчезает,
и на ее месте появляется узкий гребень, соединяющий соответствующие пики
и кратеры (рис. 3.3.12 для ε = 0.05 и рис. 3.3.13 для ε = 0.15).

Второе явление неожиданно: у плотности возникает дополнительный пик
в некоторой зоне фазовой плоскости, где детерминированная система (3.3.5)
не имеет никаких аттракторов. Для слабых шумов этот дополнительный пик
довольно мал, но с дальнейшим увеличением шума он растет и начинает воз-
вышаться над всеми другими пиками или кратерами. При достаточно сильном
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шуме наблюдается только этот дополнительный пик.
Заметим, что это явление структурно устойчиво. Стохастическая систе-

ма (3.3.6) демонстрирует это явление в широком диапазоне параметра a, где
исходная детерминированная система имеет разные типы моно- и бистабиль-
ных динамических режимов.

Рис. 3.3.12 – Случайные состояния стохастической системы (3.3.6) с a = 0.5 и
интенсивностью шума ε = 0.02 (желтый), ε = 0.05 (красный), ε = 0.3 (зеленый). Графики

соответствующих плотностей показаны в нижней панели.

В результате таких преобразований случайные состояния существенно
сдвигаются вниз вдоль оси y на фазовой плоскости. Статистические детали
этого сдвига хорошо видны на рис. 3.3.15, где показаны средние значения m и
дисперсия D для y-координат случайных состояний. Заметим, что переходный
ε-интервал преобразования плотности от появления дополнительного пика до
его доминирования довольно узкий. Действительно, этот интервал соответ-
ствует резкому падению значения m(ε). После этого падения значения m(ε)

начинают медленно уменьшаться и почти не зависят от параметра a. Заметим,
что в этом переходном ε-интервале дисперсия D(ε) имеет острый пик. В це-
лом можно сделать вывод, что в этой системе под влиянием аддитивного шума
наблюдается некоторая P -бифуркация. Здесь аддитивный шум подавляет ат-
тракторы (равновесия или циклы) детерминированной системы и генерирует
новый «фантомный» аттрактор. Далее представлено математическое описание
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Рис. 3.3.13 – Случайные состояния стохастической системы (3.3.6) с a = 0.6 и
интенсивностью шума ε = 0.05 (желтый), ε = 0.15 (красный), ε = 0.3 (зеленый). Графики

соответствующих плотностей показаны в нижней панели.

основных причин и механизмов появления этого «фантомного» аттрактора.
Свяжем пространственное расположение «фантомного» аттрактора с

особенностями фазовых портретов детерминированной системы (3.3.5). На
рис. 3.3.16 показаны устойчивые равновесия (черные кружки), неустойчивые
равновесия (пустые кружки), предельные циклы (толстые черные кривые),
нульклины ẋ = 0 (тонкие черные линии) и ẏ = 0 (светло-голубые линии).
Форма графика нульклины ẏ = 0 выглядит как перевернутая бутылка с узкой
горловиной, а вертикальная нульклина x = 0 служит осью симметрии. Отре-
зок [N1, N2], где N1,2(±0.1229,−0.577), локализующий самую узкую часть этой
бутылки, отмечен толстой красной линией (см. рис. 3.3.16г). Для части любой
детерминированной траектории, лежащей внутри бутылки, y-координаты уве-
личиваются, а для части, лежащей вне этой бутылки – уменьшаются. Пунк-
тирными красными линиями показаны фазовые траектории, стартующие с N1,
N2 в обратном времени. Эти линии играют роль сепаратрис, разделяющих две
зоны на фазовой плоскости. Одна зона содержит исходные данные траекторий,
которые попадают внутрь бутылки через стенки, а вторая зона соответствует
исходным данным траекторий, которые попадают внутрь бутылки через узкое
«горлышко» [N1, N2].
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Рис. 3.3.14 – Случайные состояния стохастической системы (3.3.6) с a = 1.2 и
интенсивностью шума ε = 0.05 (желтый), ε = 0.32 (красный), ε = 0.4 (зеленый). Графики

соответствующих плотностей показаны в нижней панели.

Рис. 3.3.15 – Средние значения (а) и дисперсии (б) y-координат случайных состояний
стохастической системы (3.3.6).

Рассмотрим поведение стохастической системы для слабых и сильных
шумов. Для слабого шума интенсивности ε = 0.1 на рисунке рис. 3.3.16
зеленым цветом изображены случайные траектории стохастической системы
(3.3.6), стартующие с точки (0,−1.3). Синим цветом показаны случайные тра-
ектории стохастической системы (3.3.6) с интенсивностью шума ε = 0.5, стар-
тующие с детерминированного аттрактора: с правого предельного цикла для
a = 0.5, с устойчивого равновесия M1 для a = 0.6 и с устойчивого равновесия
M0 для a = 1.2.
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Рис. 3.3.16 – Стохастическая система (3.3.6) при а) a = 0.5, б) a = 0.6, в) a = 1.2:
устойчивые равновесия (черные кружки), неустойчивые равновесия (пустые кружки),
предельные циклы (толстые черные кривые), нульклины ẋ = 0 (тонкие черные линии),
ẏ = 0 (светло-голубые линии); случайные траектории для ε = 0.1 (зеленый) и для ε = 0.5

(синий). На г) отрезком [N1, N2] (красный) показано "бутылочное горлышко".

Как видно, для сильного шума (интенсивность шума ε = 05) случайные
траектории уходят от детерминированного аттрактора, пересекают сепаратри-
су (красная пунктирная линия) и из-за детерминированного сдвига переходят
в некоторую зону фазовой плоскости ниже «горлышка» и остаются там. В ре-
зультате в этой зоне локализуется «фантомный» аттрактор. Это похоже на то,
что случайная траектория вследствие большого разброса застревает в этом
узком месте. Заметим, что для слабого шума (ε = 0.1) случайная траекто-
рия, стартующая ниже «горлышка», имея малый разброс, свободно проходит
через него и далее локализуется вблизи детерминированного аттрактора. Это
явление практически не зависит от параметра a (рис. 3.3.16а,б,в), и его можно
объяснить, ограничиваясь анализом особенностей фазового портрета в окрест-
ности этого узкого места.

Вблизи узкого места переменная y – медленная, а переменная x явля-
ется быстрой. Это позволяет нам заморозить переменную y в стохастической
системе (3.3.6) и рассмотреть динамику быстрой подсистемы

ẋ = (y − a)x+ εẇ. (3.3.7)

Для любого фиксированного y < a это линейное стохастическое уравнение
имеет гауссовское стационарное распределение с нулевым средним значением
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и дисперсией D = Ex2 =
ε2

2(a− y)
.

Теперь динамику медленной переменной y можно описать путем усред-
нения по быстрой переменной x. Используя явное представление для D и при-
ближение Ey3 ≈ ȳ3, получаем следующее замкнутое уравнение для динамики
среднего значения ȳ = Ey:

˙̄y = µ+ ȳ − ȳ3 − ε2

2(a− ȳ)
. (3.3.8)

Рис. 3.3.17 – Устойчивые равновесия (красные сплошные линии) и неустойчивые
равновесия (красные пунктирные линии) уравнения (3.3.8) с µ = 0.4 для а) a = 0.5, б)
a = 0.6, в) a = 1.2. Синим цветом показаны средние значения y-координат случайных
состояний стохастической системы (3.3.6), найденные методом прямого численного

моделирования.

Рассмотрим, как уравнение (3.3.8), полученное из теории усреднения,
описывает случайные явления, найденные прямым численным моделирова-
нием решений системы (3.3.6). На рис. 3.3.17 синим цветом показаны пред-
ставленные выше графики функции m(ε) средних значений переменной y

(см. рис. 3.3.15а). Cравним эти функции с графиками равновесий уравнения
(3.3.8). Здесь устойчивые равновесия показаны сплошными красными линия-
ми, а неустойчивые равновесия – красным пунктиром. При слабом шуме урав-
нение (3.3.8) имеет только одно равновесие (верхняя красная линия). С уве-
личением шума в точке ε1 происходит седло-узловая бифуркация и появляет-
ся дополнительная пара равновесий (устойчивое и неустойчивое). Обозначим
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нижнее равновесие через y1(ε) (ε ≥ ε1).
При дальнейшем увеличении ε неустойчивое равновесие сдвигается от

нижнего устойчивого равновесия к верхнему и сливается с ним при второй
седло-узловой бифуркации в ε2. Для ε > ε2 нижнее равновесие y1(ε) становится
единственным аттрактором.

Как видно, для слабого шумаm(ε) практически совпадает с верхним рав-
новесием и медленно уменьшается. При дальнейшем увеличении шума функ-
ция m(ε) скачком перемещается вниз от верхнего равновесия к нижнему и
остается вблизи этого нижнего равновесия, медленно уменьшаясь. Заметим,
что этот переход к нижнему равновесию наблюдается вблизи точки бифур-
кации ε1. Таким образом, равновесия уравнения (3.3.8) адекватно описывают
значения m(ε). Точка ε1 хорошо локализует скачок функции m(ε), а функция
y1(ε) дает хорошее приближение y-координаты "фантомного"аттрактора для
ε > ε1.

Рис. 3.3.18 – Графики y1 и ε1 по параметру a для µ = 0.4 (зеленый), µ = 0.5 (синий),
µ = 0.6 (красный).

Чтобы найти ε1 и y1 = y1(ε1) для фиксированных a и µ, нужно решить
следующую систему 

µ+ y − y3 =
ε2

2(a− y)
,

1− 3y2 =
ε2

2(a− y)2
.

Второе уравнение отражает тот факт, что ε1 является точкой касательной
(седло-узловой) бифуркации. Из этой системы следует, что

4y3 − 3ay2 − 2y + a− µ = 0, (3.3.9)

и y1 является меньшим корнем уравнения (3.3.9). Следовательно,

ε1 =
√

2(µ+ y1 − y3
1)(a− y1).



154

Графики функций ε1(a) и y1(a) представлены на рис. 3.3.18 для трех значений
параметра µ.

Таким образом, бифуркационный анализ уравнения (3.3.8), полученно-
го путем усреднения по быстрой переменной x, позволяет провести полное
параметрическое описание явления генерации «фантомного» стохастического
аттрактора.

Представленные в разделе 3.3 результаты по анализу стохастической воз-
будимости в дискретных системах с касательной бифуркацией опубликованы
в [200], в непрерывных системах вблизи бифуркации Хопфа – в [191], по ге-
нерации фантомного аттрактора – в [217]. Отметим, что явление стохастиче-
ской генерации фантомного аттрактора было также обнаружено и исследовано
в моделях популяционной и вулканической динамики. Результаты исследова-
ний этого явления опубликованы в работах автора диссертации: по модели
Траскотт-Бриндли, описывающей динамику фито- и зоопланктона, в [235]; по
трехмерной модели вулканической активности в [284].

В моделях с дискретным временем явление стохастической возбудимо-
сти было также обнаружено в зоне других бифуркаций. Вблизи бифуркации
кризиса это явление исследовалось в работе [264]. В зоне бифуркации
Неймарка-Сакера результаты анализа этого явления опубликованы в ра-
ботах [232, 233] автора диссертации и описаны в разделе 5.4.1 на примере
двумерной нейронной модели Рулькова.

Наряду с представленными в главе 3 стохастическими феноменами, мож-
но отметить еще одно индуцированное шумом явление расщепления стоха-
стического цикла. Результаты анализа этого явления опубликованы в рабо-
тах [235,285] автора диссертации и описано в разделе 5.5.3 на примере модели
Траскотт-Бриндли со слабым Олли эффектом.
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Глава 4. Управление стохастическими
системами

Во многих естественно-научных и технических задачах возникает необ-
ходимость изменения вероятностных свойств динамических режимов систем,
находящихся под воздействием случайных возмущений. Такая корректировка
динамики стохастических систем приводит к задачам управления и стабили-
зации. В данной главе представлена теория синтеза желаемых стохастических
режимов нелинейных систем с дискретным и непрерывным временем. Эта тео-
рия основана на идее управления стохастической чувствительностью и конфи-
гурацией доверительных областей, методы анализа которых представлены в
предыдущих главах.

4.1. Синтез стохастических режимов в дискретных
системах

В данном разделе представлена теория синтеза наперед заданных стоха-
стических режимов в системах с дискретным временем в условиях полной и
неполной информации.

4.1.1. Управление стохастической чувствительностью равновесий

Рассмотрим управляемую детерминированную систему

xt+1 = f(xt, ut), x, f ∈ Rn, u ∈ Rl, (4.1.1)

задаваемую достаточно гладкой вектор-функцией f(x, u), зависящей от век-
тора управляющих параметров u.

Будем исходить из того, что система (4.1.1) при u = 0 имеет равновесие
xt ≡ x̄. Устойчивость x̄ не предполагается.

Рассмотрим случай полной информации, когда множество U допусти-
мых управлений формируется при помощи обратных связей u = u(x). При
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этом предполагается, что достаточно гладкие функции u(x) удовлетворяют
условию

u(x̄) = 0 (4.1.2)

и гарантируют экспоненциальную устойчивость равновесия x̄ для замкнутой
системы

xt+1 = f(xt, u(xt)). (4.1.3)

Условие (4.1.2) означает, что xt ≡ x̄ остается равновесием системы (4.1.1)
при всех допустимых управлениях.

Необходимым и достаточным условием экспоненциальной устойчивости
равновесия x̄ для нелинейной системы (4.1.3) является экспоненциальная
устойчивость решения zt ≡ 0 системы первого приближения для малых от-
клонений zt = xt − x̄

zt+1 = (A+BK)zt, (4.1.4)

где

A =
∂f

∂x
(x̄, 0), B =

∂f

∂u
(x̄, 0), K =

∂u

∂x
(x̄).

Рассмотрим множество матриц K = {K ∈ Rl×n, ρ(A+ BK) < 1}, для
которых система (4.1.4) является экспоненциально устойчивой. Здесь ρ(A) –
спектральный радиус матрицы A.

Будем предполагать, что множество K непусто (пара (A,B) – стабили-
зируема) [286]).

Рассмотрим теперь соответствующую (4.1.1) стохастически возмущен-
ную систему

xt+1 = f(xt, ut) + εσ(xt, ut)ξt, x, f ∈ Rn, u ∈ Rl, ξ ∈ Rm, σ ∈ Rn×m.

(4.1.5)
Здесь σ(x, u) – достаточно гладкая n×m- матричная функция, характеризу-
ющая зависимость возмущений от состояния и управления, ξt – стандартный
некоррелированный дискретный случайный процесс с параметрами

Eξt = 0, Eξtξ
>
t = I, Eξtξ

>
k = 0 (t 6= k),

ε – скалярный параметр интенсивности возмущений.
В замкнутой стохастической системе

xt+1 = f(xt, u(xt)) + εσ(xt, u(xt))ξt, (4.1.6)

при каждом u ∈ U матрица стохастической чувствительности W устойчивого
равновесия x̄ удовлетворяет уравнению (см. п. 1.1.2)

W = (A+BK)W (A+BK)> + S, S = GG>, G = σ(x̄, 0). (4.1.7)
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Вследствие того, что u ∈ U, матрица K ∈ K. При любом K ∈ K уравнение
(4.1.7) имеет единственное решение.

Матрица W стохастической чувствительности равновесия x̄ системы

(4.1.6) зависит лишь от локальных характеристик K =
∂u

∂x
(x̄) обратной связи

u(x), поэтому, не теряя общности, можно ограничиться классом управлений
вида

u(x) = K(x− x̄), (4.1.8)

так как возможные дополнительные нелинейные члены в управлении не вли-
яют на стохастическую чувствительность.

В этих обстоятельствах представляет интерес задача управления стоха-
стической чувствительностью равновесия x̄ в замкнутой системе (4.1.6), (4.1.8).

Рассмотрим множество допустимых матриц стохастической чувствитель-
ности M, состоящее из симметрических положительно определенных n × n-
матриц:

M = {M ∈ Rn×n|M � 0}.
В случае невырожденных шумов (rankG = n), при любом K ∈ K решение
WK уравнения (4.1.7) принадлежит M. Требование невырожденности шумов
можно ослабить: условие WK ∈ M будет выполняться (см., например, [286]),
если потребовать для K ∈ K управляемость пары (A+BK,G).

Таким образом, задача синтеза заданной стохастической чувствительно-
сти может быть формализована следующим образом.

Задача. Для заданной матрицы W̄ ∈ M требуется подобрать такую
матрицу K ∈ K, чтобы матрица WK – решение уравнения (4.1.7) – удовле-
творяла равенству

WK = W̄ . (4.1.9)

Решение этой задачи предполагает отыскание подходящей матрицы обратной
связи K в регуляторе (4.1.8).

Поставленная задача задача разрешима не всегда. Действительно, да-
леко не всякую матрицу W̄ из M можно с помощью регулятора (4.1.8) сде-
лать матрицей стохастической чувствительности равновесия x̄. Здесь возника-
ет необходимость введения понятия достижимости.

Определение 4.1. Если элемент W̄ ∈M при некотором K ∈ K удовле-
творяет равенству (4.1.9), то W̄ называется достижимым в системе (4.1.6) с
регулятором (4.1.8).

Определение 4.2. Множество всех достижимых элементов

W = {W̄ ∈M | ∃K ∈ K WK = W̄}
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называется множеством достижимости замкнутой системы (4.1.6), (4.1.8).
Перейдем к описанию множества достижимости. Из уравнения (4.1.7)

следует, что WK � S при любых A,B и K (напомним, что в соотношении Q �
P знак� означает, что матрицаQ−P является неотрицательно определенной).
Это означает, что

W ⊆MS, (4.1.10)

где MS = {V ∈M |V � S}.
Выясним, при каких условиях множество достижимости W совпадает с

MS. Ответ на этот вопрос существенно зависит от ранга матрицы B.

Случай rankB = n

Теорема 4.1. Пусть шумы в системе (4.1.5) не вырождены (S � 0).
Если матрица B является квадратной и невырожденной ( rankB = n = l), то
W = MS. При этом для любой матрицы W̄ ∈ MS уравнение (4.1.7) имеет
решение

K = B−1
[(
W̄ − S

) 1
2 U> W̄− 1

2 − A
]
∈ K, (4.1.11)

где U – произвольная ортогональная матрица размера n× n.
Доказательство.
Рассмотрим произвольный элемент W̄ ∈ MS. Запишем уравнение

(4.1.7) в виде
(A+BK)W̄ (A+BK)> = W̄ − S. (4.1.12)

Для положительно определенной матрицы W̄ и неотрицательно определенной
матрицы W̄ − S можно найти положительно определенную матрицу V = W̄

1
2

и неотрицательно определенную матрицу Q = (W̄ − S)
1
2 , для которых спра-

ведливы разложения

W̄ = V V >, W̄ − S = QQ>. (4.1.13)

С помощью этих разложений уравнение (4.1.12) можно записать в виде систе-
мы двух матричных уравнений

XX> = QQ>, (4.1.14)

(A+BK)V = X (4.1.15)

для неизвестных матриц X и K.
Множество решений уравнения (4.1.14) можно записать [287] в виде

X = QU>, (4.1.16)
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где U – произвольная ортогональная n×n-матрица. То, что X из (4.1.15) есть
решение, легко проверить подстановкой в (4.1.14) с учетом свойства U>U = I

ортогональных матриц.
Подставляя X из (4.1.16) в (4.1.15), получаем

(A+BK)V = QU>,

откуда с учетом невырожденности B следует явная формула для матрицы
обратной связи

K = B−1
[
QU>V −1 − A

]
. (4.1.17)

Подставляя в (4.1.17) V = W̄
1
2 и Q = (W̄ − S)

1
2 , получаем (4.1.11).

Поскольку найденные матрицы K удовлетворяют исходному уравнению
(4.1.7) с положительно определенными матрицами W = W̄ и S, то спектраль-
ный радиус ρ (A + BK) < 1 и, следовательно, K ∈ K. Таким образом, в
условиях теоремы, произвольно выбранный элемент W̄ из MS принадлежит
множеству достижимости W. Теорема доказана.

Замечание 4.1. Если мы хотим подобрать параметры регулятора так,
чтобы стохастическая чувствительность равновесия x̄ системы (4.1.6), (4.1.8)
была минимальной среди всех возможных, следует взять в качестве W̄ мини-
мальный элемент в W. В условиях теоремы таковым является W̄ = S. В этом
случае по формуле (4.1.11) матрица обратной связи находится единственным
образом K = −B−1A.

Замечание 4.2. Количественной мерой затрат на управление может
служить квадратичный функционал J = E(u>Ru), где R – симметрическая
положительно определенная (l×l)-матрица. В рассматриваемой задаче синтеза
желаемой матрицы стохастической чувствительности W̄ у системы (4.1.6) с
регулятором (4.1.8) для J справедливо параметрическое представление

J(K) = ε2tr(K>RKW̄ ). (4.1.18)

В случае, когда решение задачи синтеза не является единственным, есте-
ственно перейти к задаче оптимального управления с критерием
J(K)→ min. При этом построение оптимального регулятора сводится к задаче
минимизации критерия (4.1.18) с квадратичными ограничениями (4.1.7).

Скалярный случай
При n = 1 коэффициент k обратной связи регулятора u = k(x − x̄),

решающего задачу синтеза системы с наперед заданной стохастической чув-
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ствительностью w̄ равновесия x̄, выражается формулой

k =
1

b

(
−a±

√
1− s

w̄

)
.

Здесь a = f ′x(x̄, 0), b = f ′u(x̄, 0), s = σ2(x̄, 0). Неединственность выбора
параметров регулятора, в общем случае связанная с присутствием в формуле
(4.1.17) произвольной ортогональной матрицы, здесь, в скалярном случае,
приводит к двум возможным значениям коэффициента k. При минимально
допустимом значении стохастической чувствительности w̄ = s решение задачи
управления единственно: k = −a

b
. При w̄ > s из двух возможных значений k,

минимизируя критерий J = E(u2) = ε2k2w̄, разумно выбирать наименьший по
модулю.

Случай rankB < n

Здесь потребуются некоторые дополнительные построения, так как мно-
жество достижимости W уже не совпадает с MS.

Рассмотрим в Rn линейное подпространство B1 =< b1, ..., bl >, натяну-
тое на вектор-столбцы b1, ..., bl матрицы B , и его ортогональное дополнение
B2. Обозначим через P1 и P2 проекторы на B1 и B2. Отметим их некоторые
свойства:

P1B = B, B>P1 = B>, P2B = 0, B>P2 = 0, P1 = BB+,

P1 + P2 = I, P 2
1 = P1, P 2

2 = P2, P>1 = P1, P>2 = P2.
(4.1.19)

Здесь знак + означает псевдообращение.

Теорема 4.2.
Пусть rankB < n и шумы в системе (4.1.5) не вырождены (S � 0).

Элемент W̄ ∈MS является достижимым тогда и только тогда, когда матрица
W̄ является решением уравнения

P2AW̄A>P2 = P2(W̄ − S)P2. (4.1.20)

При этом уравнение (4.1.7) для матрицы K имеет решение

K = B+
[
Q U>V −1 − A

]
∈ K, (4.1.21)

где Q и V – матрицы разложения (4.1.13), U – произвольная ортогональная
n× n-матрица, удовлетворяющая уравнению

P2AV = P2QU
>. (4.1.22)
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Доказательство. Необходимость. Пусть rankB < n. Это означает,
что проектор P2 = I − BB+ 6= 0. Умножая уравнение (4.1.12) слева и справа
на P2, с учетом P2B = 0, B>P2 = 0 (см. (4.1.19)), получаем соотношение
(4.1.20).

Достаточность. Из (4.1.20) и разложения (4.1.13) следует, что

P2AV V
>A>P2 = P2QQ

>P2. (4.1.23)

Равенство (4.1.23) влечет (4.1.22) при некоторой ортогональной матрице U .
Благодаря (4.1.22), для матрицы K из (4.1.21), справедливы равенства:

BK = BB+
[
Q U>V −1 − A

]
= P1

[
Q U>V −1 − A

]
=

= (I − P2)
[
Q U>V −1 − A

]
=
[
Q U>V −1 − A

]
,

(A+BK)V = QU>. (4.1.24)

Из равенства (4.1.24) следует, что матрицаK удовлетворяет уравнению (4.1.7).
Как видно из этого доказательства, матрица K из (4.1.21) является решени-
ем (4.1.7) при любой ортогональной матрице U , удовлетворяющей условию
(4.1.22). Теорема доказана.

Лемма 4.1. В случае, когда rankB < n и шумы в системе (4.1.5) не
вырождены (S � 0), множество достижимости W не совпадает с MS: W 6=
MS.

Доказательство. Предположим противное. Пусть имеет место равен-
ство W = MS. В этом случае элементы W̄1 = S ∈ MS , W̄2 = 2S ∈ MS

должны быть достижимы. Тогда для W̄1 из условия (4.1.20) следует равенство

P2ASA
>P2 = 0. (4.1.25)

Из (4.1.25) в условиях S � 0 вытекает равенство

P2A = 0. (4.1.26)

С другой стороны для W̄2 из условия достижимости (4.1.20) получим

2P2ASA
>P2 = P2SP2. (4.1.27)

Левая часть равенства (4.1.27) в силу (4.1.26) равна нулю, а правая, в силу
S � 0, не равна нулю. Полученное противоречие доказывает, что хотя бы один
элемент из пары W̄1, W̄2 не является достижимым. Таким образом, W 6= MS.
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Представленные здесь общие теоретические результаты по синтезу стохасти-
ческой чувствительности равновесия опубликованы в работах [190,201] автора
диссертации.
Пример. Управление стохастической чувствительностью равновесия
системы с квадратичным отображением

Рассмотрим стохастическую систему с квадратичным отображением

xt+1 = µxt(1− xt) + ut + εξt, 2 ≤ µ ≤ 4 (4.1.28)

где ut – управление, ξt – некоррелированные случайные величины с парамет-
рами Eξt = 0, Eξ2

t = 1, а ε – интенсивность шума.

Рис. 4.1.1 – Дисперсия случайных состояний системы с квадратичным отображением при
ε = 0.01 без управления (кружки) и с управлением, формирующим стохастическую

чувствительность w̄ = 1 (звездочки).

При u = 0 в отсутствие случайных возмущений (ε = 0) детерминирован-
ная модель (4.1.28) имеет равновесие x̄(µ) = 1 − 1

µ . На интервале 2 ≤ µ ≤ 3

это равновесие устойчиво. При переходе параметра µ через бифуркационное
значение µ∗ = 3 в зону 3 < µ ≤ 4 это равновесие теряет устойчивость и в систе-
ме наблюдаются другие типы динамики. На интервале (3, 3.5699) происходят
бифуркации удвоения периода, аттракторами системы являются циклы крат-
ности 2n (n = 1, 2, 3, ...), а на интервале (3.5699, 4) зоны порядка чередуются с
зонами хаоса.

При u = 0 под действием случайных возмущений решения, стартующие
с равновесия x̄, формируют некоторое распределение. Дисперсия D(µ) этого
распределения при ε = 0.01 представлена кружками на рис. 4.1.1.

Как видим, с ростом параметра µ функция D(µ) монотонно возрастает
на три порядка. При этом наиболее быстрый рост наблюдается вблизи точки
µ∗ = 3, где равновесие x̄(µ) становится неустойчивым. Решения стохастической
системы с квадратичным отображением при u = 0, ε = 0.01 показаны серым
цветом на рис. 4.1.1а для µ = 3.2 и на рис. 4.1.1б для µ = 3.85.
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Рис. 4.1.2 – Решения стохастической системы с квадратичным отображением при ε = 0.01

без управления (серый цвет) и с управлением, формирующим стохастическую
чувствительность w̄ = 1 (черный цвет), для а) µ = 3.2, б) µ = 3.85.

При u = 0 стохастическая чувствительность равновесия x̄(µ) существен-
но зависит от параметра µ:

w(µ) =
1

1− (2− µ)2
.

При µ = 2 стохастическая чувствительность минимальна: w = 1. При увели-
чении µ функция w(µ) монотонно возрастает, что и объясняет рост дисперсии
на интервале 2 ≤ µ < 3.

Выбор управления диктуется требованием обеспечить устойчивость рав-
новесия x̄(µ) на всем интервале 2 ≤ µ ≤ 4 и минимизировать дисперсию
случайных состояний вокруг него.

Для формирования управления будем использовать регулятор

u(x) = k(x− x̄). (4.1.29)

Множество допустимых значений коэффициента k, при которых равновесие
x̄(µ) экспоненциально устойчиво в детерминированной системе (4.1.28),(4.1.29)
при ε = 0, удовлетворяет неравенству µ − 3 < k < µ − 1. При этом стохасти-
ческая чувствительность этого равновесия в стохастической системе (4.1.28) с
управлением (4.1.29) имеет вид

w(µ, k) =
1

1− (2− µ+ k)2
.

Зададим требуемую чувствительность w̄. Условие допустимости в данном при-
мере означает, что w̄ ≥ 1. Из уравнения w(µ, k) = w̄ находим два значения
коэффициента обратной связи

k = µ− 2±
√

1− 1

w̄
.
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Для того, чтобы минимизировать дисперсию, выберем минимально воз-
можное значение w̄ = 1. Тогда коэффициент обратной связи находится одно-
значно: k = µ−2. Возможности управления разбросом случайных траекторий
рассматриваемой стохастически возмущенной системы с шумом интенсивности
ε = 0.01 иллюстрируются на рис. 4.1.1, 4.1.2.

На рис. 4.1.1 звездочками показана дисперсия случайных состояний си-
стемы (4.1.28),(4.1.29) при ε = 0.01 и k = µ − 2. На рис. 4.1.2 приведены
черным цветом решения системы (4.1.28) с управлением (4.1.29) при µ = 3.2 и
µ = 3.85. Как видим, использование регулятора, синтезирующего минималь-
ную чувствительность, позволяет не только сделать равновесие x̄(µ) устой-
чивым на всем интервале 2 ≤ µ ≤ 4, но и существенно уменьшить разброс
случайных состояний.

На рис. 4.1.3 изображены случайные состояния управляемой системы
для 2 ≤ µ ≤ 4 при двух значениях интенсивности шума ε = 0.001 и ε = 0.01.

Как видно, построенный регулятор обеспечивает структурную стабилизацию
во всем диапазоне изменения параметра µ.

Рис. 4.1.3 – Случайные состояния системы (4.1.28) с регулятором (4.1.29), синтезирующим
стохастическую чувствительность w̄ = 1 при а) ε = 0.001, б) ε = 0.01.

Количественной мерой затрат на управление может служить величина

J(u) = E(u2).

В данном примере J = ε2k2w. При w̄ = 1 имеем J = ε2(µ − 2)2. При µ =

2 стохастическая чувствительность и без управления принимает минимально
возможное значение w̄ = 1, поэтому u = 0 и, как следствие, J = 0. С ростом
параметра µ расходы на управление, гарантирующее постоянный минимально
возможный уровень чувствительности равновесия, монотонно растут.
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4.1.2. Анализ достижимости в двумерных системах

Рассмотрим детали анализа достижимости наперед заданной матрицы
стохастической чувствительности в двумерном случае (n = 2). Благодаря сим-
метричности матриц W и S, имеем

A =

[
a11 a12

a21 a22

]
, W =

[
w11 w12

w12 w22

]
, S =

[
s11 s12

s12 s22

]
,

где

a11 =
∂f1

∂x1
(x̄), a12 =

∂f1

∂x2
(x̄),

a21 =
∂f2

∂x1
(x̄), a22 =

∂f2

∂x2
(x̄).

Рассмотрим сначала случай, когда в системе (4.1.6), (4.1.8) 2×2-матрица
B является невырожденной: rankB = 2. В этом случае по Теореме 4.1 множе-
ство достижимых матриц W совпадает с множеством MS. В рассматриваемом
здесь двумерном случае элементы достижимых матрицW должны удовлетво-
рять системе трех неравенств:

w11 ≥ s11, w22 ≥ s22,

(w11 − s11)(w22 − s22) ≥ (w12 − s12)
2.

(4.1.30)

При w12 = s12 условия достижимости для диагональных элементов мат-
рицы W задаются неравенствами w11 ≥ s11, w22 ≥ s22.

При w12 6= s12, множество достижимости задается как

w11 > s11, w22 ≥ s22 +
(w12 − s12)

2

w11 − s11
.

Геометрически это означает, что область достижимости ограничена снизу со-
ответствующей гиперболой. Заметим, что здесь недиагональный элемент w12

достижимой матрицы W можно выбрать произвольно, но достижимые диа-
гональные элементы w11, w22 должны удовлетворять указанным выше нера-
венствам. Эти неравенства дают широкую свободу выбора элементов матрицы
W . В проблеме подавления стохастических колебаний большой амплитуды ра-
зумно использовать регулятор, обеспечивающий минимальные значения сто-
хастической чувствительности. В рассматриваемом случае эти значения равны
w11 = s11, w12 = s12, w22 = s22.

Рассмотрим теперь случай, когда матрица B имеет размерность 2× 1 и

ранг rankB = 1. Не теряя общности, можно положить B =

[
0

1

]
. В этом слу-

чае множество достижимости уменьшается: из (4.1.20) следует дополнительное
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ограничение

(a2
11 − 1)w11 + 2a11a12w12 + a2

12w22 + s11 = 0. (4.1.31)

Здесь пара (A,B) полностью управляема тогда и только тогда, когда

rank[B,AB] = rank

[
0 a12

1 a22

]
= 2.

Это условие выполняется при a12 6= 0.

Рассмотрим два подслучая.
1) a12 6= 0, a11 6= 0.

Из (4.1.31) следует, что

w12 =
(1− a2

11)w11 − a2
12w22 − s11

2a11a12
. (4.1.32)

Подставляя w12 в (4.1.30), получим

w11 ≥ s11, w22 ≥ s22,

w2
22 + p(w11)w22 + q(w11) ≤ 0,

(4.1.33)

где

p(w11) =
−2
[
(1 + a2

11)w11 − (1 + 2a2
11)s11 − 2a11a12s12

]
a2

12

,

q(w11) =
s2

11 + 4a2
11a

2
12(s

2
12 − s11s22) + 4a11a12s11s12

a4
12

.

Система (4.1.33) задает условия достижимости для диагональных элементов
w11, w22 матрицы W . Для любой достижимой пары w11, w22 недиагональный
элемент w12 однозначно находится из (4.1.32).

2) a12 6= 0, a11 = 0.

Из (4.1.31) следует, что

w22 =
w11 − s11

a2
12

. (4.1.34)

Подставляя w22 в (4.1.30), имеем

w11 ≥ s11,

w2
11 − (2s11 + a2

12s22)w11+

+s11(s11 + a2
12s22) ≥ a2

12(w12 − s12)
2.

(4.1.35)

Здесь для любого w12 можно найти достижимые значения w11 из (4.1.35) и w22

из (4.1.34).
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Рассмотрим случай a12 = 0, когда пара (A,B) не является полностью
управляемой. Из условия стабилизируемости следует неравенство a2

11 < 1. Из
(4.1.30),(4.1.31) следует, что

w11 =
s11

1− a2
11

, w22 ≥ s22 +
(w12 − s12)

2(1− a2
11)

s11a2
11

.

Среди достижимых w22, минимальным является w22 = s22 для w12 = s12.

Конструктивные возможности этого анализа достижимости продемон-
стрируем на примере системы Эно.

Пример
Рассмотрим систему Эно со случайными возмущениями

xt+1 = 1− µx2
t − 0.5yt + εσ1ξt ,

yt+1 = xt + εσ2νt, 1 ≤ µ ≤ 2.4 ,
(4.1.36)

где ξt, νt – последовательности независимых гауссовских процессов с парамет-
рами Eξt = Eνt = 0, Eξ2

t = 1, Eν2
t = 1, Eξtνt = 0, а ε – скалярный параметр

интенсивности шума.
Соответствующая детерминированная система (4.1.36) с (ε = 0) имеет

равновесие (x̄, ȳ), где

x̄ = ȳ =

√
9 + 16µ− 3

4µ
.

Устойчивость равновесия определяется критерием ρ(A) < 1. Для модели Эно

A =

[
a −0.5

1 0

]
,

с a = −2µx̄ = (3 −
√

9 + 16µ)/2. Собственные числа матрицы A являются
решениями следующего уравнения

λ2 +
1

2
(
√

9 + 16µ− 3)λ+
1

2
= 0.

Здесь критерий устойчивости равновесия (x̄, ȳ) дает неравенство

µ < µ∗ =
27

16
= 1.6875.

При µ ∈ [1, 1.6875) это равновесие является экспоненциально устойчи-
вым. При переходе параметра µ через бифуркационное значение µ∗ = 1.6875

это равновесие становится неустойчивым. На интервале (1.6875, 2.5] система
Эно демонстрирует как периодические, так и хаотические осцилляции.
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Рассмотрим в деталях анализ достижимости для системы Эно при раз-
ных вариантах управления. Сначала рассмотрим систему Эно с двумя управ-
ляющими входами u1, u2 (Управление I). Затем рассмотрим случай, когда
управление u1 входит только в первое уравнение (Управление II). Третий вари-
ант – управление u2 входит только во второе уравнение (Управление III). Эти
три случая позволяют прояснить основные положения представленной выше
теории и показать конструктивные возможности ее приложений.

Управление I
Рассмотрим стохастическую систему

xt+1 = 1− µx2
t − 0.5yt + u1,t + εσ1ξt ,

yt+1 = xt + u2,t + εσ2νt
(4.1.37)

с двумя управлениями u1,t, u2,t.
Целью управления является обеспечение устойчивости равновесий (x̄, ȳ)

на всем интервале 1 ≤ µ ≤ 2.4 и синтез наперед заданной матрицы стохасти-
ческой чувствительности W . Будем использовать регулятор

u1 = k11(x− x̄) + k12(y − ȳ)

u2 = k21(x− x̄) + k22(y − ȳ)
. (4.1.38)

Здесь матрица B является единичной 2 × 2-матрицей и имеет полный ранг,
равный двум. По Теореме 4.1 для системы (4.1.37), (4.1.38) элементы достижи-
мых матриц W ограничены неравенствами (4.1.30). Множества достижимости
для случаев w12 = 0 и w12 6= 0 представлены заштрихованными областями на
рис. 4.1.4а, рис. 4.1.4б, соответственно.

Рис. 4.1.4 – Области достижимости для а) w12 = 0, б) w12 6= 0: в системе (4.1.37)
заштрихованная область, в системе (4.1.39) – пунктирная линия.

Положим w12 = 0. Тогда элементы w11, w22 достижимых матрицW огра-
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ничены неравенствами

w11 ≥ s11, w22 ≥ s22, s11 = σ2
1, s22 = σ2

2.

Как следует из (4.1.11), коэффициенты регулятора (4.1.38), обеспечивающего
требуемые значения w11 ≥ s11, w12 = 0 , w22 ≥ s22 матрицы стохастической
чувствительности, могут быть найдены по формулам

k11 =

√
1− s11

w11
− a , k12 = 0.5 ,

k21 = −1 , k22 =

√
1− s22

w22
.

Здесь матрица U в (4.1.11) была выбрана единичной. Возможности этого регу-
лятора формировать разброс случайных состояний различных пространствен-
ных конфигураций показаны на рис. 4.1.5 для σ1 = σ2 = 1.

Рис. 4.1.5 – Случайные состояния и доверительные эллипсы стохастической системы
(4.1.37), (4.1.38) при µ = 1.6, ε = 0.001, s11 = s22 = 1, доверительной вероятности P = 0.95

и регуляторе, синтезирующем различные матрицы стохастической чувствительности с
элементами: а) w11 = 1, w22 = 1, w12 = 0; б) w11 = 10, w22 = 1, w12 = 0; в)

w11 = 1, w22 = 10, w12 = 0; г) w11 = 10, w22 = 10, w12 = 9.
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Отметим, что при W 6= S матрица K коэффициентов регулятора в
(4.1.11) зависит от выбора ортогональной матрицы U . Пусть W = 2S. Тогда
для системы (4.1.37) с σ1 = σ2 = 1 имеем

W =

[
2 0

0 2

]
, W

1
2 =

[ √
2 0

0
√

2

]
,

(W − S)
1
2 =

[
1 0

0 1

]
, U =

[
cosϕ − sinϕ

sinϕ cosϕ

]
.

Здесь U = U(ϕ) – однопараметрическое семейство ортогональных 2×2-матриц.
Тогда матрицы K, синтезирующие заданную матрицу W , также составляют
однопараметрическое семейство:

K(ϕ) =

[ √
2

2 cosϕ+ 2µx̄
√

2
2 sinϕ+ 1

2

−
√

2
2 sinϕ− 1

√
2

2 cosϕ

]
.

Функция затрат J = Eu2 имеет вид

J(ϕ) = ε2tr(K>KW ) =

= ε2

[
4
√

2µx̄ cosϕ+ 3
√

2 sinϕ+ 8µ2x̄2 +
9

2

]
.

Эта функция принимает минимальное значение

J0 = ε2
(

4.5 + 8µ2x̄2 −
√

18 + 32µ2x̄2
)

при ϕ0 = arctg
3

4µx̄
.

Управление II
Рассмотрим теперь стохастическую систему Эно

xt+1 = 1− µx2
t − 0.5yt + u1,t + εσ1ξt ,

yt+1 = xt + εσ2νt
(4.1.39)

с одним управлением u1,t.
В этом случае

B =

[
1

0

]
, rank[B,AB] = rank

[
1 −2µx̄

0 1

]
= 2,

поэтому пара (A,B) полностью управляема.
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Будем использовать регулятор

u1 = k11(x− x̄) + k12(y − ȳ) . (4.1.40)

Для системы (4.1.39), (4.1.40)

B+ =
[

1 0
]
, BB+ =

[
1 0

0 0

]
,

P2 = I −BB+ =

[
0 0

0 1

]
.

Поскольку rank(B) < 2, то в анализе достижимости и построении управления
будем использовать Теорему 4.2.

Из условия достижимости (4.1.20) следует, что элементы матрицы W

стохастической чувствительности должны удовлетворять системе

w11 ≥ s11, (w11 − s11)(w22 − s22) ≥ w2
12,

w22 = w11 + s22.
(4.1.41)

Множества достижимости системы (4.1.39), (4.1.40) для случаев w12 = 0 и
w12 6= 0 представлены пунктирами на рис. 4.1.4а, рис. 4.1.4б, соответственно.
Как видим, для системы с одним управляющим входом, в условиях (4.1.41),
множество достижимости существенно меньше, чем в случае системы с дву-
мя управляющими входами. Отметим, что здесь множества достижимости не
зависят от параметра µ.

Положим w12 = 0. Тогда элементы w11, w22 достижимых матрицW огра-
ничены условиями

w11 ≥ s11, w22 = w11 + s22.

Здесь

W
1
2 =

[ √
w11 0

0
√
w11 + s22

]
,

(W − S)
1
2 =

[ √
w11 − s11 0

0
√
w11

]
.

Теперь мы должны найти ортогональную 2× 2-матрицу U , удовлетворяющую
условию (4.1.22). Пусть

U =

[
cosϕ − sinϕ

sinϕ cosϕ

]
.
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Тогда

P2AW
1
2 =

[
0 0
√
w11 0

]
,

P2(W − S)
1
2U> =

[
0 0

√
w11 sinϕ

√
w11 cosϕ

]
.

Из (4.1.22) следует, что sinϕ = 1, cosϕ = 0, поэтому ортогональная матрица
U однозначно находится:

U =

[
0 −1

1 0

]
.

Используя эту матрицу в (4.1.21), находим коэффициенты

k11 = 2µx̄ , k12 = 0.5−
√
w11 − s11

w11 + s22
(4.1.42)

регулятора (4.1.40), обеспечивающего назначенную достижимую матрицу сто-
хастической чувствительности для системы (4.1.39).

Аналогичная конструктивная процедура позволяет найти коэффициен-
ты регулятора (4.1.40) для случая w12 6= 0.

Рис. 4.1.6 – Области достижимости для системы (4.1.43) с s11 = s22 = 1 для µ = 1.6

(точки), µ = 2 (пунктир), µ = 2.4 (сплошная).

Управление III
Рассмотрим стохастическую систему

xt+1 = 1− µx2
t − 0.5yt + εσ1ξt ,

yt+1 = xt + u2,t + εσ2νt
(4.1.43)

с одним управлением u2,t во втором уравнении.
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В этом случае

B =

[
0

1

]
, rank[B,AB] = rank

[
0 −0.5

1 0

]
= 2,

поэтому пара (A,B) полностью управляема.
Будем строить регулятор в форме обратной связи

u2 = k21(x− x̄) + k22(y − ȳ) . (4.1.44)

Для системы (4.1.43), (4.1.44)

B+ =
[

0 1
]
, BB+ =

[
0 0

0 1

]
,

P2 = I −BB+ =

[
1 0

0 0

]
.

Из условия достижимости (4.1.20) следуют ограничения на элементы матрицы
W стохастической чувствительности:

w11 ≥ s11, w22 ≥ s22,

(w11 − s11)(w22 − s22) ≥ w2
12, (4.1.45)

(a2(µ)− 1)w11 − a(µ)w12 + 0.25w22 + s22 = 0,

где a(µ) = −2µx̄(µ) = (3−
√

9 + 16µ)/2. Элемент w12 однозначно определяется
по элементам w11, w22:

w12 =
a2(µ)− 1

a(µ)
w11 +

1

4a(µ)
w22 +

s22

a(µ)
. (4.1.46)

Исключая w12 из (4.1.45), мы получаем следующее квадратное неравенство
для области достижимости:

w2
22 + 8[(2a2 + 1)s11 − (a2 + 1)w11]w22+

+16[(s11 + (a2 − 1)w11)
2 + a2s22(w11 − s11)] ≤ 0.

Здесь, в отличие от двух предыдущих случаев (Управление I, Управле-
ние II), область достижимости для w11, w22 существенно зависит от параметра
µ. Эта зависимость продемонстрирована на рис. 4.1.6, где границы областей
достижимости построены для различных значений µ = 1.6 (точками), µ = 2
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Рис. 4.1.7 – Случайные состояния системы Эно при ε = 0.005, s11 = s22 = 1, p = 0.95 без
управления (серый) и с управлением (черный) (4.1.43), синтезирующим матрицы

стохастической чувствительности: а) w11 = 4.5, w22 = 40, w12 = −11.48 для µ = 2; б)
w11 = 6, w22 = 50, w12 = 15.52 для µ = 2.4.

(пунктиром), µ = 2.4 (сплошной). Соответствующие области достижимости
располагаются справа от границ.

Обсудив вопросы достижимости, перейдем теперь к задаче подавления
стохастических большеамплитудных колебаний методом управления стохасти-
ческой чувствительностью. Такие большеамплитудные колебания в системе
Эно без управления (4.1.36) с ε = 0.005, s11 = s22 = 1 показаны серым цветом
для µ = 2 на рис. 4.1.7а и µ = 2.4 на рис. 4.1.7б.

Чтобы подавить стохастические колебания большой амплитуды в систе-
ме (4.1.36) при µ = 2, мы перейдем к системе (4.1.43) с управлением, фор-
мируемым регулятором (4.1.44). Этот регулятор должен стабилизировать рав-
новесие (x̄, ȳ) и обеспечить малую стохастическую чувствительность. Поло-
жим w11 = 4.5, w22 = 40. Эти значения лежат в области достижимости (см.
рис. 4.1.6). Из (4.1.45) следует, что w12 = −11.48. Используя (4.1.21), (4.1.22)
для синтеза этой матрицы стохастической чувствительности, построим регу-
лятор (4.1.44) с коэффициентами обратной связи k21 = 4.622, k22 = 1.467.

Этот регулятор обеспечивает колебания малой амплитуды вблизи устойчивого
равновесия (x̄, ȳ) (см. рис. 4.1.7а, рис. 4.1.8а).

Чтобы подавить хаотические колебания в системе (4.1.36) при µ = 2.4,
положим w11 = 6, w22 = 50. Эти значения принадлежат соответствующей
области достижимости (см. рис. 4.1.6). Из (4.1.45) следует, что w12 = −15.52.
Тот же алгоритм, основанный на (4.1.21), (4.1.22), дает нам коэффициенты
обратной связи k21 = 4.752, k22 = 1.342. На рис. 4.1.7б, рис. 4.1.8б показано,
что регулятор (4.1.44) с этими коэффициентами успешно подавляет хаотиче-
ские колебания.
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Рис. 4.1.8 – Стабилизация стохастических осцилляций для того же набора параметров, что
и в рис. 4.1.7. Здесь показана x-координата случайной траектории. Управление включено

при t = 50.

Результаты, представленные в этом разделе опубликованы в работе [201]
автора диссертации.

4.1.3. Управление при неполной информации

Рассмотрим нелинейную дискретную стохастическую систему с управле-
нием

xt+1 = f(xt, ut, αt), αt = εξt, (4.1.47)

где x, f ∈ Rn, u ∈ Rl, α ∈ Rq. Здесь u – управление, α – случайное воз-
мущение, ξt – некоррелированный случайный процесс с параметрами Eξt =

0, Eξtξ
>
t = Π, где Π ∈ Rq×q – симметрическая положительно определенная

матрица, а ε – скалярный параметр интенсивности шума.
Предполагается, что соответствующая детерминированная система

(4.1.47) (с ε = 0 и u = 0) имеет равновесие x̄ : x̄ = f(x̄, 0, 0). Устойчивость x̄
не предполагается.

Рассмотрим случай, когда вся доступная информация содержится в век-
торе наблюдений vt:

vt = g(xt, βt), βt = εηt, (4.1.48)

где v, g ∈ Rm, и ηt ∈ Rr – некоррелированный случайный процесс с пара-
метрами Eηt = 0, Eηtη

>
t = H, и H ∈ Rr×r – симметрическая положительно

определенная матрица.
В этих обстоятельствах используется регулятор

ut = K [vt − v̄] , v̄ = g(x̄, 0), (4.1.49)
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где K ∈ Rl×m – постоянная матрица обратной связи.
Замкнутую систему (4.1.47)-(4.1.49) можно записать в виде:

xt+1 = f(xt, K [g(xt, εηt)− g(x̄, 0)] , εξt). (4.1.50)

Для отклонений решений xεt системы (4.1.50) от равновесия x̄ рассмотрим сле-
дующую асимптотику

zt = lim
ε→0

xεt − x̄
ε

и уравнение, задающее ее динамику:

zt+1 = (F +BKC) zt +BKϕηt + σξt. (4.1.51)

Здесь

F =
∂f

∂x
(x̄, 0, 0), B =

∂f

∂u
(x̄, 0, 0), C =

∂g

∂x
(x̄, 0),

ϕ =
∂g

∂β
(x̄, 0), σ =

∂f

∂α
(x̄, 0, 0).

Матрица вторых моментов Mt = E
(
ztz
>
t

)
является решением уравнения

Mt+1 = (F +BKC)Mt (F +BKC)> +BKΦK>B> + S, (4.1.52)

где
Φ = ϕHϕ>, S = σΠσ>.

Множество матриц K, обеспечивающих экспоненциальную устойчивость рав-
новесия x̄ замкнутой детерминированной системы (4.1.50) (с ε = 0) имеет вид

K = {K | ρ(F +BKC) < 1} , (4.1.53)

где ρ(A) – спектральный радиус матрицы A. Предполагается, что множество
K не пусто.

Уравнение (4.1.52) для K ∈ K имеет единственное устойчивое стацио-
нарное решение W , удовлетворяющее уравнению

W = (F +BKC)W (F +BKC)> +BKΦK>B> + S. (4.1.54)

Матрица W является матрицей стохастической чувствительности равновесия
x̄ системы (4.1.50).

Теперь задачу управления нелинейной стохастической системой (4.1.50)
можно рассматривать в терминах управления матрицей стохастической чув-
ствительностиW путем выбора матрицыK регулятора (4.1.49). Следуя логике
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и обозначениям п.4.1.1, обозначим черезWK решение (4.1.54) приK ∈ K и вве-
дем множество достижимости

W = {W ∈M | ∃K ∈ K WK = W}.

Определим матричные функции

G(W ) =
(
CWC> + Φ

) 1
2 ,

R(W ) = FWC>
(
CWC> + Φ

)−1
CWF> − FWF> − S +W.

Следующая теорема дает описание множеств достижимости и конструк-
тивные формулы для матрицы K, обеспечивающей назначенную матрицу
стохастической чувствительности W : W = WK .

Теорема 4.3. Пусть шумы в системе (4.1.47) и наблюдениях (4.1.48)
являются невырожденными (S � 0, Φ � 0).
(а) Если матрица B является квадратной и невырожденной ( rankB = n = l),
то

W = {W ∈ M |R(W ) � 0} ,

и для любой матрицы W ∈ W уравнение (4.1.54) имеет решение

K = B−1
(
R

1
2 (W )J − FWC>G−1(W )

)
G−1(W ) ∈ K; (4.1.55)

(б) Если rank(B) < n, то множество достижимости W задается соотношени-
ями

R(W ) � 0, P (FWF> + S −W )P = 0,

P
(
R

1
2 (W )J − FWC>G−1(W )

)
= 0,

и для любой матрицы W ∈ W уравнение (4.1.54) имеет решение

K = B+
(
R

1
2 (W )J − FWC>G−1(W )

)
G−1(W ) ∈ K. (4.1.56)

Здесь J – произвольная ортогональная n × n-матрица и P = I − BB+ –
матрица проектирования.

Доказательство
Перепишем уравнение (4.1.54) в виде

BK
(
CWC> + Φ

)
K>B>+BKCWF>+FWC>K>B>+FWF>+S−W = 0.

(4.1.57)
В силу Φ � 0, матрица CWC>+ Φ –невырожденная, а матрица G(W ) – поло-
жительно определенная (G(W ) � 0).
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Подстановка

N = BKG(W ), F1 = FWC>G−1(W ) (4.1.58)

преобразует (4.1.57) в уравнение

(N + F1)(N + F1)
> = R(W ). (4.1.59)

Неравенство
R(W ) � 0 (4.1.60)

является необходимым условием разрешимости уравнения (4.1.59).
При условии (4.1.60), квадратное уравнение (4.1.59)) эквивалентно [287]

следующему семейству линейных матричных уравнений:

N + F1 = R
1
2 (W )J, (4.1.61)

J – произвольная ортогональная n× n-матрица.
Из (4.1.58), (4.1.61) следует, что

BKG(W ) = R
1
2 (W )J − FWC>G−1(W ).

Таким образом, матрица K регулятора (4.1.49), синтезирующего матрицу сто-
хастической чувствительности W , удовлетворяет линейному уравнению

BK =
(
R

1
2 (W )J − FWC>G−1(W )

)
G−1(W ). (4.1.62)

Рассмотрим сначала случай а), когда матрица B – квадратная и невырожден-
ная ( rankB = n = l). Из (4.1.62) следует, что

K = B−1
(
R

1
2 (W )J − FWC>G−1(W )

)
G−1(W ) ∈ K.

Здесь множество достижимости имеет вид

W = {W ∈ M |R(W ) � 0} .

Случай а) доказан.
Рассмотрим теперь случай б), когда rank(B) < n. В этом случае для

достижимости матрицы W неравенство (4.1.60) не является достаточным и
возникают дополнительные ограничения.

Умножая уравнение (4.1.57) на P = I − BB+ слева и справа, с учетом
PB = 0, получим

P (FWF> + S −W )P = 0. (4.1.63)
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Отметим, что всякая достижимая матрица W должна удовлетворять этому
уравнению.

Кроме того, следует добавить условие

P
(
R

1
2 (W )J − FWC>G−1(W )

)
= 0

разрешимости уравнения (4.1.62).
Таким образом, здесь множество достижимости W задается соотноше-

ниями
R(W ) � 0, P (FWF> + S −W )P = 0,

P
(
R

1
2 (W )J − FWC>G−1(W )

)
= 0.

Для любой матрицы W ∈ W, уравнение (4.1.62) имеет решение

K = B+
(
R

1
2 (W )J − FWC>G−1(W )

)
G−1(W ) ∈ K.

Случай б) теоремы доказан.
Теорема 4.3 и ее доказательство опубликованы в работе [222] автора диссерта-
ции.

Замечание. Эта теорема позволяет решить задачу синтеза заданной
матрицы стохастической чувствительностиW . Здесь получены условия дости-
жимости этой матрицы и явные формулы для матрицыK регулятора обратной
связи (4.1.49), которая обеспечивает такую стохастическую чувствительность.
Но в рамках управления стохастической чувствительностью актуальной явля-
ется задача минимизации стохастической чувствительности. Эта задача важна,
поскольку минимизация стохастической чувствительности позволяет миними-
зировать дисперсию случайных состояний вокруг равновесия.

Далее мы обсуждаем эту проблему и даем ее решение для двумерных
систем.
Управление стохастической чувствительностью двумерных систем

Для решения задачи управления стохастической чувствительностью W

нужно найти функцию W (K) и множество K допустимых матриц K (см.
(4.1.53)). Здесь множествоK играет роль области определения функцииW (K).
Рассмотрим подробно, как построить функцию W (K) и явно описать K для
двумерных систем в зависимости от разных вариантов управляющего входа.
Управление с двумя входами

Рассмотрим двумерную дискретную стохастическую управляемую систе-
му с двумя управляющими входами

xt+1 = f1(xt, yt) + u1,t + εξ1,t,

yt+1 = f2(xt, yt) + u2,t + εξ2,t

(4.1.64)
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и зашумленными наблюдениями

vt = g(xt, yt) + εηt. (4.1.65)

Здесь x, y – скалярные переменные состояний, v, u1, u2 – скалярные перемен-
ные выхода и управляющих входов; ξ1,t, ξ2,t, ηt – некоррелированные случай-
ные последовательности с параметрами Eξ1,t = Eξ2,t = 0, Eξ2

1,t = s1, Eξ2
2,t =

s2, Eηt = 0, Eη2
t = ϕ, и ε – скалярный параметр интенсивности шума.

Предполагается, что соответствующая детерминированная система без
управления (4.1.64) с ε = 0 и u1,2 = 0 имеет равновесие (x̄, ȳ).

Здесь будем использовать регулятор

u1,t = k1 (vt − g(x̄, ȳ))

u2,t = k2 (vt − g(x̄, ȳ)) .
(4.1.66)

Для замкнутой системы (4.1.64)-(4.1.66), параметры B, K, C, Φ, S и A = F +

BKC в уравнении (4.1.54) имеют вид

B =

[
1 0

0 1

]
, K =

[
k1

k2

]
, C = [ c1 c2 ] , Φ = ϕ, S =

[
s1 0

0 s2

]
,

A =

[
a11 a12

a21 a22

]
,

где

a11 =
∂f1

∂x
+k1

∂g

∂x
, a12 =

∂f1

∂y
+k1

∂g

∂y
, a21 =

∂f2

∂x
+k2

∂g

∂x
, a22 =

∂f2

∂y
+k2

∂g

∂y
,

c1 =
∂g

∂x
, c2 =

∂g

∂y
.

Здесь частные производные функций f1, f2, g вычисляются в точке (x̄, ȳ).
Для (4.1.64)-(4.1.66), множество K может быть описано конструктивно.

Действительно, элементы k1, k2 допустимых матриц K =

[
k1

k2

]
∈ K (см.

(4.1.53)), обеспечивающих условие устойчивости ρ(A(k1, k2)) < 1, удовлетво-
ряют следующему квадратному неравенству:

−1 + |a11(k1) + a22(k2)| < a11(k1)a22(k2)− a21(k2)a12(k1) < 1. (4.1.67)

Чтобы найти элементы матрицы стохастической чувствительности

W (k1, k2) =

[
w11 w12

w12 w22

]
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для каждой пары (k1, k2), удовлетворяющей (4.1.47), следует решить уравнение
(4.1.54). Здесь это матричное уравнение может быть записано как a2

11 − 1 a2
12 2a11a12

a2
21 a2

22 − 1 2a21a22

a2
11a21 a12a22 a11a22 + a12a21 − 1


 w11

w22

w12

 = −

 s1 + k2
1ϕ

s2 + k2
2ϕ

k1k2ϕ

 .

(4.1.68)
В результате, функции w11(k1, k2), w12(k1, k2), w22(k1, k2) могут быть найдены
из (4.1.68) в явном виде.

Система с одним управляющим входом
Рассмотрим двумерную стохастическую систему с одним управлением

xt+1 = f1(xt, yt) + ut + εξ1,t,

yt+1 = f2(xt, yt) + εξ2,t
(4.1.69)

и зашумленными наблюдениями (4.1.65). Здесь будем использовать регулятор

ut = k (vt − g(x̄, ȳ)) . (4.1.70)

Для замкнутой системы (4.1.69), (4.1.65), (4.1.70), параметры B, K, C, Φ, S и
A = F +BKC в уравнении (4.1.54) имеют вид

B =

[
1

0

]
, S =

[
s1 0

0 s2

]
, A =

[
a11 a12

a21 a22

]
,

K = k, C = [ c1 c2 ] , Φ = ϕ,

где

a11 =
∂f1

∂x
+ kc1, a12 =

∂f1

∂y
+ kc2, a21 =

∂f2

∂x
, a22 =

∂f2

∂y
,

c1 =
∂g

∂x
, c2 =

∂g

∂y
.

Здесь матричное уравнение (4.1.54) может быть записано как a2
11 − 1 a2

12 2a11a12

a2
21 a2

22 − 1 2a21a22

a2
11a21 a12a22 a11a22 + a12a21 − 1


 w11

w22

w12

 = −

 s1 + k2ϕ

s2

0

 .

(4.1.71)
Скалярный коэффициент k обратной связи в регуляторе (4.1.70), обеспечива-
ющем неравенство ρ(A(k)) < 1, удовлетворяет линейному неравенству:

−1+

∣∣∣∣∂f1

∂x
+
∂f2

∂y
+ c1k

∣∣∣∣ < (∂f2

∂y
c1 −

∂f2

∂x
c2

)
k+

∂f1

∂x

∂f2

∂y
− ∂f1

∂y

∂f2

∂x
< 1. (4.1.72)
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Все решения k неравенства (4.1.72) составляют множество K. Рассмотрим, как
общее условие достижимости (4.1.63) выглядит для (4.1.69), (4.1.65), (4.1.70).
Здесь

B+ = [1 0] , P = I −BB+ =

[
0 0

0 1

]
.

Таким образом, условие достижимости (4.1.63) для матрицы W может быть
записано как единственное уравнение для ее элементов w11, w12, w22:(

∂f2

∂x

)2

w11 + 2
∂f2

∂x

∂f2

∂y
w12 +

((
∂f2

∂y

)2

− 1

)
w22 + s2 = 0. (4.1.73)

Здесь матричная функция W (k) может быть найдена из (4.1.71) в явной фор-
ме. Область определения K этой функции состоит из решений (4.1.72).

Таким образом, в двумерном случае матрица стохастической чувстви-
тельности может быть найдена в явном виде как функция коэффициентов
обратной связи. При этом ограничения на эти коэффициенты удается найти
в виде квадратичных (для управления с двумя входами) или линейных (для
одного входа) параметрических неравенств. Далее эти аналитические резуль-
таты будут применены к стабилизации стохастической нелинейной модели Эно.

Пример
Рассмотрим стохастически возмущенную систему Эно

xt+1 = 1− µx2
t − 0.5yt + ut + εξ1,t,

yt+1 = xt + εξ2,t
(4.1.74)

с зашумленными наблюдениями

vt = c1xt + c2yt + εηt, (4.1.75)

где ξ1,t, ξ2,t, ηt – некоррелированные случайные последовательности с пара-
метрами Eξ1,t = Eξ2,t = 0, Eξ2

1,t = s1, Eξ2
2,t = s2, Eηt = 0, Eη2

t = ϕ, и ε –
скалярный параметр интенсивности шума.

В отсутствие управления детерминированная модель (4.1.74) (ε = 0) име-
ет равновесие (x̄, ȳ), где

x̄ = ȳ =

√
9 + 16µ− 3

4µ
.

Устойчивость этого равновесия определяется условием ρ(A) < 1, где

A =

[
−a −0.5

1 0

]
, a(µ) = 2µx̄ =

√
9 + 16µ− 3

2
.
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Равновесие (x̄, ȳ) является экспоненциально устойчивым при µ < µ∗ = 1.6875.

Будем использовать регулятор вида

u = k(v − v̄) = k (c1(x− x̄) + c2(y − ȳ) + εη) . (4.1.76)

Здесь

B =

[
1

0

]
, K = k, C = [ c1 c2 ] .

Согласно (4.1.72), допустимые значения параметра k удовлетворяют системе
неравенств

(c1 + c2)k < 1.5 + a(µ), (c1 − c2)k > −1.5 + a(µ), c2k > −0.5.

Для случая c1 = 1, c2 = 0, допустимые значения k удовлетворяют неравенству

−1.5 + a(µ) < k < 1.5 + a(µ).

Рис. 4.1.9 – Множество допустимых коэффициентов k для c1 = 1, c2 = 0. Оптимальное k̄(µ)

построено для ϕ = 0 (сплошная) и для ϕ = 1 (пунктир).

На рис. 4.1.9 в плоскости (µ, k) показано семейство допустимых множеств
K(µ). Как видно, множество K(µ) непусто при всех µ > 0. Это означает, что
регулятор (4.1.76), использующий наблюдения (4.1.75) при c1 = 1, c2 = 0

может стабилизировать равновесие (x̄, ȳ) при всех µ > 0.
При каждом k ∈ K(µ), случайные состояния замкнутой системы (4.1.74)-

(4.1.76) имеют некоторое распределение. Меняя k в K, можно менять парамет-
ры этого распределения.

Рассмотрим теперь задачу управления дисперсией случайных состоя-
ний замкнутой стохастической системы (4.1.74)-(4.1.76) соответствующим вы-
бором k. Дисперсии Dx и Dy координат x и y этой системы при каждом
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k ∈ K(µ) могут быть аппроксимированы: Dx ≈ ε2w11(k), Dy ≈ ε2w22(k), где
w11(k), w22(k) – диагональные элементы матрицы стохастической чувстви-
тельности W (k) замкнутой системы (4.1.74)-(4.1.76). Таким образом, умень-
шение дисперсий Dx и Dy может быть обеспечено минимизацией функций
w11(k), w22(k) на множестве K(µ). Таким образом, здесь возникают две за-
дачи минимизации:

w11(k)→ min
k∈K(µ)

, (4.1.77)

w22(k)→ min
k∈K(µ)

. (4.1.78)

Для модели (4.1.74)-(4.1.76), система (4.1.71) для элементов матрицы W

стохастической чувствительности имеет вид (kc1 − a)2 − 1 (kc2 − 0.5)2 2(kc1 − a)(kc2 − 0.5)

1 −1 0

kc1 − a 0 kc2 − 1.5


 w11

w22

w12

 =

= −

 s1 + k2ϕ

s2

0

 .

Условие достижимости (4.1.73) имеет здесь простой вид:

w22 = w11 + s2.

Это означает, что задачи (4.1.77),(4.1.78) минимизации функций w11(k) и
w22(k) являются эквивалентными.

Решение этих задач минимизации имеет вид:

k̄(µ) = argmink∈K(µ)w11(k, µ), w̄11(µ) = mink∈K(µ)w11(k, µ).

Регулятор (4.1.76) с k = k̄(µ), обеспечивающим минимум для w11(k, µ), бу-
дем называть оптимальным. На рис. 4.1.9 кривая k̄(µ) изображена для ϕ = 0

сплошной линией, а для ϕ = 1 – пунктирной. Здесь s1 = s2 = 1.
Рассмотрим теперь, как оптимальный регулятор меняет распределение

случайных состояний. На рис. 4.1.10 черным цветом показаны случайные со-
стояния системы с оптимальным регулятором, минимизирующим стохастиче-
скую чувствительность равновесия. Случайные состояния системы без управ-
ления показаны серым цветом. Как видим, случайные состояния управляе-
мой системы хорошо локализованы около равновесия (x̄(µ), ȳ(µ)), независимо
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Рис. 4.1.10 – Аттракторы стохастической модели (4.1.74) с оптимальным управлением
(черный) и без управления (серый) для ε = 0.002, s1 = s2 = ϕ = 1, c1 = 1, c2 = 0.

от того, является это равновесие устойчивым или нет в исходной системе без
управления.

Случай c1 = 0, c2 = 1, а также вариант системы Эно с двумя управле-
ниями, входящими в каждое уравнение, подробно разобраны в [222].

4.1.4. Управление стохастической чувствительностью циклов

Рассмотрим стохастическую систему с управлением

xt+1 = f(xt, ut) + εσ(xt, ut)ξt. (4.1.79)

Здесь f(x, u) и σ(x, u) – достаточно гладкие скалярные функции. Функция
f(x, u) формирует детерминированную динамику, σ(x, u) характеризует за-
висимость возмущений от состояния и управления, ξt – некоррелированный
случайный процесс с параметрами Eξt = 0, Eξ2

t = 1, ε – скалярный параметр
интенсивности шума.

Предполагается, что при ε = 0 и u = 0 система (4.1.79) имеет n-цикл
Γ = {x̄1, ..., x̄n}. Устойчивость цикла Γ не предполагается.

Будем выбирать регулятор из класса U допустимых обратных связей
u = u(x), удовлетворяющих условиям:
а) u(x) – достаточно гладкая функция и u|Γ = 0;

б) цикл Γ в замкнутой детерминированной системе

xt+1 = f(xt, u(xt)) (4.1.80)

является экспоненциально устойчивым.
Для любого u(x) ∈ U , цикл Γ системы (4.1.79) имеет функцию стоха-

стической чувствительности w[u]. Меняя u(x) ∈ U , можно изменять значение
w[u].
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Стохастическая чувствительность состояний n-цикла Γ = {x̄1, ..., x̄n}
стохастической системы (4.1.79) задается набором w1, ..., wn, где wi – стохасти-
ческая чувствительность элемента x̄i. Следуя п. 1.2.5, для значений w1, ..., wn
можно записать систему

ā2
1w1 = w2 − σ2

1,

. . .

ā2
n−1wn−1 = wn − σ2

n−1,

ā2
nwn = w1 − σ2

n.

(4.1.81)

Здесь

āi = ai + biki, ai =
∂f

∂x
(x̄i, 0), bi =

∂f

∂u
(x̄i, 0),

ki =
du

dx
(x̄i), σi = σ(x̄i, 0).

(4.1.82)

Из (4.1.81) и (4.1.82) следует, что

(a1 + b1k1)
2w1 = w2 − σ2

1,

. . .

(an−1 + bn−1kn−1)
2wn−1 = wn − σ2

n−1,

(an + bnkn)
2wn = w1 − σ2

n.

(4.1.83)

Как видно, вариация управления u(x) изменяет только коэффициенты ki =
du

dx
(x̄i) в системе (4.1.83), следовательно результат управления реально за-

висит только от производных функции u(x) в точках цикла. Это позволяет
существенно упростить структуру регулятора. Таким образом, возможности
синтеза стохастической чувствительности wi полностью определяются линей-
ной частью функции u(x) в окрестностях Xi точек x̄i цикла Γ и не зависят от
членов более высокого порядка.

Это позволяет нам без потери общности использовать более простые ре-
гуляторы

u(x)|Xi
= ki(x− x̄i), i = 1, . . . n. (4.1.84)

Таким образом, регулятор (4.1.84) полностью определен вектором k =

(k1, ..., kn).
Условие а) для u(x) из (4.1.84) выполняется для всех k ∈ Rn. Условие

б) накладывает ограничения на выбор k. Значения k должны принадлежать
множеству
K = { k ∈ Rn | цикл Γ системы (4.1.80), (4.1.84) является экспоненциально
устойчивым }.
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Это множество может быть описано конструктивно:

K =

{
k ∈ Rn |

n∏
i=1

|ai + biki| < 1

}
.

Если хотя бы одно bi 6= 0, то K 6= ∅.
В этих условиях, рассмотрим задачу синтеза стохастической чувстви-

тельности цикла Γ в системе (4.1.80) с помощью подходящего выбора регуля-
тора (4.1.84). В силу (4.1.83), значения wi (i = 1, 2, .., n) должны принадлежать
множеству

B = {w ∈ Rn |wi ≥ σ2
i−1 (i = 2, ..., n), w1 ≥ σ2

n}

допустимых функций стохастической чувствительности.
Обозначим через w(k) решение системы (4.1.83) для фиксированного

вектора k ∈ K.
Задача управления
Для любого назначенного вектора w̄ ∈ B требуется найти вектор k ∈

K, гарантирующий выполнение равенства

w(k) = w̄. (4.1.85)

Определение 4.3. Элемент w̄ ∈ B называется достижимым в системе
(4.1.79), (4.1.84), если при некотором k ∈ K выполняется равенство (4.1.85).

Определение 4.4. Множество всех достижимых элементов

W = {w̄ ∈ B | ∃k ∈ K w(k) = w̄}

называется множеством достижимости для системы (4.1.79), (4.1.84).
Опишем множество достижимости. Будем рассматривать случай невы-

рожденных шумов: σ(x, 0)|Γ 6= 0. Это означает, что σ2
i > 0 и wi > 0 (i =

1, 2, ..., n) при всех w ∈ B.
Утверждение 4.1. Если w ∈ B и k удовлетворяет (4.1.83), то k ∈ K.
Доказательство. Из (4.1.83) следует, что

n∏
i=1

(ai + biki)
2 =

(
1− σ2

n

w1

)(
1− σ2

1

w2

)
...

(
1−

σ2
n−1

wn

)
.

Это означает, что
∏n

i=1 |ai + biki| < 1 и следовательно k ∈ K.
Благодаря Утверждению 4.1, множество достижимости W совпадает с мно-
жеством значений w, для которых система (4.1.83) разрешима относительно
ki.
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Утверждение 4.2. W = B тогда и только тогда когда bi 6= 0 (i =

1, 2, ..., n).

Доказательство. Пусть bi 6= 0 (i = 1, 2, ..., n). Тогда для любого w ∈ B
из (4.1.83) следует, что

ki =
1

bi

−ai ±
√
wi+1 − σ2

i

wi

 , (i = 1, ..., n− 1)

kn =
1

bn

−an ±
√
w1 − σ2

n

wn

 .

(4.1.86)

Следовательно, W = B.
Докажем теперь импликацию в другую сторону: если W = B, то bi 6= 0 (i =

1, 2, ..., n) от противного. Пусть для некоторого j коэффициент bj = 0. Тогда
значения wj и wj+1 связаны линейным уравнением

a2
jwj = wj+1 − σ2

j

и не могут выбираться независимо. Это означает, что W 6= B. Полученное
противоречие завершает доказательство Утверждения 4.2.

В случае, когда bi 6= 0 (i = 1, 2, ..., n), коэффициенты k1, ..., kn регуля-
тора (4.1.84), обеспечивающего заданные значения w1, ..., wn стохастической
чувствительности w ∈ B, вычисляются по формулам (4.1.86). При этом зна-
чения w1 = σ2

n, w2 = σ2
1, ..., wn = σ2

n−1 являются минимальными элементами
множества достижимости W . Для этих значений, коэффициенты регулятора
(4.1.84) определяются единственным образом: ki = −ai/bi (i = 1, ..., n). В об-
щем случае, выбор ki не является единственным: для каждого ki мы имеем два
возможных значения.

Рассмотрим функцию J = E(u2) среднеквадратичных затрат на управ-
ление. В рассматриваемой задаче, при малых шумах, мы можем использовать
следующее асимптотическое приближение:

J ≈ J̄ =
ε2

n
(k2

1w1 + ...+ k2
nwn).

Для bi 6= 0 (i = 1, ..., n), задача синтеза стохастической чувствительности
с минимальными расходами на управление (J̄ → min) имеет единственное
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решение

ki =
1

bi

−ai + sgn(ai)

√
wi+1 − σ2

i

wi

 , (i = 1, ..., n− 1)

kn =
1

bn

−an + sgn(an)

√
w1 − σ2

n

wn

 .

Случай 2-цикла
При n = 2, система (4.1.83) имеет вид

(a1 + b1k1)
2w1 = w2 − σ2

1,

(a2 + b2k2)
2w2 = w1 − σ2

2.
(4.1.87)

При b1,2 6= 0, множество достижимости W задается неравенствами w1 ≥
σ2

2, w2 ≥ σ2
1. Коэффициенты k1, k2 регулятора, обеспечивающего синтез значе-

ний w1, w2 стохастической чувствительности элементов x̄1, x̄2 2-цикла имеют
вид:

k1 =
1

b1

−a1 ±

√
w2 − σ2

1

w1

 ,

k2 =
1

b2

−a2 ±

√
w1 − σ2

2

w2

 .

(4.1.88)

При b1 = 0, b2 6= 0, множество достижимости задается системой w1 ≥ σ2
2, w2 =

a2
1w1 + σ2

1. Как видим, область достижимости становится одномерным множе-
ством.
Пример

Рассмотрим логистическую модель

xt+1 = µxt(1− xt) + ut + εξt (4.1.89)

с управлением ut и случайными возмущениями ξt.
При 3 < µ ≤ 4, соответствующая детерминированная система без управ-

ления (u = 0, ε = 0) имеет 2-цикл с элементами

x̄1(µ) =
µ+ 1 +

√
(µ+ 1)(µ− 3)

2µ
, x̄2(µ) =

µ+ 1−
√

(µ+ 1)(µ− 3)

2µ
.

Этот цикл устойчив на интервале 3 < µ < µ∗ = 1 +
√

6. При переходе па-
раметра µ через бифуркационное значение µ∗ = 3.44949, этот цикл теряет
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устойчивость, и в системе наблюдается каскад бифуркаций удвоения перио-
да с последующей перемежаемостью регулярных и хаотических аттракторов.
Под воздействием шума вокруг аттракторов системы формируется некоторое
распределение случайных состояний, тонкая структура детерминированных
аттракторов размывается (см. рис. 4.1.11 для ε = 0.01, серый цвет).

Целью управления является стабилизация этого 2-цикла на всем интер-
вале 3 < µ ≤ 4 и синтез заданной стохастической чувствительности w = w(µ).

Будем использовать регулятор (4.1.84) вида

u(x)|X1
= k1(x− x̄1), u(x)|X2

= k2(x− x̄2). (4.1.90)

Окрестности X1, X2 точек x̄1, x̄2 зададим как X1 = ((x̄1 + x̄2)/2, 1), X2 =

(0, (x̄1 + x̄2)/2).

Для рассматриваемой системы, достижимые значения w1, w2 ограниче-
ны неравенствами w1 ≥ 1, w2 ≥ 1. Положим w1(µ) ≡ 1, w2(µ) ≡ 1. Это озна-
чает, что цель управления – обеспечить постоянную и минимально возмож-
ную стохастическую чувствительность элементов 2-цикла на всем интервале
3 < µ ≤ 4. Из (4.1.88) следует, что регулятор (4.1.90) определяется однозначно:
k1 = −a1, k2 = −a2, где

a1 = −1−
√

(µ+ 1)(µ− 3), a2 = −1 +
√

(µ+ 1)(µ− 3).

На рис. 4.1.11, случайные состояния замкнутой системы (4.1.89) при ε = 0.01 с
выбранным оптимальным регулятором (4.1.90) показаны черным цветом. Как
видим, эти состояния хорошо локализованы вблизи элементов 2-цикла на всем
интервале 3 < µ ≤ 4.

Рассмотрим теперь случаи с дополнительными ограничениями. Снача-
ла пусть контролируемая система может формировать управляющий импульс
только в окрестностиX1. Это означает, что k2 = 0 регулятор зависит только от
выбора k1. В этом случае множество достижимости (4.1.89), (4.1.90) задается
соотношениями w2 ≥ 1, w1 = a2

2w2 + 1. Положим w2 = 1. Тогда w1 = a2 + 1

– единственно возможное достижимое значение w1, соответствующее назна-
ченному w2. Тогда параметры регулятора k1 = −a1, k2 = 0. На рис. 4.1.12а
изображены случайные состояния системы с таким регулятором для ε = 0.001.

Рассмотрим симметричный вариант с ограничением k1 = 0. Здесь мно-
жество достижимости имеет вид w1 ≥ 1, w2 = a2

1w1 + 1. Положим w1 = 1,
тогда w2 = a2

1 + 1 – единственно возможное достижимое значение w2, соот-
ветствующее назначенному w1. Для синтеза такой чувствительности следует
использовать регулятор с коэффициентами k1 = 0, k2 = −a2. На рис. 4.1.12б
изображены случайные состояния системы с таким регулятором для ε = 0.001.
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Рис. 4.1.11 – Случайные состояния модели (4.1.74) для ε = 0.01 без управления (серый) и с
управлением (черный), синтезирующим стохастическую чувствительность w1 = w2 = 1

регулятором k1 = −a1, k2 = −a2.

Рис. 4.1.12 – Случайные состояния модели (4.1.74) для ε = 0.001 с регуляторами а)
k1 = −a1, k2 = 0, б) k1 = 0, k2 = −a2.

Рис. 4.1.13 – Подавление хаоса. Стабилизация 2-цикла регулятором, синтезирующим
w1 ≡ w2 ≡ 1. Показана случайная траектория для ε = 0.001, µ = 3.8, управление включено

при t = 50.
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Как видим, представленный здесь метод, основанный на синтезе стоха-
стической чувствительности, позволяет стабилизировать цикл Γ = {x̄1, x̄2} и
в зоне неустойчивости 3.44949 < µ ≤ 4, а также обеспечить в этой зоне малую
дисперсию случайных состояний вблизи точек цикла x̄1, x̄2. Эти результаты
можно интерпретировать с точки зрения управления хаосом. Действительно,
интервал 3.56995 < µ ≤ 4 является известной зоной, где детерминированная
система (4.1.89) без управления демонстрирует хаотическое поведение. Здесь,
по мере увеличения параметра µ наблюдается сложное чередование хаоса и
подинтервалов порядка. Набор этих подинтервалов имеет фрактальную струк-
туру. Таким образом, система демонстрирует структурную неустойчивость на
этом интервале.

Представленный здесь метод синтеза чувствительности позволяет по-
строить стабилизирующий регулятор и подавить хаотические осцилляции. На
рис. 4.1.13 показан такой пример. Здесь для µ = 3.8, ε = 0.001 изображена ха-
отическая траектория системы (4.1.89) без управления для временного интер-
вала 0 ≤ t ≤ 50. Далее, при t > 50 мы включаем регулятор (4.1.90), синтезиру-
ющий минимально возможную стохастическую чувствительность w1 = w2 = 1,

что позволяет переключить систему из режима хаоса в режим периодических
колебаний с малой дисперсией.
Результаты, представленные в разделе 4.1 опубликованы в работах [190, 194,
201,222] автора диссертации.

4.2. Синтез стохастических режимов в системах с
непрерывным временем

В данном разделе представлена теория синтеза наперед заданных стоха-
стических режимов в системах с непрерывным временем в условиях полной и
неполной информации.

4.2.1. Управление стохастической чувствительностью равновесий

В данном разделе решается проблема построения регуляторов в фор-
ме обратной связи, стабилизирующего равновесие и синтезирующего заданные
дисперсии случайных состояний стохастической системы вокруг этого равнове-
сия. Детально исследуется достижимость в случае двумерных систем. Для сто-
хастического брюсселятора проведено полное параметрическое описание воз-
можных областей достижимости для различных видов входных воздействий.
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Показано, что построенный регулятор обеспечивает низкий уровень стохасти-
ческой чувствительности и может подавлять колебания большой амплитуды.

Рассмотрим нелинейную стохастическую систему с управлением

dx = f(x, u(x))dt+ εσ(x, u(x))dw(t), x, f ∈ Rn, u ∈ Rl, (4.2.1)

где f(x, u) – непрерывно дифференцируемая n-вектор-функция, w(t) – m-
мерный стандартный винеровский процесс, σ(x) – n×m-матричная функция,
характеризующая зависимость возмущений от состояния и управления, ε –
скалярный параметр интенсивности шума.

Предполагается, что соответствующая детерминированная система
(4.2.1) (с ε = 0 и u = 0) имеет равновесие x̄, устойчивость которого не предпо-
лагается.

Рассмотрим класс U допустимых обратных связей u = u(x), удовлетво-
ряющих условиям:
(а) u(x) – непрерывно дифференцируема и u(x̄) = 0;

(б) обратная связь u(x) обеспечивает экспоненциальную устойчивость x̄ для
замкнутой детерминированной системы

dx = f(x, u(x))dt (4.2.2)

в некоторой окрестности равновесия x̄.
Условие а) означает, что x̄ остается равновесием системы (4.2.2) при лю-

бых u ∈ U.
Система первого приближения для отклонений y(t) = x(t)− x̄ имеет вид

dy = (F +BK)ydt, (4.2.3)

где F =
∂f

∂x
(x̄, 0), B =

∂f

∂u
(x̄, 0), K =

∂u

∂x
(x̄).

Условие б) эквивалентно экспоненциальной устойчивости тривиального
решения системы (4.2.3).

Будем рассматривать регуляторы в форме обратной линейной связи

u(x) = K(x− x̄). (4.2.4)

Множество матриц K, обеспечивающих экспоненциальную устойчивость три-
виального решения системы (4.2.3), имеет вид

K = {K|Reλi(F +BK) < 0}.

Здесь λi(F + BK) – собственные числа матрицы F + BK. Предполагается,
что пара (F,B) стабилизируема. Это означает, что множество K и класс U не
пусты.
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Под воздействием малых стохастических возмущений (ε 6= 0) решения
xε(t) стохастической системы (4.2.1) покидают равновесие x̄.

Для асимптотики z(t) = limε→0
xε(t)−x̄

ε отклонения решений xε(t) от x̄

справедлива следующая стохастическая система

dz = (F +BK)zdt+Gdw, G = σ(x̄, 0). (4.2.5)

Ковариационная матрица V (t) = cov(z(t), z(t)) решений системы (4.2.5) удо-
влетворяет уравнению

V̇ = (F +BK)V + V (F +BK)> + S, S = GG>. (4.2.6)

Для любого K ∈ K это уравнение имеет единственное стационарное решение
W , удовлетворяющее матричному алгебраическому уравнению

(F +BK)W +W (F +BK)> + S = 0. (4.2.7)

В случае невырожденных шумов (detS 6= 0) матрицаW – положительно опре-
деленная.

При K ∈ K все решения V (t) системы (4.2.6) сходятся к решению W

системы (4.2.7)
lim
t→∞

V (t) = W.

Матрица стохастической чувствительности W (см. главу 2) устанавли-
вает связь между интенсивностью шума и разбросом случайных состояний
вокруг равновесия.

Будем рассматривать задачу управления, где требуется не только стаби-
лизировать равновесие, но также, в присутствии стохастических возмущений,
обеспечить малый разброс случайных состояний вокруг него. Управление та-
ким разбросом будем осуществлять за счет синтеза подходящей матрицы W .

Пусть M – множество симметрических, положительно определенных
n × n-матриц. При каждом K ∈ K регулятор (4.2.4) формирует матрицу WK

стохастической чувствительности, удовлетворяющей уравнению (4.2.7).
Задача синтеза стохастической чувствительности равновесия
Для наперед заданной матрицы W ∈ M требуется найти матрицу K ∈

K, обеспечивающую равенство WK = W, где WK – решение уравнения (4.2.7).
В некоторых случаях эта задача может быть неразрешимой. Поэтому

введем понятие достижимости и стохастической управляемости.
Определение 4.5
Элемент W ∈ M называется достижимым в системе (4.2.1) с регулято-

ром (4.2.4), если при некотором K ∈ K выполняется равенство WK = W .
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Определение 4.6
Множество всех достижимых элементов

W = {W ∈M | ∃K ∈ K WK = W}

называется множеством достижимости системы (4.2.1), (4.2.4).
Определение 4.7
Равновесие x̄ называется полностью стохастически управляемым в си-

стеме (4.2.1),(4.2.4), если

∀ W ∈M ∃ K ∈ K : WK ≡ W.

Таким образом, равновесие x̄ называется полностью стохастически
управляемым тогда и только тогда когда справедливо равенство

W = M.

Опишем множество достижимости. Связь между назначенной матрицей W и
коэффициентом обратной связи K устанавливается уравнением (4.2.7), кото-
рое может быть переписано в форме:

BKW +WK>B> +H(W ) = 0,

H(W ) = S + FW +WF>.
(4.2.8)

Решение проблемы синтеза матрицы стохастической чувствительности дается
теоремой.

Теорема 4.4.
Пусть шумы в системе (4.2.1) являются невырожденными (detS 6= 0).

а) Если матрица B является квадратной и невырожденной ( rankB = n = l),
то W = M и при любой матрице W ∈ M уравнение (4.2.8) имеет решение

K = K̄ +B−1ZW̄−1 ∈ K,
K̄ = −B−1

(
1
2SW

−1 + F
)
,

(4.2.9)

где Z – произвольная кососимметрическая n× n-матрица.
б) Если rank(B) < n, то элемент W ∈ M будет достижим тогда и только
тогда когда матрица W удовлетворяет уравнению

P2H(W )P2 = 0. (4.2.10)

При этих условиях для любой матрицы W ∈ M, удовлетворяющей (4.2.10),
уравнение (4.2.8) имеет решение

K = K̄ + C ∈ K,
K̄ = B+H(W )

(
1
2P1 − I

)
W−1,

(4.2.11)
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где C – произвольная l × n-матрица, удовлетворяющая условию

BCW +WC>B> = 0. (4.2.12)

Здесь знак "+" означает псевдообращение, P1 = BB+ и P2 = I−P1 – матрицы
проектирования.
в) Если rankB = 1, то уравнение (4.2.8) имеет единственное решение K = K̄.
Теорема 4.4 доказана в [288].

Эта теорема может быть использована для анализа и конструктивного
описания множеств достижимости. Если размерность управляющих воздей-
ствий совпадает с размерностью динамической системы (rankB = n), то с
помощью регулятора (4.2.4) для равновесия можно обеспечить любую наперед
заданную матрицу стохастической чувствительности. Если же rankB < n,
то мы сталкиваемся с необходимостью предварительного анализа и описания
множеств достижимости. Эти множества достижимости можно описать пара-
метрически, используя общее решение матричного уравнения (4.2.10). Далее
для случая двумерных систем будет дано детальное геометрическое описание
множеств достижимости, соответствующих различным вариантам управления.

4.2.2. Анализ достижимости для двумерных систем

В случае двумерных систем (n = 2), в силу симметричности матриц W
и S, имеем

F =

[
f11 f12

f21 f22

]
, W =

[
w11 w12

w12 w22

]
, S =

[
s11 s12

s12 s22

]
,

где
f11 = ∂f1

∂x1
(x̄, 0), f12 = ∂f1

∂x2
(x̄, 0),

f21 = ∂f2
∂x1

(x̄, 0), f22 = ∂f2
∂x2

(x̄, 0).

Сначала рассмотрим систему (4.2.1), (4.2.4) в случае невырожденной 2 × 2-
матрицы B: rankB = 2. В этом случае, по Теореме 4.4, множество достижимых
матриц W совпадает с множеством M всех положительно определенных
матриц. Элементы достижимой матрицы W удовлетворяют системе из двух
неравенств:

w11 > 0, w11w22 − w2
12 > 0. (4.2.13)

Отметим, что здесь внедиагональный элемент w12 достижимой матрицы W

можно выбирать произвольно. Для фиксированного значения w12, достижи-
мые диагональные элементы w11, w22 должны удовлетворять неравенствам,
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приведенным выше. Геометрически это означает, что множество достижимо-
сти лежит в первом квадранте плоскости w11, w22 и ограничено снизу соот-
ветствующей гиперболой w22 = w2

12

w11
. Неравенства (4.2.13) оставляют большую

свободу в выборе элементов матрицы W .
В задаче подавления стохастических осцилляций больших амплитуд, це-

лесообразно использовать регулятор, обеспечивающий минимальные значения
стохастической чувствительности. Таким образом, для формирования малых
значений w11, w22 разумно брать w12 = 0 (или около нуля).

В двумерном случае произвольная кососимметрическая матрица может

быть записана в виде Z = α

(
0 1

−1 0

)
, где α – скалярный параметр. В этом

случае, по Теореме 4.4, формула (4.2.9) дает явное представление для коэф-
фициента K регулятора (4.2.4):

Kα = K̄ + αQ,

K̄ = −B−1
(

1
2SW

−1 + F
)
,

Q = B−1

(
0 1

−1 0

)
W−1.

(4.2.14)

Таким образом, здесь мы получаем однопараметрическое семейство мат-
рицKα, соответствующих выбранной матрицеW . В этих обстоятельствах име-
ет смысл конструировать оптимальный регулятор. Рассмотрим функцию за-
трат на управление J = E(uTu) с критерием J −→ min.

Для регулятора (4.2.4) с матрицей обратной связи Kα из (4.2.14), функ-
ция J(α) является квадратичной по параметру α:

J(α) = tr[K>αKαW ] = α2tr(Q>QW )+

+αtr
(
(K̄>Q+Q>K̄)W

)
+ tr(K̄>K̄W ).

(4.2.15)

Матрица Kα0
оптимального регулятора (4.2.4) может быть найдена из (4.2.14)

при

α0 = −
tr
(
(K̄>Q+Q>K̄)W

)
2tr(Q>QW )

. (4.2.16)

Минимальные затраты на управление будут следующими:

J(α0) = tr(K̄>K̄W )−
tr2
(
(K̄>Q+Q>K̄)W

)
4tr(Q>QW )

.

Рассмотрим теперь систему (4.2.1), (4.2.4) с 2 × 1-матрицей B:

rankB = 1. Без ограничения общности, мы можем считать, что B =

[
0

1

]
.
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В этом случае множество достижимости уменьшается: из (4.2.10) следует
дополнительное ограничение

f11w11 + f12w12 = −s11

2
. (4.2.17)

Для двумерной системы пара (F,B) является полностью управляемой тогда и

только тогда когда rank[B,FB] = 2. Для B =

[
0

1

]
, имеем

[B,FB] =

[
0 f12

1 f22

]
.

В этом случае необходимым и достаточным условием полной управляемости
является неравенство f12 6= 0.

Рассмотрим два подслучая.
1) f12 6= 0, f11 6= 0.

Из (4.2.17) следует, что

w12 = −
s11
2 + f11w11

f12
(4.2.18)

Подставляя w12 в (4.2.13), имеем

w11 > 0, w2
11 + p(w22)w11 + q < 0, (4.2.19)

где

p(w22) =
s11

f11
− f 2

12

f 2
11

w22, q =
s2

11

4f 2
11

.

Система (4.2.19) задает множество достижимости для диагональных элементов
w11, w22 матрицы W . Для каждой достижимой пары w11, w22 внедиагональ-
ный элемент w12 может быть найден единственным образом из (4.2.18).

Второе неравенство в (4.2.19) можно переписать в форме

w11w22 >

(
s11

2f12
+
f11

f12
w11

)2

. (4.2.20)

Из (4.2.20) следует, что если f11 < 0, то гипербола, которая ограничивает
область достижимости, касается w11-оси в точке w11 = − s11

2f11
.

Если f11 > 0, тогда гипербола лежит выше этой оси.
Перейдем ко второму подслучаю.
2) f12 6= 0, f11 = 0.
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Из (4.2.17) следует
w12 = − s11

2f12
. (4.2.21)

Подставляя w12 в (4.2.13), имеем

w11 > 0, w11w22 >
s2

11

4f 2
12

. (4.2.22)

Здесь область достижимости принадлежит первому квадранту плоскости
w11, w22 и ограничена снизу гиперболой

w22 =
s2

11

4f 2
12w11

.

Рассмотрим теперь случай f12 = 0, когда пара (F,B) не является
полностью управляемой. Условие стабилизируемости влечет f11 < 0. Из
(4.2.13),(4.2.17) следует, что в этом случае элемент w11 определен единствен-
ным образом: w11 = − s11

2f11
, а элементы w12, w22 удовлетворяют неравенству

w22 > −
2f11

s11
w2

12.

Если выбрать w12 = 0, то ограничение на w22 минимально: w22 > 0.

По Теореме 4.4 (случай в) для любой достижимой матрицыW уравнение
(4.2.8) имеет единственное решение

K̄ = (k1, k2) = −(s12 + (f11 + f22)w12 + f21w11+

+f12w22,
1
2s22 + f21w12 + f22w22)W

−1.
(4.2.23)

Управление стохастическим брюсселятором
Рассмотрим стохастический брюсселятор

ẋ1 = a− (b+ 1)x1 + x2
1x2 + εẇ1,

ẋ2 = bx1 − x2
1x2 + εẇ2, a, b > 0,

(4.2.24)

где w1, w2 – независимые винеровские процессы, ε – скалярный параметр ин-
тенсивности шума.

Соответствующая детерминированная модель (4.2.24) (ε = 0) имеет рав-
новесие (x̄1, x̄2), где

x̄1 = a, x̄2 =
b

a
.
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Это равновесие устойчиво при

b < a2 + 1. (4.2.25)

Когда параметр b увеличивается и проходит бифуркационное значение b∗ =

a2 + 1, равновесие теряет устойчивость и в системе наблюдаются периодиче-
ские осцилляции. При малых шумах (ε > 0), стохастические траектории систе-
мы (4.2.24) формируют соответствующие стохастические аттракторы. Пусть
(x̄ε1, x̄

ε
2) – стационарно распределенные случайные состояния системы (4.2.24).

График среднеквадратичных отклонений D(b) = E[(x̄ε1 − x̄1)
2 + (x̄ε2 − x̄2)

2],
найденный при ε = 0.001, a = 0.2 прямым численным моделированием, пред-
ставлен на рис. 4.2.1 кружками. Как видим, функция D(b) резко возрастает
после того, как параметр b проходит бифуркационное значение b∗ = 1.04. Здесь
равновесие становится неустойчивым и в системе генерируются периодические
осцилляции.

Рис. 4.2.1 – Дисперсия случайных состояний брюсселятора для ε = 0.001, a = 0.2, при
u1 = u2 = 0 (кружки) и при управлениях u1, u2 , обеспечивающих матрицу стохастической

чувствительности WA (звездочки).

Рассмотрим два варианта управляющих воздействий. В первом варианте
(Управление I), в каждое уравнение системы (4.2.24) входит свое управление
u1 или u2. Во втором варианте (Управление II), управление u входит только
во второе уравнение системы (4.2.24).

Управление I
Рассмотрим стохастически возмущенный управляемый брюсселятор

ẋ1 = a− (b+ 1)x1 + x2
1x2 + u1 + εẇ1,

ẋ2 = bx1 − x2
1x2 + u2 + εẇ2,

(4.2.26)

с управляющими воздействиями u1, u2.
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Целью управления является стабилизация равновесия этой системы при
всех a, b > 0 и синтез требуемой матрицы стохастической чувствительности
W .

Здесь будем использовать регулятор вида

u1 = k11(x1 − x̄1) + k12(x2 − x̄2)

u2 = k21(x1 − x̄1) + k22(x2 − x̄2)
. (4.2.27)

В этом случае rankB = 2 и равновесие полностью стохастически управляе-
мо. По Теореме 4.4 в системе (4.2.26), (4.2.27) элементы достижимых матриц
стохастической чувствительности ограничены только неравенствами (4.2.13).
Таким образом, здесь область достижимости не зависит от параметров a, b.

Если положить w12 = 0, то все положительные w11, w22 являются до-
стижимыми. В случае w12 6= 0, множество достижимости значений w11, w22

определяется неравенствами w22 > w2
12/w11, w11 > 0. Соответствующие этим

двум случаям множества достижимости изображены на рис. 4.2.2.

Рис. 4.2.2 – Области достижимости для брюсселятора: а) w12 = 0; б) w12 = 0.3.

Рассмотрим для управляемого стохастического брюсселятора с a =

0.2, b = 0.8 четыре варианта синтезируемых матриц стохастической чувстви-
тельности:

WA =

[
0.01 0

0 0.01

]
, WB =

[
1 0

0 0.01

]
,

WC =

[
0.01 0

0 1

]
, WD =

[
0.6 0.3

0.3 0.6

]
.

Точки A, B, C, D, соответствующие этим достижимым матрицам, представ-
лены звездочками на рис. 4.2.2.

На рис. 4.2.3 изображены случайные состояния стохастического равно-
весия для неуправляемого (серый цвет) и управляемого (черный цвет) брюс-
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селятора. Здесь случайные состояния системы (4.2.26) формируются регуля-
тором (4.2.27), который синтезирует представленные выше матрицы стохасти-
ческой чувствительности WA,WB,WC ,WD. Как можно видеть, изменяя на-

Рис. 4.2.3 – Случайные состояния стохастического брюсселятора (4.2.26) с
a = 0.2, b = 0.8, ε = 0.001 для u1 = u2 = 0 (серый) и для управлений u1 u2,

обеспечивающих различные матрицы стохастической чувствительности (черный) с
элементами а) w11 = 0.01, w22 = 0.01, w12 = 0, б) w11 = 1, w22 = 0.01, w12 = 0, в)

w11 = 0.01, w22 = 1, w12 = 0, г) w11 = 0.6, w22 = 0.6, w12 = 0.3.

значенную матрицу стохастической чувствительности, можно синтезировать
различную конфигурацию случайных состояний замкнутой системы. Для то-
го, чтобы уменьшить разброс случайных состояний, следует выбирать дости-
жимые матрицы стохастической чувствительности с малыми элементами (см.
рис. 4.2.3a).

В системе (4.2.26) мы можем синтезировать матрицу W = WA при лю-
бых параметрах a, b. На рис. 4.2.1 показана звездочками дисперсия случайных
состояний для системы с управлением, обеспечивающим матрицу WA. Таким
образом, предложенный метод позволил обеспечить структурную стабилиза-
цию брюсселятора в широкой зоне его параметров.

Отметим, что здесь матрица коэффициентов K регулятора (4.2.27), син-
тезирующего заданную матрицу стохастической чувствительности, находилась
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по формулам (4.2.14),(4.2.16), обеспечивающих минимум функции затрат.
Управление II
Рассмотрим теперь стохастический брюсселятор

ẋ1 = a− (b+ 1)x1 + x2
1x2 + εẇ1,

ẋ2 = bx1 − x2
1x2 + u+ εẇ2,

(4.2.28)

с единственным управляющим воздействием u, формируемым регулятором

u = k1(x1 − x̄1) + k2(x2 − x̄2) . (4.2.29)

В этом случае rankB = 1, f11 = b − 1, f12 = a2. Здесь f12 6= 0, так что
пара (F,B) полностью управляема. Для анализа достижимости и построения
регулятора будем использовать часть б) Теоремы 4.4.

При таком варианте управления, условие достижимости для элементов
назначаемой матрицы стохастической чувствительности W удовлетворяет ли-
бо системе (4.2.19) (когда b 6= 1), либо системе (4.2.22) (когда b = 1).

В случае b 6= 1, область достижимости (4.2.18),(4.2.19) задается соотно-
шениями

w12 = −0.5 + (b− 1)w11

a2
,

w11 > 0,

w2
11 + p(w22)w11 + q < 0,

где

p(w22) =
1

b− 1
− a4

(b− 1)2
w22, q =

1

4(b− 1)2
.

Для b = 1, область достижимости (4.2.21),(4.2.22) задается соотношени-
ями

w12 = − 1

2a2
, w11 > 0, w22 >

1

4a4w11
.

Таким образом, в этом случае области достижимости зависят от параметров
a, b. Разнообразие конфигураций этих областей для различных значений па-
раметра b демонстрируется на рис. 4.2.4.

С инженерной точки зрения важно строить оптимальный регулятор, поз-
воляющий достичь минимальных дисперсий случайных состояний при задан-
ном значении

‖K‖2 = k2
1 + k2

2.

Здесь ‖K‖2 играет роль функции затрат.



204

Рис. 4.2.4 – Разные конфигурации границ областей достижимости для стохастического
брюсселятора (4.2.28) с a = 0.2 для: b = 0.8 (сплошная линия), b = 1 (пунктир), b = 1.2

(штрих-пунктир).

Рассмотрим управляемый стохастический брюсселятор при a = 0.2, b =

1.1. Неуправляемая детерминированная система (u = 0, ε = 0) при этих пара-
метрах имеет неустойчивое равновесие, в системе наблюдаются периодические
осцилляции (см. временные ряды x1(t), x2(t) для 0 ≤ t ≤ 1000 на рис. 4.2.6).

На рис. 4.2.5 пунктиром изображена граница области достижимости, а
сплошными кривыми – множества достижимых элементов, соответствующих
различным фиксированным значениям ‖K‖2. Положим ‖K‖2 = 1. Точка со-

Рис. 4.2.5 – Граница области достижимости (пунктир) для стохастического брюсселятора с
a = 0.2, b = 1.1 и кривые (сплошные линии) достижимых элементов для ‖K‖2 = 10, 1, 0.1.

ответствующей кривой (рис. 4.2.5), обеспечивающая матрицу W с минималь-
ной дисперсией случайных состояний, может быть получена решением соот-
ветствующей задачи минимизации

w11 + w22 −→ min .

Это решение w11 = 7.596, w22 = 174.9 показано звездочкой на рис. 4.2.5.
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Рис. 4.2.6 – Стабилизация стохастических осцилляций брюсселятора при
a = 0.2, b = 1.1, ε = 0.001.

На рис. 4.2.6 представлены результаты работы регулятора, сконструиро-

ванного по назначенной матрицеW =

[
7.596 −31.49

−31.49 174.9

]
, элементы которой

удовлетворяют условию, обсужденному выше. Здесь управление включается в
момент t = 1000. Как видно из рис. 4.2.6, до включения управления брюс-
селятор демонстрирует стохастические осцилляции большой амплитуды вбли-
зи детерминированного предельного цикла. Для t > 1000, после включения
управления, построенный регулятор переводит случайные траектории в ма-
лую окрестность детерминированного равновесия.

Это означает, что данный регулятор подавляет осцилляции большой
амплитуды, решая тем самым важную задачу структурной стабилизации.

Результаты детального анализа достижимости в задаче синтеза стоха-
стической чувствительности двумерных систем опубликованы в работе [213]
автора диссертации. Случай трехмерных систем в связи с задачей подавле-
ния хаоса представлен ниже в разделе 4.2.5. Приложения теории раздела 4.2.1
к задачам управления стохастическими режимами в моделях естествознания
представлены в разделе 5.2 на примере стабилизации проточного химического
реактора и в разделе 5.5.2 для решения задачи предотвращения нежелатель-
ных экологических сдвигов. Конструктивные возможности метода синтеза сто-
хастической чувствительности показаны в работе [289] автора диссертации для
решения задачи стабилизации рабочего режима преобразователя оптических
изображений, функционирующего в условиях случайных возмущений.

4.2.3. Управление при неполной информации

Известно, что на практике доступная информация о текущем состоянии
системы зачастую не является полной, например, измерению доступна лишь
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часть координат или данные содержат случайные ошибки. В данном разделе
теория синтеза стохастической чувствительности распространяется на эти
случаи неполной информации.

Управление статическими регуляторами с шумами
Рассмотрим систему с управлением

ẋ = f(x) + g(x)u+ εσ(x)ξ(t), (4.2.30)

где x, f ∈ Rn, u ∈ Rl, f(x) – непрерывно дифференцируемая функция,
ξ(t) ∈ Rm – дельта-коррелированный белый гауссовский шум с параметра-
ми Eξ(t) = 0, Eξ(t)ξ>(τ) = δ(t − τ)I, I – единичная матрица, σ(x) – n ×m-
матричная функция, характеризующая зависимость возмущений от состояния,
ε – скалярный параметр интенсивности шума.

Пусть соответствующая детерминированная система (4.2.30) без управ-
ления (с ε = 0 и u = 0) имеет равновесие x̄, устойчивость которого не предпо-
лагается.

Синтез требуемой функции стохастической чувствительности для равно-
весия нелинейной стохастической системы при полной информации изучался
в п. 4.2.1. При этом для синтеза управления использовались точные значения
состояний x системы.

На практике доступная информация о текущем состоянии x(t) обычно
содержит случайный шум или ошибки.

Рассмотрим здесь случай, когда известен только вектор измерения y(t):

y(t) = x(t) + εϕ(x(t))η(t),

где ϕ(x) – n × q-матричная функция, η(t) – белый гауссовский q-векторный
шум, некоррелированный с ξ(t), удовлетворяющий Eη(t) = 0, Eη(t)η>(τ) =

δ(t − τ)I. В этом случае будем использовать следующий регулятор с зашум-
ленными наблюдениями y:

u = K(y − x̄) = K(x− x̄) + εKϕ(x)η. (4.2.31)

Динамика замкнутой системы (4.2.30) с регулятором (4.2.31) определяется
уравнением

ẋ = f(x) + g(x)K(x− x̄) + ε (g(x)Kϕ(x)η(t) + σ(x)ξ(t)) . (4.2.32)

Для асимптотики

z(t) = lim
ε→0

xε(t)− x̄
ε
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отклонений решений xε(t) замкнутой системы (4.2.32) от равновесия x̄ запишем
динамическую систему

ż = (F +BK)z +BKRη +Gξ, (4.2.33)

где

F =
∂f

∂x
(x̄), B = g(x̄), R = ϕ(x̄), G = σ(x̄).

Множество матриц K, обеспечивающих экспоненциальную устойчивость рав-
новесия x̄ детерминированной системы (4.2.32) (с ε = 0), имеет вид:

K = {K|Reλi(F + BK) < 0},

где λi(F + BK) – собственные числа матрицы F + BK. Предположим, что
пара (F,B) стабилизируема [286]. Это означает, что множество K не пусто.

Для любого K ∈ K, матрица стохастической чувствительности W рав-
новесия x̄ системы (4.2.32) является единственным решением уравнения

(F +BK)W +W (F +BK)> +BKΦK>B> + S = 0,

Φ = RR>, S = GG>.
(4.2.34)

Перейдем к задаче синтеза матрицы W за счет выбора K.
Пусть M – множество симметрических положительно определенных

n× n-матриц. Для любого K ∈ K регулятор (4.2.31) формирует матрицу сто-
хастической чувствительности WK – решение уравнения (4.2.34).

Задача синтеза стохастической чувствительности. Для заданной
матрицы W ∈ M найти матрицу K ∈ K такую, что WK = W , где WK–
решение уравнения (4.2.34).

Элемент W ∈ M называется достижимым в системе (4.2.32) если при
некотором K ∈ K выполняется WK = W . Все достижимые элементы состав-
ляют множество

W = {W ∈M | ∃K ∈ K WK = W}.

В анализе достижимости будем использовать проекционные матрицы P1 =

BB+ и P2 = I − P1. Умножая (4.2.34) слева и справа на P2, получаем для W
необходимое условие достижимости:

P2

(
FW +WF> + S

)
P2 = 0. (4.2.35)

Заметим, что в случае полной информации это условие также является доста-
точным для достижимости матрицы W ∈M.
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В случае, когда состояния x системы (4.2.30) известны точно (Φ = 0),
уравнение (4.2.34) – линейно поK. В этом случае полный анализ разрешимости
этого линейного уравнения и описание множеств достижимости даны в п. 4.2.1.

Сейчас мы фокусируемся на случае регулятора (4.2.31) с невырожден-
ными случайными возмущениями (Φ является положительно определенной). В
этом случае матричное уравнение (4.2.34) квадратично по K. Следующая тео-
рема дает конструктивное решение синтеза стохастической чувствительности
в рассматриваемом случае неполной информации.

Теорема 4.5.
Пусть шумы в системе (4.2.32) является невырожденными:

rankσ(x̄) = rankϕ(x̄) = n.

а) Если rank(B) = n, то множество достижимости состоит из матриц W ∈M,
удовлетворяющих неравенству

Q = WΦ−1W − FW −WF> − S � 0. (4.2.36)

Для любой достижимой матрицы W уравнение (4.2.34) имеет решение

K = B−1
(
Q

1
2ZΦ−

1
2 −WΦ−1

)
, (4.2.37)

где Z – произвольная ортогональная n× n-матрица.
б) Если rank(B) < n, то элементW ∈M является достижимым, если матрица
W удовлетворяет неравенству (4.2.36), равенству (4.2.35) и равенству

P2

(
Q

1
2ZΦ−

1
2 −WΦ−1

)
= 0. (4.2.38)

В этих условиях уравнение (4.2.34) имеет решение

K = B+
(
Q

1
2ZΦ−

1
2 −WΦ−1

)
. (4.2.39)

Доказательство.
Перепишем уравнение (4.2.34) в терминах новой неизвестной матрицы

L = BKΦ
1
2 (4.2.40)

в форме
LL> + (F + LΦ−

1
2 )W +W (F + LΦ−

1
2 )> + S = 0

и

(L+WΦ−
1
2 )(L+WΦ−

1
2 )> −WΦ−1W + FW +WF> + S = 0. (4.2.41)
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Из (4.2.41) для
N = L+WΦ−

1
2 , (4.2.42)

следует
NN> = WΦ−1W − FW −WF> − S. (4.2.43)

Обозначим через Q = WΦ−1W −FW −WF>−S правую часть (4.2.43). Нера-
венство (4.2.36) является необходимым и достаточным условием разрешимости
уравнения (4.2.43). Для любой матрицы W , удовлетворяющей (4.2.36), урав-
нение (4.2.43) имеет решение

N = Q
1
2Z, (4.2.44)

где Z – произвольная ортогональная n × n-матрица. Из (4.2.40), (4.2.42),
(4.2.44) следует

BK = Q
1
2ZΦ−

1
2 −WΦ−1. (4.2.45)

Таким образом, мы свели задачу решения квадратного уравнения (4.2.34) к
решению линейного матричного уравнения (4.2.45).

В случае rankB = n = l уравнение (4.2.45) имеет единственное решение
(4.2.37). Часть а) теоремы доказана.

Рассмотрим случай rankB < n. Пусть матрица W достижима. Это
означает, что W удовлетворяет (4.2.35), (4.2.36). Дополнительное неравенство
(4.2.38) обеспечивает разрешимость уравнения (4.2.45). Поэтому для матрицы
W , удовлетворяющей необходимым и достаточным условиям достижимости
(4.2.35), (4.2.36), (4.2.38), уравнение (4.2.34) имеет решение (4.2.39).

Часть б) теоремы доказана.
Теорема 4.5 и ее доказательство опубликованы в работе [223] автора

диссертации.

Минимизация стохастической чувствительности
Во многих практически важных инженерных задачах требуется постро-

ить регулятор, который существенно уменьшает разброс случайных состояний
вокруг равновесий, соответствующих основному режиму работы. При фикси-
рованном уровне шума уменьшение этого разброса означает уменьшение сто-
хастической чувствительности. Поэтому далее рассмотрим задачу управления,
связанную с минимизацией стохастической чувствительности.

Рассмотрим критерий

J(W ) = 〈W,D〉. (4.2.46)
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Здесь скалярное произведение определено как 〈A,B〉 = tr(A>B), а D – поло-
жительно определенная симметрическая n×n-матрица. Тогда задача миними-
зации стохастической чувствительности с критерием (4.2.46) имеет следующую
формальную запись

J(W ) → min
W∈W

. (4.2.47)

Поскольку W является решением (4.2.34), то задача (4.2.47) может быть пе-
реписана как задача минимизации функции J(W ) при ограничении (4.2.34).
Для решения этой задачи оптимизации можно использовать метод множите-
лей Лагранжа. Здесь функция Лагранжа

L(W,K,Λ) = 〈W,D〉+ 〈Λ,F(W,K)〉,

где Λ – n× n-матричный множитель Лагранжа и

F(W,K) = (F +BK)W +W (F +BK)> +BKΦK>B> + S.

Теорема 4.6. Система матричных уравнений

(F +BK)>Λ + Λ(F +BK) +D = 0,

B>ΛW +B>ΛBKΦ = 0,

(F +BK)W +W (F +BK)> +BKΦK>B> + S = 0,

(4.2.48)

является необходимым условием минимума J .
Доказательство. Необходимым условием для условных экстремумов J явля-
ется следующая система уравнений:

∂L

∂W
= 0,

∂L

∂K
= 0,

∂L

∂Λ
= 0. (4.2.49)

Используя соотношения

〈A,B〉 = 〈B,A〉 = 〈A>, B>〉, 〈AB,C〉 = 〈B,A>C〉,

∂〈A,X〉
∂X

= A,
∂〈A,XB〉

∂X
= AB>,

∂〈A,BX〉
∂X

= B>A,

∂〈A,BXC〉
∂X

= B>AC>,
∂〈A,BX>C〉

∂X
= CA>B,

можно найти явно производные в (4.2.49):

∂L

∂W
= D + (F +BK)>Λ + Λ(F +BK),

∂L

∂K
= B>ΛW +B>ΛBKΦ,
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∂L

∂Λ
= F(W,K).

Теорема доказана.
Скалярный случай
Для n = 1 из системы (4.2.48) следует, что

W = −BKΦ, B2ΦK2 + 2BFΦK − S = 0.

При B 6= 0 с учетом положительности W > 0 находим единственные значения
оптимальных

K = − 1

B

(
F +

√
F 2 +

S

Φ

)
, (4.2.50)

W = ΦF +
√

Φ2F 2 + ΦS. (4.2.51)

Здесь формула (4.2.50) дает значение K коэффициента обратной связи опти-
мального регулятора, который обеспечивает минимально возможное значение
W стохастической чувствительности (4.2.51).

Стабилизация равновесия нелинейного стохастического осцил-
лятора

Рассмотрим нелинейный стохастический осциллятор с управлением

ẍ = f(x, ẋ) + g(x, ẋ)u+ εσ(x, ẋ)ξ, (4.2.52)

где f, g и σ – скалярные функции, ξ – белый гауссовский шум с Eξ(t) =

0, Eξ(t)ξ(τ) = δ(t− τ), ε – интенсивность шума.
Перепишем уравнение (4.2.52) в форме системы:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = f(x1, x2) + g(x1, x2)u+ εσ(x1, x2)ξ.
(4.2.53)

Пусть детерминированная система без управления (4.2.53) (u = 0, ε = 0)
имеет равновесие (x̄1, 0). Рассмотрим регулятор

u = k1(y1 − x̄1) + k2y2,

y1 = x1 + εϕ1(x1, x2)η1, y2 = x2 + εϕ2(x1, x2)η2,

где k1, k2 – коэффициенты обратной связи, ϕ1, ϕ2 – скалярные функции, η1, η2

– некоррелированные белые гауссовские шумы с Eη1,2(t) = 0, Eη1,2(t)η1,2(τ) =

δ(t− τ), Eη1,2(t)ξ(τ) = 0.
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Целью управления является синтез устойчивого равновесия (x̄1, 0) с на-
значенной стохастической чувствительностью. Для системы (4.2.53), имеем

F =

(
0 1

α β

)
, B =

(
0

b

)
,

S =

(
0 0

0 σ2

)
, Φ =

(
ϕ2

1 0

0 ϕ2
2

)
,

α =
∂f

∂x1
(x̄1, 0), β =

∂f

∂x2
(x̄1, 0),

b = g(x̄1, 0), σ = σ(x̄1, 0), ϕ1,2 = ϕ1,2(x̄1, 0).

Элементы матрицы стохастической чувствительности W =

(
w1 w2

w2 w3

)
удо-

влетворяют системе (см. (4.2.34)):

2w2 = 0,

(α + bk1)w1 + (β + bk2)w2 + w3 = 0,

2(α + bk1)w2 + 2(β + bk2)w3 + b2(k2
1ϕ

2
1 + k2

2ϕ
2
2) + σ2 = 0.

(4.2.54)

Из (4.2.54) следует, что w2 = 0. Это означает, что допустимая матрица стоха-
стической чувствительности должна быть диагональной.

Для k1 получаем явную формулу:

k1 = −1

b

(
α +

w3

w1

)
. (4.2.55)

Коэффициент k2 удовлетворяет квадратному уравнению:

b2ϕ2
2k

2
2 + 2bw3k2 + 2βw3 + ϕ2

1

(
α +

w3

w1

)2

+ σ2 = 0. (4.2.56)

Из (4.2.36) следует:(
w2

1 − ϕ2
1ϕ

2
2

)
w2

3 − 2ϕ2
2(βw

2
1 + αϕ2

1w1)w3 − ϕ2
2

(
σ2 + α2ϕ2

1

)
w2

1 ≥ 0. (4.2.57)

Это неравенство означает, что дискриминант уравнения (4.2.56) – неотрица-
тельный, поэтому (4.2.56) имеет решение.

Неравенство (4.2.57) играет важную роль в рассматриваемой задаче син-
теза. Это неравенство дает простое параметрическое описание множества W
пар (w1, w3), для которых матрица стохастической чувствительности W =(
w1 0

0 w3

)
является достижимой.
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В поставленной задаче оптимальной стабилизации (4.2.53) следует вы-
брать регулятор, который минимизирует стохастическую чувствительность
равновесия (x̄1, 0). Здесь критерий можно записать в виде

J(w1, w3) = q1w1 + q3w3 → min, q1 > 0, q3 > 0,

где (w1, w3) удовлетворяют (4.2.57).
Синтез минимальной стохастической чувствительности осцил-

лятора Ван-дер-Поля
Рассмотрим систему

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −x1 + (δ + µx2
1 − x4

1)x2 + u+ εσξ,
(4.2.58)

где ξ – стандартный белый гауссовский шум. Детерминированная система
без управления (4.2.58) (ε = 0, u = 0) является хорошо известным осцил-
лятором Ван-дер-Поля с седлоузловой бифуркацией при δ = −µ2/8. Для
µ = 1, δ = −0.1, эта система имеет устойчивое равновесие (0, 0) (черный кру-
жок) и устойчивый предельный цикл (сплошная линия), разделенные неустой-
чивым предельным циклом (пунктир) (см. рис. 4.2.7а).

Рис. 4.2.7 – Система (4.2.58) с µ = 1, δ = −0.1, σ = 1, ε = 0.1: а) генерация
большеамплитудных осцилляций в отсутствие управления; б) стабилизация осцилляций
оптимальными регуляторами, минимизирующими стохастическую чувствительность при
ϕ = 0.2 (зеленый), ϕ = 1 (красный). Осцилляции в системе без управления показаны

серым.

При стохастических возмущениях случайные траектории системы без
управления покидают устойчивое равновесие, но при слабом шуме эти траек-
тории локализованы в бассейне притяжения невозмущенного равновесия. По
мере увеличения интенсивности шума случайные траектории начинают выхо-
дить из этого бассейна притяжения, пересекают сепаратрису (неустойчивый
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цикл) и далее продолжают большеамплитудные осцилляции вблизи устойчи-
вого предельного цикла (см. фазовые траектории на рис. 4.2.7а и временной
ряд на рис. 4.2.7б при u = 0, σ = 1, ε = 0.1).

Для того, чтобы подавить нежелательные переходы от равновесия к та-
ким колебаниям большой амплитуды, применим метод управления, представ-
ленный выше.

Стохастическая матрица чувствительности W =

(
−σ2

2δ 0

0 −σ2

2δ

)
системы

без управления (4.2.58) является решением уравнения (4.2.33) при K = 0, где

F =

(
0 1

−1 δ

)
, S =

(
0 0

0 σ2

)
.

Для рассматриваемых значений σ = 1, δ = −0.1, имеем W =

(
5 0

0 5

)
. Для

предотвращения нежелательных стохастических колебаний большой амплиту-
ды, мы построим регулятор обратной связи, который обеспечивает меньшие
значения стохастической чувствительности.

Здесь мы используем регулятор обратной связи, рассмотренный выше:

u = k1(x1 + εϕ1η1) + k2(x2 + εϕ2η2), (4.2.59)

где η1,2 – некоррелированные гауссовские шумы.
Для системы (4.2.58),(4.2.59), элементы достижимых матриц

W =

(
w1 0

0 w3

)
удовлетворяют неравенству (4.2.57) с α = −1, β = l.

Рис. 4.2.8 – Множества достижимости для σ = 1: ϕ = 0.2 (зеленый); ϕ = 0.5 (синий); ϕ = 1

(красный).

На рис. 4.2.8 изображены множества достижимости для значений
(w1, w3) при µ = 1, δ = −0.1, σ = 1, ϕ1 = ϕ2 = ϕ. Здесь показаны грани-
цы этих множеств при разных ϕ : ϕ = 1 (красный), ϕ = 0.5 (синий) и ϕ = 0.2
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(зеленый). Как видно, чем меньше ϕ, тем больше множество достижимости.
Когда ϕ стремится к нулю, множество достижимости расширяется до первого
квадранта: w1 > 0, w3 > 0.

Найдем коэффициенты k1, k2 регулятора (4.2.59) из решения следующей
задачи оптимальной стабилизации с критерием:

J(w1, w3) = trW = w1 + w3 → min,

где точки (w1, w3) принадлежат соответствующим областям достижимости.
Геометрически, минимально возможное достижимое значение критерия J0 =

min J будет в точке, где прямая w1 + w3 = J0 касается границы множества
достижимости. На рис. 4.2.8 для трех значений ϕ эти касательные прямые по-
казаны пунктирами, а оптимальные точки из множеств достижимости – круж-
ками.

При ϕ = 0.2 минимальное значение критерия J0 = 0.282 достигается
при стохастической чувствительности w1 = 0.068, w3 = 0.214, синтезируемой
оптимальным регулятором с коэффициентами k1 = −2.162, k2 = −4.834.

Для ϕ = 0.5 получим J0 = 0.799, w1 = 0.279, w3 = 0.520, k1 =

−0.857, k2 = −1.992.

Для ϕ = 1 имеем J0 = 1.678, w1 = 0.721, w3 = 0.957, k1 = −0.327, k2 =

−0.947.

Напомним, что стохастическая чувствительность системы без управле-
ния была w1 = w3 = 5. Таким образом, оптимальные регуляторы даже при
наличии шума позволяют существенно снизить стохастическую чувствитель-
ность равновесий.

Стохастическая динамика системы (4.2.58) с построенными оптимальны-
ми регуляторами представлена на рис. 4.2.7б. Здесь временные ряды системы
без управления показаны серым цветом, временные ряды, соответствующие
оптимальному регулятору для ϕ = 0.2 – зеленым цветом, а для ϕ = 1 – крас-
ным цветом. Как можно видеть, построенные оптимальные регуляторы стаби-
лизируют случайные траектории системы (4.2.58), (4.2.59) вблизи равновесия
(0, 0).

Как видим, новый метод обеспечивает низкий уровень стохастической
чувствительности и подавляет колебания большой амплитуды даже в том
случае, если регулятор обратной связи содержит случайные возмущения.
Стоит отметить, что этот метод может быть использован и для систем более
высоких размерностей. Так, в работе [223] автора диссертации решена задача
стабилизации стохастически возмущенного трехмерного нелинейного осцил-
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лятора.

Управление динамическими регуляторами

Рассмотрим нелинейную стохастическую систему с управлением

ẋ = f(x, u) + εσ(x)ξ(t) (4.2.60)

где x – n-мерный вектор состояния, f(x, u) – n-мерная вектор-функция, σ(x) –
n×m-матричная функция, ξ(t) – стандартный белый гауссовскийm-векторный
шум с параметрами Eξ(t) = 0, Eξ(t)ξ>(τ) = δ(t− τ)I, u – r-мерный управля-
ющий вход.

Предполагается, что соответствующая детерминированная система
(4.2.60) (с ε = 0 и u = 0) имеет равновесие x̄, устойчивость которого не пред-
полагается.

Рассмотрим случай, когда информация о состоянии системы задается
вектором измерений y(t), содержащим случайные ошибки:

y = g(x) + εϕ(x)η(t). (4.2.61)

Здесь y – p-мерный вектор измерений, g(x) – p-мерная вектор-функция, ϕ(x) –
p×q-матричная функция и η(t) – стандартный белый гауссовский q-векторный
шум, некоррелированный с ξ(t) и удовлетворяющий Eη(t) = 0, Eη(t)η>(τ) =

δ(t− τ)I.

Будем использовать динамический регулятор, состоящий из управления

u = −K(x̂− x̄) (4.2.62)

и фильтра
˙̂x = f(x̂, u) + L (y − g(x̂)) . (4.2.63)

Здесь x̂ – оценка неизвестного состояния x, K – постоянная r × n-матрица, L
– постоянная n × p-матрица. Таким образом, стабилизирующие возможности
этого регулятора определяются выбором матриц K и L.

Для состояний x и x̂ системы (4.2.60), (4.2.61) с регулятором (4.2.62),
(4.2.63) можно записать замкнутую систему

ẋ = f(x,−K (x̂− x̄)) + εσ(x)ξ(t)

˙̂x = f(x̂,−K (x̂− x̄)) + L (g(x)− g(x̂)) + εLϕ(x)η(t).
(4.2.64)

Детерминированная система (4.2.64) (ε = 0) имеет равновесие [x̄, x̄]> .
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Для асимптотики

z = lim
ε→0

xε − x̄
ε

, ẑ = lim
ε→0

x̂ε − x̄
ε

отклонений решений xε(t), x̂ε(t) системы (4.2.64) от равновесия можно запи-
сать следующую систему

ż = Az −BKẑ + Sξ(t)

˙̂z = Aẑ −BKẑ + LC(z − ẑ) + LΦη(t).
(4.2.65)

Здесь

A =
∂f

∂x
(x̄, 0), B =

∂f

∂u
(x̄, 0), C =

∂g

∂x
(x̄), S = σ(x̄), Φ = ϕ(x̄).

Рассмотрим множество матриц K и L, обеспечивающих экспоненциальную
устойчивость равновесия [x̄, x̄]> детерминированной системы (4.2.64) с ε = 0:

K = {K | Reλi(A−BK) < 0}, L = {L | Reλi(A− LC) < 0},

где λi(F ) – собственные числа матрицы F . Предположим, что пара (A,B)

– стабилизируема, а пара (A,C) – восстанавливаема [286]. Это означает, что
множества K, A непусты.

Перепишем систему (4.2.65) в виде[
ż

˙̂z

]
=

[
A −BK

LC A−BK − LC

][
z

ẑ

]
+

[
S 0

0 LΦ

][
ξ(t)

η(t)

]
. (4.2.66)

Для переменной z̃ = ẑ−z можно записать следующую отдельную подсистему:

˙̃z = (A− LC)z̃ + LΦη(t)− Sξ(t).

Для переменных z, z̃ выполняется[
ż

˙̃z

]
=

[
A−BK −BK

0 A− LC

][
z

z̃

]
+

[
S 0

−S LΦ

][
ξ(t)

η(t)

]
. (4.2.67)

При любых K ∈ K, L ∈ L матрица стохастической чувствительности

W =

[
W11 W12

W21 W22

]
состоит из блоков

W11 = Ezz>, W12 = Ezz̃>, W21 = Ez̃z>, W22 = Ez̃z̃>.
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Эта матрица является единственным решением матричного алгебраического
уравнения [

A−BK −BK

0 A− LC

][
W11 W12

W21 W22

]
+

+

[
W11 W12

W21 W22

][
(A−BK)> 0

−K>B> (A− LC)>

]
+

+

[
S 0

−S LΦ

][
S> −S>

0 Φ>L>

]
= 0. (4.2.68)

С учетом W21 = W>
12 можно переписать систему (4.2.68) следующим образом

(A−BK)W11 +W11(A−BK)> −BKW>
12 −W12K

>B> + SS> = 0

(A−BK)W12 −BKW22 +W12(A− LC)> − SS> = 0

(A− LC)W22 +W22(A− LC)> + SS> + LΦΦ>L> = 0.

(4.2.69)

Здесь можно рассматривать следующую задачу
Пусть M – множество симметрических и положительно определенных

n × n-матриц. Для любых K ∈ K, L ∈ L, регулятор (4.2.62),(4.2.63) форми-
рует для равновесия x̄ матрицу стохастической чувствительности W11(K,L),
которая является n×n-блоком в (2n)×(2n)-матрице решения системы (4.2.69).

Задача синтеза стохастической чувствительности
Для наперед заданной матрицы W11 ∈ M найти матрицы K ∈ K,

L ∈ L такие, что выполняется равенство W11(K,L) = W11.
Вопрос об описании множества достижимости матриц стохастической

чувствительности требует дополнительных исследований.
Выбирая матрицу L в фильтре (4.2.63), можно следовать теории опти-

мальной фильтрации Калмана-Бьюси:

L∗ = W22C
> (ΦΦ>

)−1
, (4.2.70)

где
AW22 +W22A

> −W22C
> (ΦΦ>

)−1
CW22 + SS> = 0.

Синтез стохастической чувствительности в одномерных систе-
мах

Пусть в системе (4.2.60), (4.2.61) переменные x, y, u и шумы ξ, η явля-
ются одномерными: n = m = r = p = q = 1. В этом случае обратная связь
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(4.2.62) и фильтр ( 4.2.63) можно записать как

u = −k(x̂− x̄), ˙̂x = f(x̂, u) + l (y − g(x̂)) . (4.2.71)

Элементы соответствующей 2× 2-матрицы стохастической чувствительности

Рис. 4.2.9 – Стохастическая чувствительность w = w11(k, l) для a = b = c = ϕ = s = 1.

W =

[
w11 w12

w21 w22

]
удовлетворяют системе

2(a− bk)w11 − 2bkw>12 + s2 = 0

(2a− bk − lc)w12 − bkw22 − s2 = 0

2(a− lc)w22 + s2 + l2ϕ2 = 0.

(4.2.72)

Здесь

a = f ′x(x̄, 0), b = f ′u(x̄, 0), c = g′(x̄), s = σ(x̄), ϕ = ϕ(x̄).

В одномерном случае имеем K = {k | a− bk < 0}, and L = {l | a− lc < 0}.
Для любых k ∈ K, l ∈ L, система (4.2.72) имеет явное решение:

w22(l) =
s2 + l2ϕ2

2(lc− a)
, w12(k, l) =

bkw22(l) + s2

2a− bk − lc
,

w11(k, l) =
s2 − 2bkw12(k, l)

2(bk − a)
.

В системе (4.2.60), (4.2.61) с регулятором (4.2.71), стохастическая чувствитель-
ность равновесия x̄ задается функцией w = w11(k, l). На рис. 4.2.9 представлен
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график функции w = w11(k, l) при a = b = c = ϕ = s = 1.
Результаты раздела 4.2.2 опубликованы в следующих работах автора по управ-
лению: регулятором, содержащим случайные возмущения в [223]; динамиче-
ским регулятором [290]. Возможности статических регуляторов в задаче син-
теза стохастической чувствительности исследованы и опубликованы в рабо-
те [231] и продемонстрированы в п. 5.2 в задаче стабилизации проточного хи-
мического реактора.

4.2.4. Управление стохастической чувствительностью циклов

Кратко изложим общий подход к решению задачи синтеза стохастиче-
ских циклов для многомерных управляемых систем вида

ẋ = f(x, u) + εσ(x, u)ẇ(t), (4.2.73)

где x – n-мерный вектор состояния, u – m-мерный вектор управления, f(x, u)

– достаточно гладкая n-вектор-функция, w(t) – стандартный n-мерный вине-
ровский процесс, σ(x, u) – достаточно гладкая (n × n)-матричная функция,
характеризующая зависимость возмущений от состояния и управления, ε –
скалярный параметр интенсивности возмущений.

Пусть система (4.2.73) при ε = 0 и u = 0 имеет T -периодическое ре-
шение x = x̄(t) с фазовой траекторией Γ (цикл). Устойчивость цикла Γ не
предполагается.

Рассмотрим класс допустимых обратных связей U , состоящий из доста-
точно гладких функций u(x), удовлетворяющих следующим условиям:

u|Γ = 0, (4.2.74)

в замкнутой детерминированной системе

ẋ = f(x, u(x)) (4.2.75)

решение x = x̄(t) является экспоненциально орбитально устойчивым в окрест-
ности цикла Γ.

Условие (4.2.74) означает, что функция x = x̄(t) остается решением си-
стемы (4.2.73) при всех допустимых управлениях.

Вопрос об устойчивости цикла детерминированной системы (4.2.75) ре-
шается по мультипликаторам ρ1 = 1, ρ2, ..., ρn соответствующей системы пер-
вого приближения для малых отклонений z(t) = x(t)− x̄(t) :

dz = (F (t) +B(t)K(t))zdt, (4.2.76)
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где

F (t) =
∂f

∂x
(x̄(t), 0), B(t) =

∂f

∂u
(x̄(t), 0), K(t) =

∂u

∂x
(x̄(t)).

Необходимым и достаточным условием экспоненциальной орбитальной
устойчивости цикла Γ для нелинейной системы (4.2.75) являются условия [291]:
|ρi| < 1, i = 2, ..., n. Мультипликаторы системы (4.2.76) при фиксированных
F и B являются функциями от K: ρi = ρi(K).

Рассмотрим множество T -периодических (m× n)-матриц

K = {K : |ρi(K)| < 1, i = 2, ..., n}.

Будем предполагать, что множество K не пусто.
Случайные траектории стохастической системы (4.2.73) покидают детер-

минированный цикл Γ и формируют вокруг него стохастический аттрактор,
имеющий стационарную плотность распределения ρ(x, ε).

Следуя теории из главы 2, для описания функции ρ(x, ε) будем исполь-
зовать аппарат функций стохастической чувствительности.

Пусть K ∈ K. Опишем вероятностное распределение случайных состоя-
ний системы (4.2.73) вокруг устойчивого цикла Γ при помощи сечений Пуанка-
ре. Пусть Πt – гиперплоскость, ортогональная циклу в точке x̄(t) (0 ≤ t < T ).
Для сечения Пуанкаре Πt в окрестности точки x̄(t) соответствующая гауссова
аппроксимация стационарной плотности распределения имеет вид:

ρt(x, ε) ≈ C exp

(
−(x− x̄(t))>W+(t)(x− x̄(t))

2ε2

)
. (4.2.77)

Здесь матричная функция стохастической чувствительности W (t) цикла Γ, в
силу K ∈ K, является единственным решением уравнения Ляпунова

Ẇ = (F (t) +B(t)K(t))W +W (F (t) +B(t)K(t))> + P (t)S(t)P (t) (4.2.78)

с условиями:
W (0) = W (T ), (4.2.79)

W (t)r(t) ≡ 0, (4.2.80)

где S(t) = σ(x̄(t), 0)σ>(x̄(t), 0) , r(t) = f(x̄(t)), P (t) – матрица ортогональ-
ного проектирования на гиперплоскость Πt. Матрица ε2W (t) задает ковариа-
цию случайных состояний в окрестности точки x̄(t) в сечении Πt. Из условия
(4.2.74) следует, что

K(t)P (t) ≡ K(t). (4.2.81)
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Как видно, вариация управления u позволяет изменять в уравнении (4.2.78)

только коэффициент K(t) =
∂u

∂x
(x̄(t)), поэтому результат управления – мат-

рица стохастической чувствительности W (t) – зависит только от производной
∂u

∂x
. Это позволяет упростить структуру регулятора и, не теряя общности, ис-

пользовать в дальнейшем обратную связь

u = K(t(x))∆(x), (4.2.82)

где ∆(x) = x− γ(x) – отклонение стохастической траектории от детерминиро-
ванного цикла, γ(x) = argminy∈Γ‖x− y‖, t(x) = argmint∈[0,T )‖x− x̄(t)‖.

Целью управления является формирование у цикла Γ заданной функ-
ции стохастической чувствительности W . Матрица обратной связи K(t) ре-
гулятора (4.2.82), формирующего в системе (4.2.73) наперед заданную T -
периодическую матрицу стохастической чувствительности W (t), должна в си-
лу (4.2.78) удовлетворять матричному линейному алгебраическому уравнению

B(t)K(t)W (t) +W (t)K>(t)B>(t) =

= Ẇ (t)− F (t)W (t)−W (t)F>(t)− P (t)S(t)P (t)
(4.2.83)

и условию (4.2.81).
Естественно, здесь возникает ряд вопросов, касающихся описания класса

допустимых матриц W (t), условий разрешимости системы (4.2.81),(4.2.83), и
построения его решений, а также оценки затрат на управление.

Обозначим черезM класс допустимых матриц. ЗдесьM – множество сим-
метрических, неотрицательно определенных n× n-матричных функций W (t),
удовлетворяющих условию P (t)-положительной определенности и условиям
(4.2.79), (4.2.80). Матричная функция W (t) называется P (t)-положительно
определенной, если

∀t ∈ [0, T ] ∀x : P (t)x 6= 0→ (x,W (t)x) > 0.

При каждом K ∈ K в замкнутой системе (4.2.73),(4.2.82) синтезируется
цикл с соответствующей матрицей WK(t) ∈M стохастической чувствительно-
сти, удовлетворяющей уравнению (4.2.78).

Задача синтеза стохастической чувствительности цикла
Для наперед заданной матрицы W (t) ∈ M требуется найти матрицу

K(t) ∈ K, обеспечивающую тождество WK(t) ≡ W (t), где WK(t) – решение
системы (4.2.78)-(4.2.80).
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В некоторых случаях эта задача может быть неразрешимой. Поэтому
введем понятие достижимости и стохастической управляемости.

Определение 4.8
Элемент W (t) ∈ M называется достижимым в системе (4.2.73) с ре-

гулятором (4.2.82), если при некотором K(t) ∈ K выполняется тождество
WK(t) ≡ W (t).

Определение 4.9
Множество всех достижимых элементов

W = {W (t) ∈M | ∃K(t) ∈ K WK(t) ≡ W (t)}

называется множеством достижимости системы (4.2.73), (4.2.82).
Определение 4.10
Цикл Γ называется полностью стохастически управляемым в системе

(4.2.73), (4.2.82), если

∀ W (t) ∈M ∃ K(t) ∈ K : WK(t) ≡ W (t).

Таким образом, цикл Γ является полностью стохастически управляемым
тогда и только тогда, когда справедливо равенство

W = M.

Решение проблемы синтеза матрицы стохастической чувствительности дается
теоремой.

Теорема 4.6
Пусть шумы в системе (4.2.73) невырожденные (detS(t) 6= 0) и матрица

B(t) является квадратной и невырожденной ( rankB(t) = n = m). Тогда при
любой матрице W (t) ∈ M система уравнений (4.2.81),(4.2.83) имеет решение

K(t) = K̄(t) +B−1(t)Z(t)W+(t) ∈ K,

K̄(t) = B−1(t)
[

1
2

(
Ẇ (t)P (t) + Ṗ (t)W (t)

)
− F (t)W (t)−

1
2P (t)S(t)P (t)

]
W+(t),

(4.2.84)

где Z(t) – произвольная кососимметрическая n×n-матрица, удовлетворяющая
тождеству

Z(t)P (t) ≡ Z(t). (4.2.85)

Доказательство.
Покажем, что K̄(t) является частным решением системы (4.2.81),(4.2.83).

В доказательстве зависимость от t опущена.
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Из равенств W+W = P = P 2, WP = W следует, что

BK̄W = BB−1

[
1

2

(
ẆP + ṖW

)
− FW − 1

2
PSP

]
W+W =

=
1

2

(
ẆP + ṖW

)
− FW − 1

2
PSP.

Транспонируя это равенство, получаем

WK̄>B> =
(
BK̄W

)>
=

1

2

(
PẆ +WṖ

)
−WF> − 1

2
PSP,

откуда следует

BK̄W +WK̄>B> =
1

2

(
ẆP + ṖW + PẆ +WṖ

)
− FW −WF> − PSP =

= Ẇ − FW −WF> − PSP.

Таким образом, K̄(t) является решением уравнения (4.2.83). Справедливость
(4.2.81) вытекает из свойства W+P = W+.

Для (4.2.81),(4.2.83) опишем общее решение соответствующей однород-
ной системы {

BLW +WL>B> = 0,

LP = L.
(4.2.86)

Покажем, что общее решение (4.2.86) имеет вид

L = B−1ZW+, ZP = Z, Z + Z> = 0, (4.2.87)

где Z – произвольная кососимметрическая n× n-матрица.
Из W+P = W+ следует, что LP = L. Подставляя L в первое уравнение

системы (4.2.86), получим

BB−1ZW+W +WW+Z>(B−1)>B> = ZP + PZ> = Z + Z> = 0.

Таким образом, L = B−1ZW+ действительно является решением системы
(4.2.86).

Докажем теперь, что любое решение этой системы имеет вид (4.2.87).
Пусть L – произвольное фиксированное решение этой системы. Тогда матрица
Q = BLW – кососимметрическая и LW = B−1Q. Умножая последнее равен-
ство справа на W+, получим

LP = B−1QW+,
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откуда, с учетом LP = L, получим L = B−1QW+. Условие QP = Q непосред-
ственно следует из соотношений

QP = BLWP = BLW = Q.

Теорема доказана.
Как видим, в случае, когда матрица B(t) квадратная и невырожденная

( rank(B(t)) = n), множество достижимости совпадает с множеством допусти-
мых значений (M = W) и цикл в системе (4.2.73), (4.2.82) является полностью
стохастически управляемым.

В случае, когда rank(B(t)) < n, не все элементы из множества допусти-
мых значений M являются достижимыми. Рассмотрим проекторы

P1(t) = B(t)B+(t), P2(t) = I − P1(t).

Необходимое условие достижимости дает следующая теорема.
Теорема 4.7
Для того, чтобы элемент W (t) ∈ M был достижим, необходимо выпол-

нение тождества:

P2(t)
[
Ẇ (t)− F (t)W (t)−W (t)F>(t)− P (t)S(t)P (t)

]
P2(t) ≡ 0. (4.2.88)

Доказательство.
Домножим равенство (4.2.83) слева и справа на P2(t). Тогда требуемое

условие (4.2.88) непосредственно следует из тождества

P2(t)B(t) ≡ 0.

Доказательство теорем 4.6, 4.7 опубликовано в работе [207] автора диссерта-
ции.

Подробное исследование вопросов управляемости и достижимости про-
водится далее для двумерных систем. Будут представлены условия полной
управляемости, при которых удается синтезировать произвольную допусти-
мую функцию стохастической чувствительности.

В отсутствие полной управляемости, задача синтеза регулятора стано-
вится некорректной. Для ее регуляризации будет предложен конструктивный
подход, позволяющий синтезировать заданную функцию стохастической чув-
ствительности с любой степенью точности.

В случае трехмерных систем также возможно конструктивное развитие
представленной общей теории.
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Эффективность предложенных методов демонстрируется далее на при-
мере решения задачи синтеза регулятора для стохастической модели брюссе-
лятора (двумерная система) и модели Лоренца (трехмерная система).

Для оценки затрат на управление u в стохастической системе (4.2.73) бу-
дем использовать функцию Jt = E

(
u>(x)Ru(x)

)
, где математическое ожида-

ние E(·) вычисляется по распределению (4.2.77), R – симметрическая положи-
тельно определенная (m×m)-матрица. Для этой функции затрат справедливо
явное представление:

Jt = ε2tr
(
K>(t)RK(t)W (t)

)
. (4.2.89)

Напомним, что матрица ε2W (t) задает ковариацию точек пересечения
случайных траекторий с гиперплоскостью Πt, ортогональной циклу в точке
x̄(t). В качестве интегрального критерия расходов на управление по всей ор-
бите можно использовать

J = ε2

T∫
0

tr
(
K>(t)RK(t)W (t)

)
dt.

Управление стохастическими циклами двумерных систем
В случае n = 2 матрица проектирования P (t) имеет представление:

P (t) = p(t)p>(t), где p(t) – единичный вектор, ортогональный касательному
вектору f(x̄(t)). В силу условия (4.2.80) матрица W (t) может быть записа-
на в виде W (t) = µ(t)P (t), где µ(t) – T -периодическая скалярная функция
стохастической чувствительности (см. раздел 2.2.2).

Функция стохастической чувствительности µ(t) цикла Γ удовлетворяет
краевой задаче

µ̇ = a(t)µ+ b(t), µ(0) = µ(T ), (4.2.90)

где

a(t) = p>(t)
[
(F (t) +B(t)K(t)) + (F (t) +B(t)K(t))>

]
p(t),

b(t) = p>(t)S(t)p(t).
(4.2.91)

Коэффициент a(t), зависящий от K(t), можно записать в виде:

a(t) = a0(t) + 2β>(t)k(t), (4.2.92)

где

a0(t) = p>(t)[F>(t) + F (t)]p(t), β(t) = B>(t)p(t), k(t) = K(t)p(t). (4.2.93)
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Функция µ(t) дает детальное описание изменения стохастической чувствитель-
ности вдоль цикла. Удобной характеристикой стохастической чувствительно-
сти цикла в целом является величина

m = max
t∈[0,T ]

µ(t).

Отметим, что для мультипликатора ρ2 справедливо [292] явное представление:

ρ2 = exp

(
1

2

∫ T

0

a(t)dt

)
= exp

(
1

2

∫ T

0

a0(t)dt+

∫ T

0

β>(t)k(t)dt

)
.

Неравенство ρ2 < 1 является критерием экспоненциальной орбитальной устой-
чивости детерминированного цикла Γ. Из этого критерия непосредственно сле-
дуют два утверждения.

Утверждение 4.3. Множество K матриц K(t) регуляторов (4.2.82),
стабилизирующих цикл Γ системы (4.2.75), задается условием∫ T

0

β>(t)K(t)p(t)dt < −1

2

∫ T

0

a0(t)dt. (4.2.94)

Утверждение 4.4. Пусть цикл Γ системы (4.2.75) при u = 0 неустойчив(∫ T
0 a0(t)dt ≥ 0

)
. Необходимым и достаточным условием стабилизируемости

(K 6= ∅) является требование β(t) ≡/ 0.

Таким образом, решение задачи формирования наперед заданной функ-
ции стохастической чувствительности µ(t) цикла Γ системы (4.2.73) с регуля-
тором (4.2.82) сводится к решению системы уравнений:

β>(t)k(t) =
µ̇− a0(t)µ− b(t)

2µ
, (4.2.95)

K(t)p(t) = k(t) (4.2.96)

относительно искомой матрицы K(t), удовлетворяющей неравенству (4.2.94).
Здесь допустимые функции стохастической чувствительности составля-

ют множество M = {µ(t) ∈ C1[0, T ]
∣∣∣µ(0) = µ(T ), µ(t) > 0}.

Отметим, что с формальной точки зрения система (4.2.95),(4.2.96) яв-
ляется эквивалентом общей системы (4.2.81),(4.2.83) в рассматриваемом здесь
двумерном случае.

Утверждение 4.5. Для того чтобы замкнутая система (4.2.73), (4.2.82)
имела заданную функцию стохастической чувствительности µ(t) ∈M, необхо-
димо и достаточно, чтобы матрицаK(t) обратной связи (4.2.82) удовлетворяла
системе (4.2.95), (4.2.96) и неравенству (4.2.94).
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Доказательство этого утверждения непосредственно вытекает из соотно-
шений (4.2.92), (4.2.93) и утверждения 4.3.

При решении системы (4.2.95), (4.2.96) возможны разные случаи.

Полная стохастическая управляемость
Рассмотрим уравнение (4.2.95). Справедливо следующее утверждение.
Утверждение 4.6. Для того чтобы уравнение (4.2.95) было разрешимо

при любой функции µ(t) ∈M, необходимо и достаточно, чтобы

∀ t ∈ [0, T ] β(t) 6= 0. (4.2.97)

При условии (4.2.97) для любой наперед заданной µ̄ ∈ M система (4.2.95),
(4.2.96) имеет бесконечное множество решений, т. е. регулятор, формирующий
заданную функцию стохастической чувствительности, не является единствен-
ным. Регуляризация этой некорректной задачи может быть обеспечена за счет
введения дополнительных условий оптимизации. Рассмотрим два способа, поз-
воляющих обеспечить единственность решения задачи.

Первый способ предполагает введение формального дополнительного
условия оптимальности

‖k(t)‖2 −→ min . (4.2.98)

Утверждение 4.7. Пусть выполняется условие (4.2.97). Тогда решение
задачи (4.2.95), (4.2.98) единственно и имеет вид

k(t) =
α(t)β(t)

β>(t)β(t)
, α(t) =

µ̇− a0(t)µ− b(t)
2µ

. (4.2.99)

Доказательство этого утверждения вытекает из теории нормальных псевдоре-
шений [258].

Подставляя найденное k(t) в (4.2.96), получим для матрицы K(t) регу-
лятора (4.2.82) уравнение

K(t)p(t) =
α(t)

β>(t)β(t)
B>p(t). (4.2.100)

Уравнение (4.2.100) всегда разрешимо. Его решением, например, является мат-

рица K(t) =
α(t)

β>(t)β(t)
B>(t).

Добавив вновь условие оптимальности

‖K(t)‖2 −→ min, (4.2.101)

получим единственное решение

K(t) = k(t)p>(t), (4.2.102)
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где k(t) удовлетворяет (4.2.99).
В качестве альтернативного способа обеспечения единственности реше-

ния системы (4.2.95), (4.2.96) рассмотрим задачу поиска оптимального управ-
ления, минимизирующего затраты (4.2.89) на синтез заданной функции чув-
ствительности. В рассматриваемом здесь случае для функции затрат справед-
ливо представление

Jt = ε2µ(t)k>(t)Rk(t). (4.2.103)

Добавив к уравнению (4.2.95) критерий

Jt −→ min,

переходим к задаче минимизации, единственное решение которой имеет вид

k̄(t) =
α(t)R−1β(t)

β>(t)R−1β(t)
, (4.2.104)

а соответствующее ему минимальное значение функции затрат может быть
найдено по формуле

J̄t =
ε2µ(t)α2(t)

β>(t)R−1β(t)
. (4.2.105)

При этом K̄(t) = k̄(t)p>(t).
Таким образом, при условии (4.2.97) всегда можно выбором матрицы

K(t) регулятора (4.2.82) синтезировать в замкнутой системе (4.2.73), (4.2.82)
любую наперед заданную функцию стохастической чувствительности µ ∈ M.
В этом случае цикл в системе (4.2.73), (4.2.82) будем называть полностью
стохастически управляемым.

В случае постоянных матриц B(t) ≡ B условие (4.2.97) эквивалентно
требованию rank(B) = 2. Таким образом, в системах, у которых матрица B
полного ранга, имеем полную стохастическую управляемость. В случае, когда
матрица B имеет неполный ранг, задача синтеза стохастической чувствитель-
ности становится некорректной и требует дополнительных процедур регуля-
ризации.

4.2.5. Регуляризация в задаче управления циклами на плоскости

В случае rank(B) = 1 вектор-функция β(t) может обращаться в ноль,
что приводит к невозможности синтеза некоторых функций из M. Последнее
означает неполную стохастическую управляемость. Далее подробно исследуем
этот случай.



230

Пусть на отрезке [0, T ] существует непустое множество I, на котором
β(t) обращается в ноль:

∀t ∈ I β(t) = 0,

∀t ∈ [0, T ]\I β(t) 6= 0.

В этом случае все достижимые функции стохастической чувствительности со-
ставляют множество A = {µ(t) ∈M| ∀t ∈ I µ̇ = a0(t)µ+ b(t)} .

Утверждение 4.8. Система (4.2.95), (4.2.96) разрешима при любой
функции µ(t) из множества достижимости A. При этом матрица K(t) опти-
мального регулятора, синтезирующего µ(t) ∈ A с критерием (4.2.103), задается
следующим образом:

K(t) =


α(t)R−1β(t)p>(t)

β>(t)R−1β(t)
, t ∈ [0, T ]\I,

0, t ∈ I.

Доказательство. Разрешимость системы (4.2.95), (4.2.96) доказывается пря-
мой подстановкой заданного K(t), а оптимальность следует из (4.2.104).

Рассмотрим ситуацию, когда желаемая функция чувствительности не
является достижимой. В этом случае естественной представляется задача син-
теза функции чувствительности, близкой к желаемой.

Пусть желаемая функция стохастической чувствительности µ(t) такова,
что на некотором подмножестве Iα множества I функция α(t) не равна нулю.
Тогда уравнение (4.2.95) неразрешимо. Это означает, что не всякая функция
µ ∈ M является достижимой. Таким образом, здесь возникает необходимость
решения некорректной задачи: система (4.2.95), (4.2.96) на множестве Iα несов-
местна, а в остальных точках интервала [0, T ] она имеет бесконечное множе-
ство решений.

В данном разделе для этой некорректной задачи рассматривается следу-
ющий метод регуляризации.

Изложим предлагаемый метод для достаточно распространенного слу-
чая, когда матрица B постоянна и имеет ранг, равный единице: B = b, где b –
постоянный двумерный вектор. Тогда скалярная функция β(t) = b>p(t) обра-
щается в ноль в точках цикла, где касательная к циклу параллельна вектору
b. Для любого цикла таких точек по крайней мере две. Пусть β(t1,2) = 0, а
в остальных точках интервала [0, T ] выполнено условие β(t) 6= 0. Обозначим
через µ̄(t) желаемую функцию стохастической чувствительности. Уравнение
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(4.2.95) для скалярной функции k(t) имеет вид:

β(t)k(t) = α(t) =
˙̄µ− a0(t)µ̄− b(t)

2µ̄
. (4.2.106)

Формальное решение k(t) = α(t)/β(t) уравнения (4.2.106) вблизи точек t1, t2
при α(t1,2) 6= 0 неограниченно возрастает. Чтобы избежать возникающей вы-
рожденности, связанной с неограниченным ростом k(t), проведём следующую
процедуру регуляризации.

Рассмотрим малые интервалы I1 = [t1 − δ, t1 + δ], I2 = [t2 − δ, t2 + δ].
Величина δ играет роль параметра регуляризации. На интервалах I1, I2 поло-
жим k(t) ≡ 0. Тогда динамика реальной функции чувствительности µ(t) на
I1,2 не зависит от управления и определяется свойствами системы (4.2.73) при
u = 0. Связь значений µ(ti − δ) и µ(ti + δ) функции µ(t) на концах интер-
вала Ii находится из решения соответствующих задач Коши. Действительно,
µ(ti + δ) = m(ti + δ), где m(t) – решение уравнения

ṁ = a0(t)m+ b(t) (4.2.107)

с начальным условием
m(ti − δ) = µ(ti − δ). (4.2.108)

Связь между значениями µ(ti − δ) и µ(ti + δ) можно найти в явном виде

µ(ti + δ) = ϕiµ(ti − δ) + ψi, (4.2.109)

где ϕi = ϕ(ti + δ), ψi = ψ(ti + δ), а функции ϕ(t), ψ(t) являются решениями
задач Коши:

ϕ̇ = a0(t)ϕ, ϕ(ti − δ) = 1,

ψ̇ = a0(t)ψ + b(t), ψ(ti − δ) = 0
(4.2.110)

и имеют явное представление

ϕ(t) = exp

(∫ t

ti−δ
a0(s)ds

)
, ψ(t) = ϕ(t)

∫ t

ti−δ

b(s)

ϕ(s)
ds. (4.2.111)

На следующем шаге процедуры регуляризации проведём "склейку" зна-
чений функции µ(t) на правом конце отрезка Ii со значением µ̄(ti+2δ) заданной
функции µ̄(t) в точке ti + 2δ. Чтобы добиться непрерывности µ(t) и избежать
разрыва на правом конце интервала Ii, на отрезке Îi = [ti + δ, ti + 2δ] будем за-
давать функцию µ(t) как линейную функцию υ(t) с условиями интерполяции:

υ(ti + δ) = µ(ti + δ), υ(ti + 2δ) = µ̄(ti + 2δ). (4.2.112)
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Итак, множество достижимости в классе δ-регуляризованных управлений со-
ставляют функции µ(t), построенные следующим образом:
а) на [0, T ]/(I1 ∪ I2 ∪ Î1 ∪ Î2) функция µ(t) совпадает с наперед заданной про-
извольной функцией µ̄(t) ∈ M. Коэффициент оптимального регулятора K(t),
соответствующий заданной функции µ̄(t), на этом участке траектории задаёт-

ся формулой K(t) =
α(t)

β(t)
p>(t);

б) значение µ(t) внутри интервалов I1 и I2 определяется решением уравнения
(4.2.107) с начальными значениями (4.2.108);
в) на интервалах Î1, Î2 задаем µ(t) = υ(t), где υ(t) – линейная функция,
построенная по правилу (4.2.112).

Конструируемые таким образом функции µ(t) являются непрерывными,
а их производные могут иметь разрывы в точках ti + δ и ti + 2δ. Функция µ(t)

отличается от заданной µ̄(t) только на множестве L = I1 ∪ I2 ∪ Î1 ∪ Î2. При
малых δ значения µ(t) на L близки к значениям заданной функции µ̄(t).

Таким образом, описанный здесь метод регуляризации основан на замене
недостижимой функции стохастической чувствительности некоторой близкой
достижимой.

Второй способ регуляризации
Для решения обсуждаемой здесь некорректной задачи может быть при-

менен и более общий метод, использующий регуляризацию Тихонова [293].
В соответствии с этим методом решение уравнения (4.2.95) сводится к

минимизации квадратичной функции:(
β>(t)k(t)− α(t)

)2
+ δ‖k(t)‖2 −→ min . (4.2.113)

Здесь δ – малый положительный параметр регуляризации. Задача (4.2.113)
всегда имеет единственное решение

k(t) =
α(t)

β>(t)β(t) + δ
· β(t). (4.2.114)

Из (4.2.96), (4.2.114) получаем уравнение для матрицы K(t) обратной
связи регулятора (4.2.82):

K(t)p(t) =
α(t)

p>(t)B(t)B>(t)p(t) + δ
B>p(t). (4.2.115)

Это уравнение всегда разрешимо. Очевидно, матрица

K(t) =
α(t)

p>(t)B(t)B>(t)p(t) + δ
B>
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является одним из его решений.
Если добавить условие оптимальности ‖K(t)‖2 −→ min, то единствен-

ным оптимальным решением будет

K(t) =
α(t)

p>(t)B(t)B>(t)p(t) + δ
B>p(t)p>(t). (4.2.116)

Рассмотрим случай m = 1, когда система (4.2.73) имеет единственное
скалярное управляющее воздействие. В этом случае B(t) – двумерный вектор-
столбец, β(t) = B>(t)p(t) – скалярная функция,

k(t) =
α(t)β(t)

β2(t) + δ

в (4.2.114) – скалярная функция, и двумерная вектор-строка K(t) в (4.2.116)
может быть записана как

K(t) = k(t)p>(t). (4.2.117)

В этом случае регулятор (4.2.82) имеет явное представление:

u(x1, x2) = k(t(x1, x2))[p1(t(x1, x2))(x1 − x̄1(t(x1, x2)))+

+p2(t(x1, x2))(x2 − x̄2(t(x1, x2)))].
(4.2.118)

Пример. Управление циклом стохастического брюсселятора
Рассмотрим стохастически возмущённую модель брюсселятора с управ-

лением:

ẋ1 = f1(x1, x2) + u+ εẇ1, f1(x1, x2) = a− (b+ 1)x1 + x2
1x2,

ẋ2 = f2(x1, x2) + εẇ2, f2(x1, x2) = bx1 − x2
1x2,

(4.2.119)

где w1, w2 – независимые винеровские процессы, ε – интенсивность случайных
возмущений, u – управление.

При u = 0 соответствующая детерминированная система (ε = 0) для
b > b∗ = 1 + a2 имеет устойчивый предельный цикл Γ, задаваемый T -
периодическим решением (x̄1(t), x̄2(t)).

В присутствии стохастических возмущений (ε 6= 0) случайные траекто-
рии покидают детерминированный цикл и формируют вокруг него некоторый
стохастический аттрактор. На рис. 4.2.10 серым цветом приведены случай-
ные траектории стохастического брюсселятора с параметрами a = 0.4, b =

1.2, ε = 0.001, а черным – соответствующий детерминированный цикл. Расче-
ты проводились методом Рунге–Кутта четвертого порядка с шагом по време-
ни h = 0.001. Видно, что разброс случайных траекторий вдоль цикла весьма
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неравномерный. График функции стохастической чувствительности для этого
случая приведён на рис. 4.2.11. Как видим, значительный разброс случайных
траекторий вокруг детерминированного цикла на рис. 4.2.10 объясняется боль-
шими значениями функции стохастической чувствительности. Здесь коэффи-
циент стохастической чувствительности m = 574.

Рассмотрим задачу конструирования регулятора

u(x1, x2) = k1(t(x1, x2))(x1 − x̄1(t(x1, x2))) + k2(t(x1, x2))(x2 − x̄2(t(x1, x2))),

(4.2.120)
формирующего у цикла брюсселятора заранее заданную функцию стохасти-
ческой чувствительности µ̄(t) ∈M.

В данном примере

B =

(
1

0

)
, p(t) =

1√
f 2

1 (t) + f 2
2 (t)

(
f2(t)

−f1(t)

)
,
f1(t) = f1(x̄1(t), x̄2(t)),

f2(t) = f2(x̄1(t), x̄2(t))
.

Поскольку rank(B) = 1, то цикл в системе (4.2.119), (4.2.120) не будет полно-
стью стохастически управляемым. Действительно, функция

β(t) = B>p(t) =
f2(t)√

f 2
1 (t) + f 2

2 (t)

обращается в ноль в точках t1 и t2, где f2 = 0.
В данном примере система (4.2.95), (4.2.96), связывающая параметры

k1(t), k2(t) регулятора (4.2.120) с заданной функцией µ̄(t), имеет вид:

f2(t)√
f 2

1 (t) + f 2
2 (t)

k(t) = α(t),
f2(t)k1(t)− f1(t)k2(t)√

f 2
1 (t) + f 2

2 (t)
= k(t), (4.2.121)

где

α(t) =
˙̄µ(t)− a0(t)µ̄(t)− b(t)

2µ̄(t)
.

Видно, что данная система является вырожденной в точках t1 и t2, где f2 = 0.
Применим первый метод регуляризации.
Введем параметр δ, характеризующий размер интервалов I1, I2 – окрест-

ностей точек t1, t2. Построим регулятор uδ, обеспечивающий δ-достижимость
любой функции µ̄(t) ∈M.

Вне множества I1 ∪ I2 ∪ Î1 ∪ Î2 коэффициенты k1(t), k2(t) регулятора
(4.2.120), формирующего заданную функцию µ̄(t), удовлетворяют уравнению,
вытекающему из системы (4.2.121),

f 2
2 (t)k1(t)− f1(t)f2(t)k2(t) = α(t)

(
f 2

1 (t) + f 2
2 (t)

)
. (4.2.122)
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Рис. 4.2.10 – Случайные траектории стохастического брюсселятора с параметрами
a = 0.4, b = 1.2, ε = 0.001 без управления (серый цвет); предельный цикл

детерминированного брюсселятора (черный цвет).

Рис. 4.2.11 – Функция стохастической чувствительности цикла брюсселятора с
a = 0.4, b = 1.2 без управления.

Взяв в качестве дополнительного критерия оптимальности требование

k2
1(t) + k2

2(t) −→ min,

получим единственное решение

k1(t) = α(t), k2(t) = −α(t)
f1(t)

f2(t)
. (4.2.123)

На участке траектории, соответствующей моментам времени t ∈ Ii, положим
k1(t) ≡ k2(t) ≡ 0.
Таким образом, осталось лишь доопределить значения k1(t) и k2(t) при t ∈
Îi = [ti + δ, ti + 2δ]. Здесь, как и ранее, значения коэффициентов регулятора
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определяются по формулам (4.2.123), в которых

α(t) =
υ̇(t)− a0(t)υ(t)− b(t)

2υ(t)
,

а линейная функция υ(t) находится по условиям (4.2.112) и задана явно сле-
дующим образом

υ(t) = C1t+ C2, C1 =
µ̄(ti + 2δ)− µ(ti + δ)

δ
, C2 = µ(ti + δ)− C1(ti + δ),

(4.2.124)
где значение µ(ti + δ) задано по (4.2.109).

Рис. 4.2.12 – Функция стохастической чувствительности цикла брюсселятора с
a = 0.4, b = 1.2 и регулятором для µ̄ = 0.1, δ = 0.1.

Рис. 4.2.13 – Стохастический брюсселятор с параметрами a = 0.4, b = 1.2, ε = 0.001 и
регулятором для µ̄ = 0.1, δ = 0.1.
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Рис. 4.2.14 – Зависимость коэффициента стохастической чувствительности цикла
замкнутой системы от параметра регуляризации.

Возьмём µ̄ ≡ 0.1 на всем интервале [0, T ]. Такой выбор функции стоха-
стической чувствительности обусловлен желанием получить пучок случайных
траекторий с малым равномерным разбросом вокруг детерминированного цик-
ла.

График функции стохастической чувствительности замкнутой системы
(4.2.119) для a = 0.4, b = 1.2 с регулятором (4.2.120), соответствующим назна-
ченной функции µ̄ и параметру δ = 0.1, приведён на рис. 4.2.12. Здесь функ-
ция стохастической чувствительности отличается от назначенной µ̄ ≡ 0, 1 на
малых интервалах, где имеет всплески, не превосходящие значения m = 0.29.
Как видим, построенное управление, использующее δ-регуляризацию, уже при
δ = 0.1 позволило существенно уменьшить стохастическую чувствительность
(для системы без управления m = 574) и на большей части интервала [0, T ]

удерживать ее на уровне назначенной.
На рис. 4.2.13 приведены результаты прямого численного моделирования

случайных траекторий построенной управляемой системы. Снижение уровня
стохастической чувствительности позволило локализовать случайные траекто-
рии вблизи детерминированного цикла.

Уровень всплесков функции стохастической чувствительности может
быть снижен за счет уменьшения параметра регуляризации δ (см. рис. 4.2.14).

Результаты этого раздела опубликованы в работ [202] автора диссерта-
ции.
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4.2.6. Управление стохастическими циклами трехмерных систем

В данном разделе метод построения регулятора основан на технике син-
гулярного разложения для синтезируемой матрицы стохастической чувстви-
тельности цикла трехмерной стохастической нелинейной системы (см. раздел
2.2.3). Для параметров регулятора получены явные формулы. Конструктив-
ность развитой теории иллюстрируется на примере стабилизации цикла для
стохастических модели Лоренца в зоне индуцированных шумом переходов к
хаосу. Построенный регулятор позволяет снизить стохастическую чувствитель-
ность цикла и подавить хаос.

Для описания матрицы стохастической чувствительностиW (t) будем ис-
пользовать сингулярное разложение

W (t) = λ1(t)v1(t)v
>
1 (t) + λ2(t)v2(t)v

>
2 (t). (4.2.125)

Здесь λ1(t) ≥ λ2(t) ≥ 0 – собственные числа, а v1(t), v2(t) – ортонорми-
рованные собственные векторы матрицы W (t). Обозначим через g1(t), g2(t)

некоторый ортонормированный базис плоскости, ортогональной циклу в точке
x̄(t). Собственные векторы v1(t), v2(t) могут быть найдены вращением базиса
g1(t), g2(t) на некоторый угол ϕ(t)

v1(t) = g1(t) cosϕ(t) + g2(t) sinϕ(t),

v2(t) = −g1(t) sinϕ(t) + g2(t) cosϕ(t).
(4.2.126)

В результате, разложение (4.2.125), (4.2.126) позволяет параметризовать мат-
рицу стохастической чувствительности W (t) при помощи трех скалярных
функций λ1(t), λ2(t), ϕ(t) (см. главу 2). Благодаря такому разложению, за-
дача синтеза требуемой матрицы W (t) сводится к синтезу трех скалярных
T -периодических гладких функций λ1(t), λ2(t), ϕ(t). При этом матрица K(t)

регулятора (4.2.82) связана с этими функциями системой трех скалярных урав-
нений:

v>1 (t)[B(t)K(t) +K>(t)B>(t)]v1(t) = α1(t)

v>2 (t)[B(t)K(t) +K>(t)B>(t)]v2(t) = α2(t)

λ2(t)v
>
1 (t)B(t)K(t)v2(t) + λ1(t)v

>
1 (t)K>(t)B>(t)v2(t) = α3(t).

(4.2.127)

Здесь

α1(t) =
λ̇1 − v>1 Sv1

λ1
− v>1 [F + F>]v1

α2(t) =
λ̇2 − v>2 Sv2

λ2
− v>2 [F + F>]v2

α3(t) = (λ1 − λ2)(ϕ̇+ ġ>1 g2)− λ2v
>
1 Fv2 − λ1v

>
1 F
>v2 − v>1 Sv2.

(4.2.128)
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Таким образом, задача достижимости назначенной матричной функции стоха-
стической чувствительности W (t) сводится к проблеме разрешимости алгеб-
раической системы (4.2.127), (4.2.128). Полный анализ достижимости требует
исследования связей между матрицами F (t), B(t), S(t), векторами g1(t), g2(t)

и тремя скалярными функциями λ1(t), λ2(t), ϕ(t), которые задают матрицу
стохастической чувствительности W (t).

Для того, чтобы продемонстрировать конструктивность предлагаемого
подхода к управлению циклами трехмерных стохастических систем, ограни-
чимся здесь частным, но важным случаем rank(B) = 3. Не теряя общности,
можно считать B = I, где I – единичная 3× 3-матрица.

Представим матрицуK(t) обратной связи в следующей параметрической
форме:

K(t) = k1(t)v1(t)v
>
1 (t) + k2(t)v2(t)v

>
2 (t) + k3(t)v1(t)v

>
2 (t) + k4(t)v2(t)v

>
1 (t),

(4.2.129)
где ki(t)(i = 1, 2, 3, 4) – неизвестные скалярные функции. Геометрическая
структура этой матрицы гарантирует выполнение условия (4.2.81).

Подставляя K(t) из (4.2.129) в систему (4.2.127), получаем

2k1 = α1, 2k2 = α2,

λ2k3 + λ1k4 = α3.
(4.2.130)

Параметры k1 = α1/2 и k2 = α2/2 находятся однозначно. Параметры k3, k4 на-
ходятся неединственным образом. Однозначный выбор может быть обеспечен
дополнительным условием минимальности затрат на управление. Для этого
случая локальные затраты на управление имеют вид

J(t) = ε2
[
λ1(k

2
1 + k2

4) + λ2(k
2
2 + k2

3)
]
.

Отсюда можно найти единственные оптимальные значения k3 = k4 = α3/(λ1 +

λ2) и

min J(t) = ε2

[
λ1α

2
1 + λ2α

2
2

4
+

α2
3

λ1 + λ2

]
.

Таким образом, для матрицы обратной связи K(t) имеем следующий набор
оптимальных коэффициентов:

k1 = α1/2, k2 = α2/2, k3 = k4 = α3/(λ1 + λ2). (4.2.131)

Как видим, в случае rank(B) = 3 предложенный метод позволяет синтезиро-
вать любую матрицу стохастической чувствительности W (t).
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Рис. 4.2.15 – Стохастические траектории системы Лоренца без управления при а) ε = 0.5,
б) ε = 2, в) ε = 10.

Рис. 4.2.16 – Случайные состояния в сечении Пуанкаре x = 0 для системы Лоренца без
управления при а) ε = 0.5, б) ε = 2, в) ε = 10.

Рассмотрим стохастическую управляемую систему Лоренца:

ẋ = σ(y − x) + u1 + εẇ1

ẏ = rx− y − xz + u2 + εẇ2

ż = −bz + xy + u3 + εẇ3.

(4.2.132)

Здесь ui(t) (i = 1, 2, 3) – управления, wi(t) (i = 1, 2, 3) – независимые
стандартные винеровские процессы с параметрами E(wi(t) − wi(s)) = 0,
E(wi(t)− wi(s))2 = |t− s|, а ε – интенсивность шума.

Зафиксируем параметры σ = 10, b = 8/3, r = 300. Рассмотрим сна-
чала систему Лоренца без управления (ui = 0, i = 1, 2, 3). При ε = 0 детерми-
нированная система Лоренца (4.2.132) имеет два сосуществующих предельных
цикла (см. рис. 3.1.15).

Под воздействием случайных возмущений ε > 0 стохастические тра-
ектории покидают детерминированную орбиту и при малых шумах концен-
трируются в окрестности соответствующих детерминированных циклов (см.
рис. 4.2.15а для ε = 0.5). При увеличении шума разброс увеличивается, и два
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отдельных пучка случайных траекторий приближаются друг к другу и пере-
мешиваются. Как видно из рис. 4.2.15б для ε = 2, шум трансформирует два
несимметричных предельных цикла в один единый симметричный стохасти-
ческий аттрактор. При дальнейшем увеличении шума (см. рис. 4.2.15в для
ε = 10) индуцированные шумом переходы возникают и в центральной части
стохастического аттрактора.

Рис. 4.2.17 – Старший показатель Ляпунова для стохастической системы Лоренца без
управления.

На рис. 4.2.16 изображены стохастические состояния в сечении Пуанка-
ре x = 0 для трех значений интенсивности шума: ε = 0.5, 2, 10. Здесь точ-
ки пересечения двух невозмущенных детерминированных циклов изображены
черными кружками и треугольниками.

Такие изменения формы стохастических траекторий сопровождаются из-
менением старшего показателя Ляпунова Λ. На рис. 4.2.17 представлен график
Λ(ε). Здесь Λ(0) = 0, и для малых ε > 0 функция Λ близка к нулю. После
некоторого порогового значения ε∗ ≈ 4.6 функция Λ(ε) становится положи-
тельной. Положительность Λ означает, что соответствующий стохастический
аттрактор является хаотическим.

Причиной вызванной шумом дестабилизации цикла, сопровождающей-
ся переходом от порядка к хаосу, является высокий уровень стохастической
чувствительности детерминированного цикла исходной системы без управле-
ния. На рис. 3.1.17 изображены собственные значения λ1(t), λ2(t) матрицы
стохастической чувствительности.

Для того, чтобы уменьшить разброс случайных траекторий вокруг де-
терминированного цикла и подавить нежелательный переход к хаосу, сле-
дует построить регулятор, обеспечивающий низкий уровень стохастической
чувствительности. Таким образом, целью управления является синтез стоха-
стического цикла с малыми постоянными значениями λ1(t) = λ2(t) = λ и
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Рис. 4.2.18 – Стохастические аттракторы системы Лоренца без управления (серый) и с
управлением (черный) при ε = 10 и а),в) λ = 0.05; б),г) λ = 0.001; д) координата y

случайной траектории стохастической системы при ε = 10. Управление, синтезирующее
λ = 0.001, включается в момент t = 10.

ϕ(t) ≡ 0. Такой выбор диктуется требованием синтеза колебательной системы
с равномерно малой стохастической чувствительностью цикла. В этом случае
vi(t) ≡ gi(t) и из (4.2.128), (4.2.131) следует, что

k1 = −1 + λg>1 [F + F>]g1

2λ
, k2 = −1 + λg>2 [F + F>]g2

2λ
, k3 = k4 = −λg

>
1 [F + F>]g2

2
,



243

где

F (t) =


−σ σ 0

r − z(t) −1 −x(t)

y(t) x(t) −b

 ,
T -периодические функции x(t), y(t), z(t) – координаты детерминированного
цикла.

Рис. 4.2.19 – Функция затрат на управление.

На рис. 4.2.18 продемонстрированы результаты такого управления. Здесь
серым цветом изображены стохастические траектории (см. рис. 4.2.18а,б) и
точки пересечения (рис. 4.2.18в,г) с сечением Пуанкаре x = 0 для системы
Лоренца без управления при ε = 10. Рассмотрим два варианта управления,
синтезирующего различные малые значения стохастической чувствительности
λ = 0.05 (рис. 4.2.18а,в, черный цвет) и λ = 0.001 (рис. 4.2.18б,г, черный цвет).
Как видим, состояния управляемого стохастического цикла близки к орби-
те детерминированного цикла, и их дисперсия уменьшается при уменьшении
уровня назначенной чувствительности λ.

На рис. 4.2.18д для ε = 10 изображена траектория системы Лоренца
без управления на временном промежутке 0 ≤ t ≤ 10. Далее, при t > 10,
включается регулятор, синтезирующий λ = 0.001. Этот регулятор формирует
колебания, близкие к периодическим, с малой дисперсией.

Важным следствием стабилизации цикла является подавление хаоса. В
самом деле, для системы с управлением, синтезирующим λ = 0.001, даже при
достаточно больших шумах старший показатель Ляпунова становится отрица-
тельным: Λ(5) = −0.04, Λ(10) = −0.08.

В заключение рассмотрим зависимость функции затрат на управление
от интенсивности шума ε и назначаемой стохастической чувствительности λ.
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В данном примере

J =

T∫
0

J(t)dt = ε2λ

T∫
0

(
k2

1 + k2
2 + k2

3 + k2
4

)
dt.

На рис. 4.2.19 представлена зависимость этой функции затрат от параметра λ.
Как видим, при стремлении λ к нулю затраты на управление возрастают.

Как видно из рассмотренного примера, предложенная методика синте-
за циклов с заданной стохастической чувствительностью позволяет не только
стабилизировать случайно возмущенные автоколебания, но и предотвратить
нежелательный переход к хаосу.

Результаты этого раздела опубликованы в работе [207] автора диссерта-
ции.

4.2.7. Управление доверительными областями

Возможности управления доверительными областями проиллюстрируем
на примере решения задачи синтеза требуемого рабочего режима для стохасти-
чески возмущенного нелинейного осциллятора. Рассматривается случай, когда
моделирующая осциллятор динамическая система имеет два сосуществующих
аттрактора – равновесие и предельный цикл. Под действием случайных воз-
мущений возможны переходы между этими аттракторами (см. раздел 3.1.2).
Здесь будем рассматривать две задачи управления. Первая состоит в стабили-
зации цикла (предотвращение случайных переходов с цикла на равновесие),
вторая – в стабилизации равновесия (предотвращение случайных переходов с
равновесия на цикл).

Рассмотрим нелинейный стохастический осциллятор с управлением:

ẍ = ϕ(x, ẋ, u) + εσ(x, ẋ)ẇ, (4.2.133)

где ϕ и σ – скалярные функции, w – скалярный винеровский процесс, ε –
интенсивность шума. Перепишем уравнение (4.2.133) в виде системы:

ẋ = y,

ẏ = ϕ(x, y, u) + εσ(x, y)ẇ.
(4.2.134)

Предполагается, что неуправляемая детерминированная система
(4.2.134) (с u = 0, ε = 0) имеет T -периодическое решение (x̄(t), ȳ(t)) –
устойчивый предельный цикл.
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Для системы (4.2.134) имеем

F =

(
0 1

ϕ
′

x ϕ
′

y

)
, S =

(
0 1

0 σ2

)
, B =

(
0

ϕ
′

u

)
,

p =
1√

ȳ2 + ϕ2

 −ϕ
ȳ

 ,

a0 = p>(F + F>)p =
2ȳ

ȳ2 + ϕ2

(
ȳϕ

′

y − ϕ(1 + ϕ
′

x)
)
,

b = p>Sp =
ȳ2σ2

ȳ2 + ϕ2
, β = B>p =

ȳϕ
′

u√
ȳ2 + ϕ2

.

Здесь матрицы F, S, векторы p, B и скалярные величины a0, b, β являются T -
периодическими функциями. Функция ϕ и ее производные вычисляются при
x = x̄(t), y = ȳ(t), u = 0. В приведенных выше формулах зависимость от
переменной t опущена.

Предполагается, что предельный цикл детерминированной системы
(4.2.134) без управления охватывает равновесие (xe, 0).

Рассмотрим множество I = {0 ≤ t < T | ȳ(t) = 0}.
Для системы (4.2.134) уравнение (4.2.106) можно записать в виде

β(t)k(t) =
µ̇(t)− a0(t)µ(t)− b(t)

2µ(t)
. (4.2.135)

Для t ∈ I выполняется β(t) = 0, и уравнение (4.2.135) разрешимо не для
всех µ ∈M . Выше для решения этой некорректной задачи были рассмотрены
методы регуляризации. Однако в данном случае, благодаря особой структу-
ре системы (4.2.134), может быть предложен другой метод решения уравне-
ния (4.2.135). Действительно, для коэффициентов β(t), a0(t), b(t) справедливо
представление:

β = ȳβ1, a0 = ȳa1, b = ȳb1, (4.2.136)

где

β1 =
ϕ
′

u√
ȳ2 + ϕ2

, a1 =
2

ȳ2 + ϕ2

(
ȳϕ

′

y − ϕ(1 + ϕ
′

x)
)
,

b1 =
ȳσ2

ȳ2 + ϕ2
.

В результате, уравнение (4.2.135) можно записать в виде

ȳ(t)β1(t)k(t) =
µ̇(t)− ȳ(t)a1(t)µ(t)− ȳ(t)b1(t)

2µ(t)
. (4.2.137)
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Рассмотрим множество M1 =
{
µ ∈M | µ̇(t)/ȳ(t) ∈ C[0,T ]

}
. Пусть µ(t) ∈ M1.

Для µ1(t) = µ̇(t)/ȳ(t) из (4.2.137) следует, что

β1(t)k(t) =
µ1(t)− a1(t)µ(t)− b1(t)

2µ(t)
. (4.2.138)

Предположим, что ϕ
′

u 6= 0 и, следовательно, β1(t) 6= 0. Тогда уравнение
(4.2.138) имеет единственное решение:

k(t) =
µ1(t)− a1(t)µ(t)− b1(t)

2µ(t)β1(t)
. (4.2.139)

В этом случае регулятор имеет вид:

u(x, y) = k(t(x, y))
[
p1(t(x, y))(x− x̄(t(x, y)))+

+p2(t(x, y)) (y − ȳ(t(x, y)))
]
.

(4.2.140)

Для цикла системы (4.2.134), регулятор (4.2.139), (4.2.140) обеспечивает
выбранную функцию стохастической чувствительности µ(t) ∈ M1. Важно
отметить, что все постоянные функции стохастической чувствительности
принадлежат M1.

Стабилизация стохастических колебаний в генераторе с жест-
ким возбуждением

Рассмотрим стохастическую систему

ẋ = y,

ẏ = (a+ bx2 − x4)y − x+ u+ εẇ,
(4.2.141)

где w(t) – скалярный винеровский процесс, u – скалярное управление. Детер-
минированная система (4.2.141) без управления (ε = 0, u = 0) является хорошо
известной моделью генератора автоколебаний с жестким возбуждением [274].
В области параметров −b2/8 < a < 0 эта система бистабильна и допускает
наличие устойчивого равновесия (xe = 0, ye = 0) и устойчивого предельного
цикла, разделенных неустойчивым предельным циклом.

Зафиксируем b = 1 и рассмотрим сначала a = −0.12. При этих значе-
ниях параметра устойчивый предельный цикл x̄(t), ȳ(t) изображен синим, а
неустойчивый цикл красным цветом на рис. 4.2.20а,б.

При ε = 0.05 случайные траектории, стартующие с предельного цикла,
совершив несколько оборотов вблизи него, переходят в бассейн притяжения
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Рис. 4.2.20 – Управление доверительными полосами при a = −0.12, b = 1, ε = 0.05: а)
полоса системы без управления, б) полоса системы с управлением, синтезирующим µ = 0.5,
в) временные ряды системы без управления (черный) и с управлением, синтезирующим
чувствительность µ = 0.5 (серый). Здесь синим цветом показан устойчивый, а красным –

неустойчивый детерминированный цикл, устойчивое равновесие показано кружком.

равновесия и далее продолжают осциллировать вблизи него (см. временной
ряд, показанный черным цветом на рис. 4.2.20в). Система демонстрирует ин-
дуцированный шумом срыв автоколебаний. В п. 3.1.2 вероятностный механизм
этого явления был объяснен с помощью техники функции стохастической чув-
ствительности и метода доверительных полос. Действительно, доверительная
полоса при ε = 0.05 частично захватывает бассейн притяжения равновесия
(0,0) (см. полосу серого цвета на рис. 4.2.20а). Ширина полосы определяет-
ся значениями соответствующей функции стохастической чувствительности.
График этой функции стохастической чувствительности µ(t) изображен на
рис. 3.1.7.

Рассмотрим теперь задачу стабилизации автоколебательного режима ге-
нератора с помощью управления доверительными полосами. Для того чтобы
стабилизировать генератор, необходимо построить регулятор (4.2.140) таким
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образом, чтобы локализовать доверительную полосу внутри бассейна притя-
жения цикла. Следовательно, задача управления сводится к уменьшению ши-
рины доверительной полосы.

Ширина доверительной полосы в точке (x̄(t), ȳ(t)) цикла Γ дается фор-
мулой: d(t) = 2qε

√
2µ(t). Для того чтобы, например, сократить значение d в

два раза, требуется в четыре раза уменьшить значение µ стохастической чув-
ствительности. Функция µ(t) для системы без управления (4.2.141) изменяется
(см. рис. 3.1.7) в пределах 3 < µ(t) < 6.

Выберем функцию стохастической чувствительности константой µ(t) ≡
0.5 и построим регулятор (4.2.140), который обеспечивает это уменьшенное
значение стохастической чувствительности для замкнутой системы (4.2.141),
(4.2.140). Для синтеза регулятора воспользуемся теорией, изложенной выше.

Регулятор (4.2.140), обеспечивающий µ(t) ≡ 0.5, сжимает доверительную
полосу и, как видно из рис. 4.2.20б, располагает ее внутри бассейна притяже-
ния цикла. Временной ряд системы с управлением, синтезирующим µ(t) ≡ 0.5,
показан на рис. 4.2.20в серым цветом. В результате, этот регулятор предотвра-
щает нежелательные индуцированные шумом переходы с цикла через сепара-
трису в окрестность тривиального равновесия.

Представленный здесь метод может быть использован для стабилизации
широкого класса стохастически возмущенных генераторов с жестким возбуж-
дением. Действительно, с математической точки зрения, основной чертой та-
ких генераторов является сосуществование устойчивых равновесий и циклов,
разделенных неустойчивыми циклами.

ПустьR – расстояние между устойчивым и неустойчивым циклами. С по-
мощью техники функции стохастической чувствительности может быть полу-
чена параметрическая формула r(t) = qε

√
2µ(t) для расстояния между устой-

чивым циклом и границей доверительной полосы. Чтобы обеспечить устой-
чивость работы генератора, нужно выбором управления уменьшить довери-
тельную полосу так, чтобы она не касалась неустойчивого цикла. Это геомет-
рическое условие может быть записано неравенством max[0,T ] r(t) < R. Это
неравенство влечет условие:

max
[0,T ]

µ(t) <
R2

2q2ε2
. (4.2.142)

Неравенство (4.2.142) устанавливает взаимосвязь между функцией стоха-
стической чувствительности µ(t), которая требуется для стабилизации, и
параметрами R детерминированной системы и интенсивности шума ε. Чтобы
стабилизировать колебательный режим генератора в присутствии шумов
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интенсивности ε, сначала нужно найти R для детерминированной систе-
мы, затем выбрать µ, удовлетворяющее (4.2.142) (например, константу), и
наконец воспользоваться регулятором, обеспечивающим найденное значение µ.

Рассмотрим теперь, как метод управления доверительными областями
может быть применен к решению задачи стабилизации тривиального равнове-
сия. Положим теперь a = −0.05. Для этого значения устойчивый предельный
цикл x̄(t), ȳ(t) изображен синим, а неустойчивый цикл показан красным цве-
том на рис. 4.2.21а.

Матрица стохастической чувствительности равновесия (0,0) диагональ-
на и имеет вид W = diag{10, 10}. Соответствующий доверительный эллипс
в системе без управления при ε = 0.05 показан на рис. 4.2.21а светло-серым
цветом. Этот эллипса захватывает точки бассейна притяжения цикла, что сиг-
нализирует о возможных переходах случайных траекторий через сепаратрису.
Временной ряд системы без управления, отвечающий решению с таким пе-
реходом, показан серым цветом на рис. 4.2.21б. Чтобы предотвратить такие

Рис. 4.2.21 – Управление доверительными эллипсами при a = −0.05, b = 1, ε = 0.05: а)
устойчивый (синяя линия) и неустойчивый (красная линия) детерминированные циклы,

устойчивое равновесие (кружок) и доверительные эллипсы системы без управления
(серый) и с управлением, синтезирующим чувствительность µ = 1 (черный), б) временные
ряды системы без управления (серый) и с управлением, синтезирующим чувствительность

µ = 1 (черный).

нежелательные переходы, следует уменьшить размер доверительного эллип-
са. Назначим матрицу стохастической чувствительности W = diag{1, 1}. Со-
ответствующий доверительный эллипс в системе с управлением показан на
рис. 4.2.21а темно-серым цветом. Как видим, он целиком содержится в бас-
сейне притяжения равновесия (0,0). Временной ряд системы с управлением,
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синтезирующим выбранный пониженный уровень чувствительность µ = 1, по-
казан черным цветом на рис. 4.2.21б. Как видим, в системе с построенным ре-
гулятором наблюдаются малоамплитудные стохастические осцилляции вблизи
равновесия.

Таким образом, метод управления доверительными областями являет-
ся достаточно естественным и конструктивным способом синтеза требуемых
стохастических режимов в мультистабильных нелинейных стохастических си-
стемах.

Результаты раздела 4.2.7 опубликованы в работе [203] автора диссерта-
ции. Возможности этого метода в предотвращении вызванных шумами эколо-
гических сдвигов показаны в разделе 5.5.2.

4.2.8. Структурная стабилизация и подавление хаоса

Явление индуцированного шумом хаоса привлекает внимание многих ис-
следователей. Это явление было описано в ряде моделей главы 3. В данном раз-
деле рассматривается задача структурной стабилизации и подавления хаоса в
трехмерных системах на примере хаотической системы Чена [281] с использо-
ванием техники функции стохастической чувствительности.

Рассмотрим стохастическую систему Чена с управлением:

ẋ = a(−x+ y) + εẇ1

ẏ = (c− a)x+ cy − xz + εẇ2

ż = −bz + xy + u+ εẇ3.

(4.2.143)

Здесь wi(t) (i = 1, 2, 3) – независимые стандартные винеровские процессы с
параметрами E(wi(t)−wi(s)) = 0, E(wi(t)−wi(s))2 = |t−s|, ε – интенсивность
шума, u – скалярное управление.

Рис. 4.2.22 – Аттракторы детерминированной системы Чена без управления при а) b = 20

(равновесия), б) b = 15 (цикл), в) b = 5 (хаос).
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Детерминированная система (4.2.143) без управления (u = 0, ε = 0)

имеет три равновесия: C0(0, 0, 0), C±(±
√
b(2c− a),±

√
b(2c− a), 2c− a) (для

2c − a > 0). Зафиксируем a = 45, c = 28 и будем рассматривать систему
на интервале 5 ≤ b ≤ 20. При 18.357 < b < 20 нетривиальные равновесия
C± устойчивы. Когда параметр b, убывая, проходит бифуркационное значение
b∗ = 18.357, эти равновесия теряют устойчивость, и на интервале [5, 18.357]

система Чена демонстрирует хаотические и периодические аттракторы. На
рис. 4.2.22 изображены аттракторы детерминированной системы (4.2.143) без
управления (u = 0, ε = 0) для трех значений параметра b. На рис. 4.2.22а
показаны устойчивые равновесия C± при b = 20. На рис. 4.2.22б изображен
предельный цикл при b = 15, а на рис. 4.2.22в – хаотический аттрактор при
b = 5.

Рис. 4.2.23 – Случайные состояния стохастической системы Чена при ε = 1 и а) b = 20, б)
b = 15, в) b = 5. Здесь серым показаны состояния системы без управления, черным –

системы с регулятором (4.2.145), (4.2.147).

Под действием случайных возмущений решения системы (4.2.143), стар-
тующие с детерминированных аттракторов, формируют соответствующее ве-
роятностное распределение. На рис. 4.2.23 серым цветом показаны случайные
состояния системы Чена без управления при ε = 1.

Рассмотрим интервал 18.357 < b ≤ 20, на котором равновесие C+

устойчиво. МатрицаW стохастической чувствительности этого равновесия при
b = 20 имеет вид

W =


3.20 3.19 2.62

3.19 4.06 1.68

2.62 1.68 3.21

 . (4.2.144)

На рис. 4.2.24 построен график функции d(b) = trW (b) = w11(b) + w22(b) +

w33(b) на интервале 18.357 < b ≤ 20. При приближении b к бифуркационному
значению b∗ = 18.357, стохастическая чувствительность d(b) неограниченно
возрастает.
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Рассмотрим теперь систему (4.2.143) с управлением. Пусть цель управ-
ления – стабилизировать равновесие C+ на всем интервале 5 ≤ b ≤ 20 и обес-
печить малый разброс случайных состояний в его окрестности путем синтеза
подходящей матрицы стохастической чувствительности W .

Будем использовать регулятор

u = k1(x− x̄) + k2(y − ȳ) + k3(z − z̄), (4.2.145)

где x̄ = ȳ =
√
b(2c− a), z̄ = 2c − a – координаты равновесия C+. Коэф-

фициенты k1, k2, k3 регулятора (4.2.145) в системе Чена (4.2.143) связаны с
назначенной матрицей W системой (4.2.7), где

F =

 −a a 0

−c c x̄

x̄ x̄ −b

 , B =

 0

0

1

 , K =
[
k1 k2 k3

]
, S =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1



P1 =

 0 0 0

0 0 0

0 0 1

 , P2 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 0

 , W =

 w11 w12 w13

w12 w22 w23

w13 w23 w33

 .
Условия достижимости матрицы W задаются равенствами

−2aw11 + 2aw12 + 1 = 0

−cw11 + (c− a)w12 + aw22 − x̄w13 = 0

−2cw12 + 2cw22 − 2x̄w23 + 1 = 0.

Здесь для пяти элементов матрицы W мы имеем три уравнения.
Благодаря такой свободе, мы можем взять w12 = w13 = 0 и найти далее

w11 =
1

2a
, w22 =

c

2a2
, w23 =

a2 + c2

2x̄a2
.

Дополнительное ограничение положительной определенности матрицы W

приводит к неравенству

w33 >
(a2 + c2)2

2a2bc(2c− a)
.

Можно проверить, что для a = 45, c = 28 и 5 ≤ b ≤ 20 фиксированное зна-
чение w33 = 2 удовлетворяет этому неравенству. Тогда назначенная матрица
стохастической чувствительности имеет вид

W =


0.0111 0 0

0 0.0069 0.2091√
b

0 0.2091√
b

2

 . (4.2.146)
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Как видим, элементы этой матрицы W для системы Чена с управлением су-
щественно меньше элементов матрицы (4.2.144) системы без управления.

Рис. 4.2.24 – Стохастическая чувствительность равновесия C+ системы Чена без
управления.

Из (4.2.11) находим коэффициенты k1, k2, k3 регулятора (4.2.145), обес-
печивающего для равновесия C+ требуемую матрицу стохастической чувстви-
тельности W из (4.2.146):

k1 = − h1

w11
, k2 =

h2w33 − 0.5h3w23

w2
23 − w22w33

, k3 =
0.5h3w22 − h2w23

w2
23 − w22w33

, (4.2.147)

где

h1 = x̄w11 + aw23, h2 = x̄w22 + (c− b)w23 − x̄w33, h3 = 2(x̄w23 − bw33) + 1.

Стабилизирующие возможности построенного регулятора демонстриру-
ются на рис. 4.2.23,4.2.25,4.2.26.

Рис. 4.2.25 – Стабилизация стохастических осцилляций. Показана x-координата решений
системы Чена при ε = 1 а) b = 20, б) b = 15, в) b = 5. Управление включается в момент

t = 100.

На рис. 4.2.23 черным цветом показаны случайные состояния системы
с построенным регулятором при ε = 1. Благодаря малой стохастической чув-
ствительности эти состояния концентрируются вблизи равновесия C+, в то
время как случайные состояния неуправляемой системы (серый цвет) имеют
большой разброс.
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На рис. 4.2.25 представлены графики x(t)-координаты решений при ε = 1

и b = 20, b = 15 и b = 5. Управление включается в момент времени t = 100. Как
видим, регулятор, синтезирующий малую стохастическую чувствительность
(4.2.146), обеспечивает хорошую стабилизацию решений.

Рис. 4.2.26 – Дисперсия случайных состояний системы Чена без управления (звездочки) и
с управлением (пунктир) для ε = 1.

На рис. 4.2.26 показана дисперсия случайных состояний во всей парамет-
рической зоне 5 ≤ b ≤ 20. Здесь дисперсия D(b) системы Чена без управления
изображена звездочками, а с регулятором – пунктиром. Как видим, построен-
ный регулятор не только делает устойчивым равновесие C+ детерминирован-
ной системы на всем интервале 5 ≤ b ≤ 20, но и удерживает на этом интервале
дисперсию случайных состояний стохастической системы на достаточно низ-
ком уровне уровне D ≈ 2. Наряду с такой структурной стабилизацией можно
отметить еще одно важное следствие: построенный регулятор успешно решает
задачу подавления хаоса.
Результаты раздела 4.2.5 опубликованы в работе [195] автора диссертации.
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Глава 5. Анализ стохастических
феноменов в моделях естествознания

В данной главе показано, как теоретические разработки по методам ана-
лиза и синтеза стохастических режимов в нелинейных системах могут быть
использованы в решении актуальных исследовательских задач, относящихся
к разным разделам естествознания. Автор диссертации имеет большую серию
публикаций по этой прикладной тематике, в данной главе представлены наи-
более важные результаты.

5.1. Стохастические эффекты в модели течения сложной
жидкости

В данном разделе исследуется течение концентрированной суспензии с
N-образной зависимостью скорости сдвига от приложенного к системе сдви-
гового напряжения. Рассматривается математическая модель с двумя дина-
мическими режимами – стационарным и автоколебательным. Показано, что в
зоне стационарных потоков, обладающих детерминированной устойчивостью,
даже малые флуктуации сдвигового напряжения могут вызывать колебания
скорости течения большой амплитуды. Анализ таких индуцированных шумом
осцилляций проводится с помощью техники функций стохастической чувстви-
тельности. Для обнаруженных в модели стохастических колебаний течения
представлены теоретические результаты по параметрическому описанию их
дисперсии.

В экспериментах с концентрированными суспензиями была обнаружена
N-образная зависимость скорости сдвига от напряжения сдвига. Стационар-
ные течения, соответствующие убывающему участку N-образной кривой, бы-
ли неустойчивы и при затягивании эксперимента свыше нескольких секунд
наблюдался срыв стационарного течения в автоколебательное. Подчеркнем,
что автоколебания скорости течения происходили в условиях постоянного на-
пряжения, приложенного к суспензии.
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На основании гипотезы о влиянии эффектов контактного трения меж-
ду частицами на реологические свойства суспензии N-образная реологическая
кривая была получена теоретически [294] и было показано, что наблюдаемые в
экспериментах автоколебания могут быть результатом комбинированного вли-
яния эффектов вязкоупругости и абсолютной неустойчивости стационарного
течения суспензии на убывающем участке N-образной кривой.

Математическое исследование предложенной реологической модели [294]
в форме системы дифференциальных уравнений было продолжено в [295]. Ана-
лиз обнаруженных явлений в стохастической модели течения сложной жидко-
сти методом функции стохастической чувствительности был проведен в ра-
ботах [189, 196]. Краткое изложение этих результатов содержится в данном
разделе.

Математическая модель. Между двумя параллельными плоскостями,
расстояние между которыми d, находится слой суспензии. Используется декар-
това система координат с осью Oz, перпендикулярной плоскостям, и началом
координат на нижней плоскости. Нижняя плоскость z = 0 неподвижна, к верх-
ней z = d прикладывается параллельное сдвиговое напряжение Σ. Перемеще-
ние верхней плоскости приводит в движение весь слой суспензии 0 ≤ z ≤ d. В
силу симметрии удается ограничиться одной пространственной переменной z.

Предполагаем [294], что реологическая модель суспензии описывается
обобщенным уравнением Максвелла

γ̇ = f(σ) +G
∂σ

∂t

Функция f(σ) соответствует стационарной N-образной зависимости скорости
сдвига γ̇ от напряжения сдвига σ, G – параметр вязкоупругости, величина
1/G может рассматриваться как модуль упругости среды при высокочастот-
ных процессах. В случае линейной функции f(σ) выбранное реологическое
уравнение совпадает с классическим уравнением Максвелла.

Зависимость f(σ) может быть получена из результатов эксперимента.
Ее конкретный вид здесь взят из предложенной ранее модели [294] и проил-
люстрирован на рис. 5.1.1.

Было показано [294], что в рамках рассматриваемой модели уравнение
движения суспензии в области [0,∞)× [0, d] и краевые условия имеют вид (ρ
– плотность среды)

ρ
∂

∂t

(
f(σ) +G

∂σ

∂t

)
=
∂2σ

∂z2
; σ(t, d) = Σ,

∂σ

∂z
(t, 0) = 0. (5.1.1)
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Рис. 5.1.1 – График функции f(σ).

Первое из краевых условий отражает единственное внешнее воздействие
на систему – постоянное приложенное к верхней плоскости сдвиговое напря-
жение Σ. Второе соответствует выполнению условия прилипания на нижней
неподвижной плоскости щели. Начальные данные σ(0, z) = ϕ(z) однозначно
определяют решение этой краевой задачи. При каждом Σ система имеет ста-
ционарное решение

σ(t, z) ≡ Σ. (5.1.2)

Анализ устойчивости стационарного потока. Рассмотрим малые
возмущения стационарного решения (5.1.1). Представим возмущенное решение
в виде

σ(t, z) = Σ + δσ̃(t, z)

где δ – малый параметр. В первом приближении имеем следующую линейную
задачу:

ρ

[
∂f

∂σ
(Σ)

∂σ̃

∂t
+G

∂2σ̃

∂t2

]
=
∂2σ̃

∂z2
; σ̃(t, d) = 0,

∂σ̃

∂z
(t, 0) = 0

Функция σ̃(t, z) = eAt cos kz удовлетворяет краевым условиям задачи при
k = π(2m + 1)/(2d), m = 0, 1, ..., а из уравнения следует условие, которому
должен удовлетворять коэффициент A:

ρGA2 + ρf
′
(Σ)A+ k2 = 0.

Необходимым и достаточным условием устойчивости стационарного ре-
шения σ(t, z) ≡ Σ является неравенство f ′(Σ) > 0. При f ′(Σ) > 0 амплитуда
возмущений высокочастотных гармоник затухает по экспоненциальному зако-
ну: exp

(
−f

′
(Σ)

2G t
)
, а при f ′(Σ) < 0 стационарное решение (5.1.2) неустойчиво,

малые возмущения экспоненциально растут.
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Дискретизация модели. Для исследования нелинейной динамики си-
стемы (5.1.1) используется дискретизация, основанная на методе прямых.
Разобьем поток толщины d на n слоев прямыми z = zi, где zi = ih с ша-
гом h = d/n. Рассмотрим соответствующие аппроксимации напряжения σi(t)
для функций σ(t, zi). Используя формулу численного дифференцирования,
для уравнения (5.1.1) на прямой z = zi можно записать аппроксимацию

ρ

(
f
′
(σi)

dσi
dt

+G
d2σi
dt2

)
=
σi−1(t)− 2σi(t) + σi+1(t)

h2
. (5.1.3)

Краевые условия приводят к уравнениям

σn(t) = Σ, σ1(t)− σ0(t) = 0. (5.1.4)

Учитывая соотношения (5.1.3), (5.1.4), в качестве дискретизации исходной
задачи (5.1.1) на прямых z = zi запишем следующую нелинейную систему
2(n− 1) обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка:

σ̇j = pj, j = 1, 2, ..., n− 1

ṗ1 = −ασ1 + ασ2 − ϕ(σ1)p1

ṗi = ασi−1 − 2ασi + ασi+1 − ϕ(σi)pi, i = 2, 3, ..., n− 2

ṗn−1 = ασn−2 − 2ασn−1 + αΣ− ϕ(σn−1)pn−1

(5.1.5)

Здесь α = 1/(ρGh2), ϕ(σ) = f
′
(σ)/G.

Решение σi(t) ≡ Σ, pi(t) ≡ 0 соответствует единственному положению
равновесия системы (5.1.5). При f

′
(Σ) > 0 это равновесие асимптотически

устойчиво. При f ′(Σ) < 0 оно неустойчиво и в системе наблюдается другой
вид аттрактора – предельный цикл.

Для детального исследования возможных режимов динамики системы
(5.1.5) зафиксируем ряд параметров. Пусть

ρ = 2000, G = 5, d = 0.002

f(σ) = 2.8 · 10−6
(
σ3/3− 1200σ2 + 1.19 · 106σ

)
− 400.

Тогда
f
′
(σ) = 2.8 · 10−6(σ − 700)(σ − 1700).

Выбранные значения ρ,G и d соответствуют типичным значениям плот-
ности суспензии, параметра вязкоупругости и ширины щели в измерительном
приборе в единицах системы СИ. Функция f(σ) моделирует характерный тип
зависимости, полученной опытным путем.
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Рис. 5.1.2 – Установившиеся колебания напряжения σ по слоям.

Здесь зоной неустойчивости равновесия является интервал Σ1 = 700 <

Σ < Σ2 = 1700, что близко соответствует данным эксперимента. В этой зоне
система (5.1.5) переходит в режим автоколебаний. Установившиеся колебания
напряжения σ по слоям представлены на рис. 5.1.2.

Видно, что амплитуда колебаний напряжения в потоке существенно ме-
няется от слоя к слою и, кроме того, зависит от параметра Σ.

На рис. 5.1.3 представлено распределение экстремальных значений
σ(t, z) в режиме автоколебаний по слоям. Как видим, колебания напряжения
с максимальной амплитудой наблюдаются при z = 0, в слое, расположенном
непосредственно над нижней неподвижной плоскостью. Зависимость экстре-
мальных значений для колебаний напряжения в этом слое от параметра Σ

представлена на рис. 5.1.4. Для Σ < Σ1 = 700 и Σ > Σ2 = 1700 в системе
наблюдается устойчивое равновесие σ = Σ (сплошная линия). На интервале
Σ1 < Σ < Σ2 это равновесие неустойчиво (штриховая линия). Потеря устой-
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Рис. 5.1.3 – Экстремальные значения σ(t, z) в режиме автоколебаний.

Рис. 5.1.4 – Зависимость экстремальных значений для колебаний напряжения в слое z = 0.

чивости равновесия в точках Σ1 и Σ2 сопровождается появлением в системе
(5.1.5) устойчивого предельного цикла – происходит бифуркация Андронова –
Хопфа. Колебания максимальной амплитуды наблюдаются в середине отрезка
[700, 1700].

Индуцированные шумом осцилляции в зоне устойчивого равно-
весия. Стохастические возмущения в исследуемой модели течения жидкости
могут иметь различные источники и быть связанными с разными параметра-
ми. Ограничимся возмущениями только одного параметра – сдвигового напря-
жения Σ.

Будем считать, что при формировании на верхней пластине сдвигового
напряжения наряду с его контролируемым постоянным значением Σ вносится
случайное возмущение. Отметим, что в реальном эксперименте малые флукту-
ации приложенного напряжения всегда неизбежны. В результате вместо посто-
янного детерминированного напряжения Σ к верхней пластине прикладывает-
ся стохастическое напряжение (1+εξ(t))Σ, где ξ(t) – дельта-коррелированный
стандартный белый шум, ε – постоянный параметр интенсивности этого воз-
мущения. Тогда при выбранных выше параметрах соответствующая стохасти-
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ческая система будет иметь вид:

σ̇j = pj, j = 1, 2, ..., n− 1

ṗ1 = −ασ1 + ασ2 − ϕ(σ1)p1

ṗi = ασi−1 − 2ασi + ασi+1 − ϕ(σi)pi, i = 2, 3, ..., n− 2

ṗn−1 = ασn−2 − 2ασn−1 + α(1 + εξ(t))Σ− ϕ(σn−1)pn−1

(5.1.6)

Присутствие случайных возмущений меняет характер установившегося
режима течения жидкости между пластинами. Под действием случайной ком-
поненты напряжения траектории системы покидают устойчивое детерминиро-
ванное равновесие и формируют вокруг него стохастический аттрактор, соот-
ветствующий уже новому стохастическому режиму. На рис. 5.1.5 представле-
ны стохастические колебания напряжения в середине потока (z = 0.001) для
разных значений интенсивности шума ε и параметра Σ. Серым цветом изоб-
ражены траектории для ε = 0.01, черным – для ε = 0.001. Стохастические
траектории получены прямым численным моделированием системы (5.1.6).
Как видим, разброс случайных состояний этой системы растет по мере уве-
личения интенсивности шума и приближения Σ к бифуркационному значению
Σ1 = 700. В рассматриваемой системе даже малые шумы порождают в зоне
устойчивого равновесия стохастические колебания достаточно большой ампли-
туды.

Графики дисперсии, характеризующей величину разброса случайных со-
стояний напряжения в середине потока вокруг равновесия, в зависимости от
Σ при разных значениях ε представлены на рис. 5.1.6 крестиками. Характер-
ные изменения дисперсии колебаний вызваны изменением стохастической чув-
ствительности равновесия. Общая картина отмеченных здесь особенностей воз-
буждаемах шумом колебаний системы (5.1.6) в зависимости от ее параметров
может быть детально исследована методом теории функции стохастической
чувствительности (см. главу 2).

Стохастическая чувствительность потока.
Состоянием системы (5.1.6) для исследуемой модели течения сложной

жидкости является вектор x = (σ1, ..., σn−1, p1, ..., pn−1)
>, а равновесием – век-

тор x̄ = (Σ, ...,Σ, 0, ..., 0)>. Матрица W стохастической чувствительности рав-
новесия x̄ размерности 2(n− 1)× 2(n− 1) может быть найдена из уравнения
(2.1.15), где матрицы F и S0 имеют блочную структуру:

F =

[
O I

αL −βI

]
, S0 = α2Σ2

[
O O

O J

]
; α =

1

ρGh2
, β =

f
′
(Σ)

G
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Блоками F и S0 являются [(n− 1)× (n− 1)]-матрицы:

L =



−1 1 0 0 ... 0 0 0

1 −2 1 0 ... 0 0 0

0 1 −2 1 ... 0 0 0

. . . . ... . . .

0 0 0 0 ... 1 −2 1

0 0 0 0 ... 0 1 −2


,

I – единичная матрица, O – нулевая матрица, J – матрица, все элементы
которой равны нулю, кроме равного единице элемента на пересечении (n− 1)-
й строки и (n−1)-го столбца. Матрицу стохастической чувствительности тоже
запишем в блочном виде. Здесь

W =

[
W11 W12

W21 W22

]
[(n− 1)× (n− 1)]-матрицы Wij в силу уравнения (2.1.15) удовлетворяют сле-
дующей системе:

W12 +W>
12 = O

αW11L− βW12 +W22 = O

α(LW12 +W>
12L)− 2βW22 = −α2Σ2J.

(5.1.7)

При этом из-за симметричности W имеем W21 = W>
12.

Рассмотрим диагональные элементы wi матрицы W11. Величина wi ха-
рактеризует стохастическую чувствительность вязкого напряжения на i-м слое
zi = ih.

Прежде всего следует отметить весьма высокую стохастическую чув-
ствительность рассматриваемой системы. Действительно, расчеты показыва-
ют, что при Σ = 600 значение стохастической чувствительности слоев будет
порядка 109. При переходе к значению Σ = 690 оно увеличивается до порядка
1010. Именно такие большие значения стохастической чувствительности объ-
ясняют появление стохастических колебаний большой амплитуды при весьма
малых шумах еще в зоне устойчивого равновесия (см. рис. 5.1.5). Отметим,
что различие в стохастической чувствительности разных слоев при фиксиро-
ванном значении Σ незначительно.

С помощью найденных из системы (5.1.7) значений функции стохасти-
ческой чувствительности можно оценить дисперсию случайных состояний на-
пряжения σ в режиме индуцированных шумом колебаний потока вокруг устой-
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а) б)

в)

Рис. 5.1.5 – Стохастические колебания напряжения в середине потока (z = 0.001) для
ε = 0.01 (серый цвет), ε = 0.001 (черный цвет).

чивого детерминированного равновесия. Значение дисперсии Di на i-м слое
связано со значением wi: Di ≈ ε2wi.

На рис. 5.1.6 представлены зависимости дисперсии случайных состояний
напряжения в середине потока (z = 0.001) от параметра Σ. Сплошная кривая
найдена с помощью ФСЧ, а дисперсия, полученная прямым численным моде-
лированием решений нелинейной стохастической системы (5.1.6), изображена
крестиками. Как видим, теоретическая аппроксимация, основанная на функ-
ции стохастической чувствительности, демонстрирует хорошее совпадение с
результатами компьютерного моделирования. Точность растет с уменьшением
шума, а некоторое различие возникает лишь в непосредственной близости к
точке бифуркации Σ1 = 700.

Отметим в заключение, что, поскольку жидкие среды с N-образной рео-
логической зависимостью широко распространены в природе (к ним, в част-
ности, относятся концентрированные суспензии), а флуктуации приложенных
механических напряжений неизбежны, то полученные результаты могут иметь
непосредственное применение для объяснения реологических явлений в слож-
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Рис. 5.1.6 – Дисперсия случайных состояний напряжения в середине потока (z = 0.001).

ных жидкостях.
В этом разделе было показано, как техника функции стохастической

чувствительности используется в анализе индуцированных шумом осцилляций
потока сложной жидкости в параметрической зоне, где исходная детермини-
рованная модель предсказывает лишь устойчивый стационарный режим. Эта
техника может быть полезна и при анализе влияния случайных возмущений в
зоне автоколебаний. В следующем разделе основные элементы такого анализа
демонстрируются на упрощенном варианте модели (5.1.5) при n = 2.

Двумерная модель течения сложной жидкости
Для системы (5.1.1) – распределенной модели течения потока – будем ис-

пользовать трехслойную дискретизацию. Пусть h – толщина слоя. Рассмотрим
на трех прямых z = zi, где z0 = 0, z1 = h

2 , z2 = h, соответствующие аппрокси-
мации σi(t) для функций σ(t, zi). На внутренней прямой z = z1 можно записать
аппроксимацию

ρ

(
df(σ1)

dσ

dσ1

dt
+G

d2σ1

dt2

)
= 4

σ0(t)− 2σ1(t) + σ2(t)

h2
. (5.1.8)

Краевые условия в свою очередь приводят к уравнениям

σ2(t) = Σ, σ1(t)− σ0(t) = 0. (5.1.9)

Исключая из (5.1.8),(5.1.9) функции σ0(t) и σ2(t), получаем для σ1(t)

следующее обыкновенное дифференциальное уравнение

Gρ
d2σ1

dt
+ ρf ′(σ1)

dσ1

dt
= 4

Σ− σ1

h2
. (5.1.10)
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Решение σ1(t) ≡ Σ уравнения (5.1.10) является единственным положением
равновесия. Наряду с этим равновесием, в рассматриваемой модели может на-
блюдаться другой вид аттракторов – предельный цикл.

Уравнение (5.1.10) в переменных

x = σ1, y =
dσ1

dt

можно записать в виде системы

ẋ = y

ẏ = − 4

Gρh2
x− f ′(x)

G
y +

4

Gρh2
Σ.

(5.1.11)

Единственным равновесием этой системы является точка x̄ = Σ, ȳ = 0. Мат-
рица Якоби системы (5.1.11) для этого равновесия

F =

 0 1

− 4

Gρh2
−f

′(Σ)

G


имеет собственные числа

λ1,2 = −f
′(Σ)

2G
±

√(
f ′(Σ)

2G

)2

− 4

Gρh2
.

В рассматриваемой модели устойчивость равновесия не зависит от параметров
G, ρ, h, а определяется только знаком f ′(Σ). Если f ′(Σ) > 0, то равновесие
x = Σ, y = 0 асимптотически устойчиво, если f ′(Σ) < 0, то неустойчиво.

Для детального исследования возможных режимов динамики нелиней-
ной системы (5.1.11) зафиксируем ряд параметров. Пусть G = ρ = h =

1, f(x) = k(x3/3 − x2 + x/2). Тогда f ′(x) = k(x2 − 3x + 2). Функция
f(x) моделирует характерный тип зависимости, полученной опытным путем
(см. рис. 5.1.1). Положительный параметр k управляет степенью жесткости
этой зависимости. Будем изучать динамические свойства системы в зависи-
мости от двух параметров Σ и k. Для системы с такими параметрами корни
Σ1 = 1,Σ2 = 2 уравнения f ′(x) = 0 задают точки бифуркации.

На рис. 5.1.7 представлены экстремальные значения переменной x для
аттракторов системы (равновесий и циклов) на интервале 0 < Σ < 3 при
k = 1, 10, 20. Наличие у системы (5.1.11) в зоне Σ1 < Σ < Σ2 устойчивых
предельных циклов является теоретическим подтверждением сильных осцил-
ляций, наблюдаемых в экспериментах.
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Рис. 5.1.7 – Экстремальные значения x на аттракторах системы при а) k = 1, б) k = 10, в)
k = 20.

Анализ стохастически возмущенной двумерной модели течения
жидкости

Рассмотрим систему (5.1.11) с дополнительными случайными возмуще-
ниями

ẋ = y

ẏ = −4x− k(x2 − 3x+ 2)y + 4Σ + εξ(t),
(5.1.12)

где ξ(t) – дельта-коррелированный стандартный белый шум, ε – параметр ин-
тенсивности шума.

Присутствие случайных возмущений меняет характер установившихся
режимов в течении жидкости между пластинами. Под действием случайной
компоненты напряжения траектории системы покидают соответствующие де-
терминированные аттракторы и формируют стохастические аттракторы, соот-
ветствующие уже новым стохастическим режимам функционирования. Вокруг
отмеченных ранее детерминированных равновесий и циклов наблюдаются сто-
хастические флуктуации.

На рис. 5.1.8, 5.1.9 представлены некоторые иллюстрации стохастических
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Рис. 5.1.8 – Случайные состояния системы для k = 10, ε = 0.1 при Σ = 0 (слева), при
Σ = 0.5 (в центре), при Σ = 0.9 (справа).

Рис. 5.1.9 – Случайные траектории системы для k = 10, ε = 0.1 при Σ = 1.0 (а), при
Σ = 1.1 (б), при Σ = 1.5 (в).

аттракторов системы (5.1.12), полученные прямым численным моделировани-
ем.

На рис. 5.1.8 изображены случайные состояния стохастической системы
(5.1.12) для k = 10, ε = 0.1 в зоне 0 < Σ < 1 при Σ = 0 (слева), Σ = 0.5 (в
центре) и при Σ = 0.9 (справа). Как видим, чем ближе Σ к точке бифуркации
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Σ1 = 1, тем больше разброс.
При прохождении точки бифуркации Σ1 = 1 наблюдается резкое уве-

личение дисперсии (рис. 5.1.9а). В зоне 1 < Σ < 2 случайные траекто-
рии формируют пучки уже вокруг соответствующих детерминированных цик-
лов. На рис. 5.1.9б,в изображены пучки случайных траекторий системы для
k = 10, ε = 0.1 при Σ = 1.1 и Σ = 1.5. Как видим, ширина пучка и здесь су-
щественно зависит от параметра Σ. Кроме того, можно отметить значительную
неравномерность ширины разброса траекторий при движении вдоль циклов.

Общая картина отмеченных здесь особенностей стохастических аттрак-
торов системы (5.1.12) в зависимости от параметров k и Σ может быть детально
исследована с помощью метода функции стохастической чувствительности.

На рис. 5.1.10 представлены графики функции стохастической чувстви-
тельности для стохастических циклов системы (5.1.12) для k = 10 при Σ = 1.1

и Σ = 1.5. Эти функции дают нам детальное описание изменения стохастиче-
ской чувствительности вдоль цикла. Пики функции µ соответствуют участкам
цикла с максимальным разбросом траекторий. Существенный перепад значе-
ний стохастической чувствительности µ вдоль цикла и является причиной от-
меченной выше неравномерности ширины пучка.

Рис. 5.1.10 – Графики функции стохастической чувствительности циклов для k = 10 при
а) Σ = 1.1, б) Σ = 1.5.

Зависимость ширины пучка от параметра Σ также связана с соответ-
ствующими особенностями в поведении функции стохастической чувствитель-
ности. Как видно из рис. 5.1.10, значения функции стохастической чувстви-
тельности при Σ = 1.1 на порядок больше значений функции стохастической
чувствительности при Σ = 1.5. Этот факт и объясняет различие ширины со-
ответствующих пучков на рис. 5.1.9б,в.

Зависимость показателя стохастической чувствительности M от пара-
метров Σ и k представлена на рис. 5.1.11. Функция M(Σ) в зонах 0 < Σ < 1
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Рис. 5.1.11 – Стохастическая чувствительность аттракторов при k = 1 (сплошная линия) и
k = 10 (пунктир).

и Σ > 2 описывает стохастическую чувствительность равновесий, а в зоне
1 < Σ < 2 – стохастическую чувствительность циклов.

В зонах 0 < Σ < 1 и Σ > 2 функция M(Σ, k) находится аналитически

M(Σ, k) =
1

k(Σ2 − 3Σ + 2)
.

При монотонном стремлении параметра Σ к точкам бифуркации стохастиче-
ская чувствительность равновесий монотонно возрастает и стремится к бес-
конечности. Данная закономерность и является причиной изменения разброса
случайных состояний системы, отмеченных выше на рис. 5.1.8. При изучении
стохастических равновесий немаловажную роль играет и параметр k. Увели-
чение k ведет к уменьшению стохастической чувствительности равновесий (см.
рис. 5.1.11).

Рассмотрим теперь зону 1 < Σ < 2. При k = 1 график M(Σ) представ-
ляет собой выпуклую вниз функцию с вертикальными асимптотами в точках
бифуркации. Наименьшую чувствительность имеет цикл при Σ = 1.5. В доста-
точно широком интервале, лежащем в средней части отрезка [1, 2], стохастиче-
ская чувствительность циклов практически не изменяется. При приближении
параметра к точкам бифуркации стохастическая чувствительность циклов, как
и равновесий, резко возрастает.

При k = 10 у графика функции M(Σ) появляется важная новая осо-
бенность. В зоне, примыкающей к точкам бифуркации, график приобретает
резко выраженный дополнительный всплеск. Величина этого всплеска суще-
ственно зависит от параметра k. Соответствующие подробности приведены на
рис. 5.1.12, где детально изображены фрагменты графиков M(Σ) при k = 10

и k = 20.
При k = 10 величина пика имеет значениеM = 7.6 ·101, а при k = 20 мы
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Рис. 5.1.12 – Стохастическая чувствительность циклов вблизи точки бифуркации при
k = 10 (пунктир) и k = 20 (сплошная линия).

имеем M = 1.3 · 106. Как видим, увеличение параметра k в два раза привело
к увеличению стохастической чувствительности на несколько порядков.

Рассмотрим детально при k = 20 характер воздействия случайных воз-
мущений на детерминированные циклы системы в зоне, где наблюдается этот
пик. Максимальное значениеM ∗ = 1.3·106 достигается при Σ∗ = 1.01188. Этот
пик локализован на узком интервале – уже в близлежащих точках значения
функцииM(Σ) существенно меньше. Так, например, слеваM(1.005) = 8.9·101,
а справа M(1.02) = 6.8 · 101. Посмотрим, к чему может привести такое резкое
изменение стохастической чувствительности.

Для этих трех близких значений Σ = 1.005, 1.01188, 1.02 на рис. 5.1.13а
приведены детерминированные, а на рис. 5.1.13б – соответствующие стохасти-
ческие циклы при ε = 0.001. При значениях Σ = 1.005 и Σ = 1.02 слу-
чайные траектории практически не отличаются от невозмущенных орбит. При
Σ∗ = 1.01188 цикл, за исключением короткого горизонтального участка, раз-
мывается в широкую полосу. Такое поведение характерно для так называемых
циклов-канардов.

Как видим, для изучаемой модели метод функции стохастической чув-
ствительности позволил обнаружить узкую зону сверхвысокой чувствитель-
ности автоколебаний, когда даже малые, по сути фоновые помехи возбужда-
ют существенные флуктуации амплитуды. Заметим, что ширина этой зоны
сверхчувствительности очень мала. Обнаружить ее эмпирически, анализируя
разброс случайных траекторий, получаемых прямым численным моделирова-
нием, практически невозможно. Для этого потребовался бы слишком мелкий
шаг по параметрам.

Рассмотрим теперь поведение детерминированной системы с k = 20 в
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а) б)

Рис. 5.1.13 – Циклы для k = 20 при Σ = 1.005 – внутренний, Σ = 1.01188 – средний,
Σ = 1.02 – внешний: а) детерминированные, б) стохастические при ε = 0.001.

зоне Σ < 1, вблизи точки Σ1 = 1 бифуркации Андронова–Хопфа. На рис. 5.1.14
построен фазовый портрет системы (5.1.11) при Σ = 0.9. Как видим, все фазо-
вые траектории стремятся к единственному аттрактору – устойчивому равно-
весию. Однако характер стремления зависит от начального отклонения. Дей-
ствительно, если это отклонение от равновесия мало, то траектории, осцил-
лируя, стремятся к равновесию. Если же отклонение превосходит некоторое
критическое значение, то траектории сначала уходят от равновесия, совер-
шают большеамплитудный выброс, и только затем, попав в субкритическую
область, стремятся к равновесию. Таким образом, вокруг равновесия можно
выделить множество начальных точек, составляющих субкритическую зону.
Отметим, что чем ближе Σ к бифуркационному значению, тем меньше размер
субкритической зоны.

Рис. 5.1.14 – Фазовый портрет детерминированной системы с Σ = 0.9 и k = 20. Пунктиром
показаны доверительные эллипсы, соответствующие интенсивностям шума ε = 0.2

(малый), ε = 0.5 (большой).

Такая неравномерность фазового портрета позволяет понять механизм
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стохастической возбудимости рассматриваемой системы. На рис. 5.1.15 пока-
заны фазовые траектории и временные ряды стохастической системы для двух
значений интенсивности шума. При малом шуме ε = 0.2, случайные траекто-
рии (черный цвет), покидая устойчивое равновесие, концентрируются в допо-
роговой области. Здесь решения демонстрируют малоамплитудные стохастиче-
ские осцилляции. При увеличении интенсивности шума траектории переходят
из субкритической области в суперкритическую. Как видно на рис. 5.1.15 для
ε = 0.5 (серый цвет), система совершает большеамплитудные выбросы. В ре-
зультате возникает перемежаемость осцилляций больших и малых амплитуд,
что и говорит о стохастической возбудимости модели даже в зоне устойчивых
равновесий.

Рис. 5.1.15 – Стохастические траектории и временные ряды системы (5.1.12) для ε = 0.2

(черный цвет) и для ε = 0.5 (серый цвет).

Покажем, как для параметрического анализа стохастической возбудимо-
сти может быть использована техника функции стохастической чувствитель-
ности и метод доверительных эллипсов. На рис. 5.1.14 пунктиром изображе-
ны доверительные эллипсы, отвечающие значениям ε = 0.2 (малый), ε = 0.5

(большой) и доверительной вероятности P = 0.99. Как видим, малый эллипс
целиком содержится в субкритической зоне, в то время как большой эллипс
частично захватывает точки фазовой плоскости, принадлежащие суперкрити-
ческой зоне, что сигнализирует о большеамплитудных стохастических выбро-
сах. Эти результаты согласуются с данными прямого численного моделиро-
вания (см. рис. 5.1.15). Таким образом, анализ расположения доверительных
эллипсов и субкритической зоны может быть эффективно использован в ис-
следовании и прогнозировании явления стохастической возбудимости.

Представленные здесь результаты опубликованы в работах [189, 196] ав-
тора диссертации.
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Описанный здесь сценарий возникновения феномена стохастического
возбуждения мультимодальных осцилляций в модели течения сложной жид-
кости с математической точки зрения подобен такому же явлению в модели
Фитцхью-Нагумо нейронной активности (см. раздел 3.3.2) и в популяцион-
ной модели Траскотт-Бриндли (см. раздел 5.5.3). Такое подобие феноменов в
математических моделях систем разной физической природы говорит об уни-
версальности законов нелинейной динамики. Такая универсальность дает ши-
рокий простор для возможных приложений описанных в диссертации методов
анализа, опирающихся на технику функции стохастической чувствительности.

5.2. Стохастическая возбудимость и стабилизация
проточного химического реактора

Рассмотрим классическую модель проточного химического реактора иде-
ального перемешивания Вольтера-Сальникова [296,297]

ẋ = −x exp

(
−1

y

)
+ l(a− x)

ẏ = x exp

(
−1

y

)
+m(b− y),

(5.2.1)

где x, y – безразмерные переменные, задающие в реакторе соответственно теку-
щую концентрацию реагирующего вещества и его температуру, a – концентра-
ция реагента на входе реактора, b – входная температура, l,m – положитель-
ные параметры реактора. В данной работе зафиксированы характерные [297]
значения l = 0.5,m = 0.25, b = 0.165, а параметр a считается управляющим.
Даже небольшие вариации параметра a могут приводить к существенным из-
менениям динамики системы.

На рис. 5.2.1 показана бифуркационная диаграмма модели (5.2.1). Здесь
можно отметить две точки бифуркации a1 = 1.580079 и a2 = 1.582843. На
всем рассматриваемом интервале система имеет равновесие. Это равновесие
устойчиво при a < a2. При переходе параметра a через a2 в зону a > a2 рав-
новесие теряет устойчивость. Наряду с равновесием, в зоне a > a1, система
имеет другой аттрактор – устойчивый предельный цикл, который появляется
при a = a1 в результате жесткой бифуркации Хопфа. Таким образом, можно
выделить три интервала, отвечающих качественно различным режимам дина-
мики детерминированной системы (5.2.1). При a < a1 система моностабильна
– единственным аттрактором является устойчивое равновесие. На интерва-
ле a1 < a < a2, система бистабильна – аттракторами являются устойчивые
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равновесие и цикл. Их бассейны притяжения отделяет сепаратриса – неустой-
чивый цикл. При a > a2 система моностабильна с единственным аттракто-
ром – предельным циклом. На рис. 5.2.1 y-координаты устойчивых равновесий
показаны красной сплошной линией, а неустойчивых равновесий – красным
пунктиром. Соответствующие y-координаты экстремальных значений циклов
показаны синим цветом – сплошной линией для устойчивого цикла и пункти-
ром для неустойчивого.

Таким образом, при изменении входной концентрации a в реакторе на-
блюдается своего рода гистерезис. Рассмотрим сначала, что происходит при
увеличении параметра a. В зоне a < a1 реактор выходит на устойчивый ре-
жим, рост a в зоне a < a2 приводит к несущественному изменению равновесных
характеристик концентрации и температуры в реакторе. Однако, при переходе
через точку бифуркации a2 в зону a > a2 в реакторе происходит скачкообраз-
ный срыв с равновесного режима функционирования на автоколебательный.
При уменьшении параметра a в зоне a > a1, реактор функционирует в автоко-
лебательном режиме. При переходе через точку бифуркации a1 в зону a < a1

происходит обратный скачок – с автоколебательного режим на равновесный.
Неизбежно присутствующие даже малые случайные возмущения могут

существенно деформировать этот сценарий.

Рис. 5.2.1 – Бифуркационная диаграмма детерминированной модели (5.2.1).

Рассмотрим модель (5.2.1) с дополнительными случайными возмущени-
ями

ẋ = −x exp

(
−1

y

)
+ l(a− x) + ε1ξ1

ẏ = x exp

(
−1

y

)
+m(b− y) + ε1ξ2.

(5.2.2)

Здесь ξ1,2(t) – независимые стандартные гауссовские шумы с параметрами
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Eξi(t) = 0, Eξi(t)ξi(τ) = δ(t− τ), ε1,2 – интенсивности случайных возмущений.
Под действием случайных возмущений стохастические траектории систе-

мы (5.2.2) покидают устойчивое равновесие и совершают случайные колебания
вокруг него. Разброс отклонений этих траекторий от равновесия зависит от ин-
тенсивности шума и стохастической чувствительности системы. Рассмотрим,
что происходит в системе при увеличении интенсивности шума.

Стохастическая возбудимость в зоне устойчивого равновесия
Рассмотрим динамику стохастической системы (5.2.2) в зоне моноста-

бильности a < a1, где детерминированная модель имеет единственный аттрак-
тор – устойчивое равновесие. Важным обстоятельством являются особенности
фазового портрета детерминированной системы (5.2.1). Здесь равновесие яв-
ляется устойчивым фокусом, однако характер стремления траекторий к точке
покоя существенно зависит от начального отклонения. Для малых начальных
отклонений траектория по регулярной спирали монотонно стремится к рав-
новесию. Если отклонение превосходит некоторый порог, траектория сначала
совершает выброс – уходит достаточно далеко от равновесия, и только потом
начинает стремиться к равновесию (см. рис. 5.2.2а).

а)

б)

Рис. 5.2.2 – Фазовые портреты детерминированной модели для а) a = 1.57, б) a = 1.58 (с
увеличенным фрагментом).
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При подходе параметра a к точке бифуркации a1, эта переходная фа-
за состоит не из одного выброса, а из серии витков большой амплитуды (см.
рис. 5.2.2б). На фазовой плоскости начальные данные, соответствующие боль-
шеамплитудным выбросам и затухающим колебаниям, можно отделить неко-
торой кривой – псевдосепаратрисой. Эти кривые, найденные численно, изобра-
женные на рис. 5.2.2 красной пунктирной линией, разделяют докритическую
и сверхкритическую зоны.

При малых случайных возмущениях стохастические траектории концен-
трируются вблизи устойчивого равновесия и располагаются целиком в докри-
тической зоне. При этом решения x(t), y(t) системы (5.2.2) демонстрируют
малоамплитудные стохастические осцилляции вокруг равновесных значений.

Рис. 5.2.3 – Фазовые портреты и решения y(t) стохастической системы при a) a = 1.57 с
ε = 0.0004 (черный цвет), ε = 0.0008 (серый цвет), b) a = 1.58 с ε = 0.0001 (черный цвет),

ε = 0.0003 (серый цвет).

При увеличении интенсивности шума, стохастические траектории по-
падают в сверхкритическую зону, совершают большеамплитудные выбросы,
вновь возвращаясь в окрестность равновесия. В результате, наблюдается пе-
ремежаемость стохастических колебаний малой и большой амплитуды.

На рис. 5.2.3 показаны траектории системы и соответствующие времен-
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ные ряды для двух значений параметра a = 1.57 и a = 1.58, и шумов различной
интенсивности (ε1 = ε2 = ε). На рис. 5.2.3а для a = 1.57 изображены резуль-
таты моделирования при ε = 0.0004 (черным цветом) и ε = 0.0008 (серым
цветом). Как видим, при ε = 0.0004 решения не пересекают псевдосепаратри-
су, система функционирует в докритическом режиме. При увеличении шума
(ε = 0.0008) траектории, пересекая сепаратрису, совершают большеамплитуд-
ные выбросы, и система переходит в сверхкритический режим, где малоампли-
тудные колебания прерываются всплесками больших амплитуд. При a = 1.58

(см. рис. 5.2.3б) такие два режима наблюдаются при ε = 0.0001 и ε = 0.0003.
Как видим, чем ближе параметр a к точке бифуркации a1, тем меньшее зна-
чение шума требуется для перевода системы в сверхкритический режим. Этот
переход проясняет геометрический механизм стохастической возбудимости си-
стемы в зоне устойчивого равновесия. Следует отметить, что в данной модели
явление стохастической возбудимости наблюдается при весьма малых, факти-
чески фоновых, шумах.

Для параметрического анализа стохастической возбудимости будем ис-
пользовать технику функций стохастической чувствительности и метод дове-
рительных эллипсов, описанный в главе 2.

Стохастическая чувствительностьW равновесия (x̄, ȳ) является решени-
ем уравнения

FW +WF> + S = 0,

где

W =

[
w11 w12

w21 w22

]
, F =

[
f11 f12

f21 f22

]
, S =

[
1 0

0 1

]
,

f11 = − exp

(
−1

ȳ

)
− l, f12 = −x̄ exp

(
−1

ȳ

)
1

ȳ2
,

f21 = exp

(
−1

ȳ

)
, f22 = x̄ exp

(
−1

ȳ

)
1

ȳ2
−m.

Собственные числа λ1(a), λ2(a) и соответствующие им собственные век-
торы матрицы стохастической чувствительности W (a) отражают основные
пространственные особенности вероятностного распределения случайных со-
стояний стохастической системы (5.2.2) вокруг устойчивого равновесия детер-
минированной системы (5.2.1). На рис. 5.2.4 изображены графики функций
λ1(a) > λ2(a). Большие значения чувствительности и являются причиной вы-
сокой стохастической возбудимости модели. Так, для a = 1.58, элементы мат-
рицы стохастической чувствительности равны w11 = 1.1 · 104, w12 = w21 =
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−2.26 · 103, w2 = 5.21 · 102.

Рис. 5.2.4 – Стохастическая чувствительность равновесий.

Пространственное распределение состояний вокруг равновесия может
быть описано с помощью доверительных эллипсов. Собственные векторы мат-
рицы стохастической чувствительности W (a) определяют направления глав-
ных осей, а собственные числа – размеры полуосей этих доверительных эл-
липсов. На рис. 5.2.5 показаны случайные состояния и доверительный эллипс
для системы (5.2.2) при a = 1.57, ε = 0.0001 и доверительной вероятности
p = 0.99. Как видим, доверительный эллипс хорошо отражает пространствен-
ные особенности разброса случайных состояний.

Рис. 5.2.5 – Случайные состояния и доверительный эллипс для a = 1.57 и ε = 0.0001.

Взаимное расположение доверительных эллипсов и псевдосепаратрисы
может быть использовано в качестве критерия перехода системы из докрити-
ческого режима в сверхкритический. Действительно, размер эллипса пропор-
ционален интенсивности шума. При малых шумах, эллипс полностью лежит в
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докритической области. При увеличении шума эллипс пересекает сепаратрису
и захватывает точки сверхкритической области. Такое пересечение и может
служить индикатором перехода в сверхкритический режим с большеампли-
тудными осцилляциями.

Рис. 5.2.6 – Доверительные эллипсы для а) a = 1.57 с ε = 0.0004, ε = 0.0008, б) a = 1.58 с
ε = 0.0001, ε = 0.0003. Псевдосепаратриса показана пунктиром.

На рис. 5.2.6 показаны доверительные эллипсы и псевдосепаратрисы си-
стемы для двух значений параметра a = 1.57 и a = 1.58, и шумов различной
интенсивности. На рис. 5.2.6а для a = 1.57 меньший эллипс соответствует
ε = 0.0004, больший – ε = 0.0008. Как видим, при ε = 0.0004 эллипс не
касается псевдосепаратрисы, система функционирует в докритическом режи-
ме (см. рис. 5.2.3а, черный цвет). При увеличении шума (ε = 0.0008) эллипс
пересекает псевдосепаратрису, в результате чего система переходит в сверх-
критический режим (см. рис. 5.2.3а, серый цвет). На рис. 5.2.6б для a = 1.58

меньший эллипс соответствует ε = 0.0001, больший – ε = 0.0003. Как видим, и
в этом случае, по расположению доверительных эллипсов можно предсказать
переход системы в сверхкритический режим (см. рис. 5.2.3б).

Стохастическая возбудимость в зоне бистабильности
Рассмотрим динамику стохастической системы (5.2.2) в зоне бистабиль-

ности a1 < a < a2, где детерминированная модель имеет два аттрактора
(устойчивое равновесие и устойчивый предельный цикл), разделенные неустой-
чивым циклом (см. рис. 5.2.7а для a = 1.582 и ε = 0). В этой зоне роль сепа-
ратрисы играет неустойчивый предельный цикл, отделяющий бассейн притя-
жения равновесия от бассейна притяжения устойчивого цикла.

При малых случайных возмущениях стохастические траектории, стартуя
с устойчивого равновесия, располагаются целиком в его бассейне притяжения,
соответствующем докритической зоне. При этом решения x(t), y(t) системы
(5.2.2) осциллируют с малой амплитудой вокруг равновесия.
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Рис. 5.2.7 – Генерация стохастических колебаний больших амплитуд при a = 1.582: а)
устойчивый цикл (синяя сплошная линия), неустойчивый цикл (красный пунктир) и

равновесие (черная точка) детерминированной системы; б) стохастические траектории и
временные ряды стохастической системы при ε = 0.00004 (черный цвет), ε = 0.00006

(зеленый цвет).

При увеличении интенсивности шума, стохастические траектории пере-
секают сепаратрису (неустойчивый предельный цикл), переходят в бассейн
притяжения устойчивого цикла и далее продолжают движение вблизи замкну-
той фазовой кривой этого цикла.

На рис. 5.2.7б показаны траектории системы, стартующие из положения
равновесия, и соответствующие временные ряды при a = 1.582 для шумов
интенсивности ε = 0.00004 (черный цвет) и ε = 0.00006 (зеленый цвет). Как
видим, при ε = 0.00004 случайные траектории не пересекают сепаратрису –
система функционирует в докритическом режиме. При увеличении шума (ε =

0.00006) траектории пересекают сепаратрису, начинают совершать колебания в
окрестности устойчивого цикла. Таким образом, система от малоамплитудных
колебаний переходит к колебаниям больших амплитуд.

Техника функции стохастической чувствительности и метод доверитель-
ных эллипсов дает здесь следующие результаты (см. рис. 5.2.8).

Как видим, при ε = 0.00004 эллипс лежит целиком в бассейне при-
тяжения равновесия, система функционирует в докритическом режиме (см.
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Рис. 5.2.8 – Доверительные эллипсы для a = 1.582 и ε = 0.00004 (малый), ε = 0.00006

(большой). Неустойчивый цикл показан красным пунктиром, устойчивый – синей
сплошной линией.

рис.5.2.7б, черный цвет). При увеличении шума (ε = 0.00006) эллипс пере-
секает сепаратрису (неустойчивый цикл), в результате чего система перехо-
дит в сверхкритический режим (см. рис.5.2.7б, зеленый цвет). Как видно из
сравнения с результатами прямого численного моделирования случайных тра-
екторий, и в этом случае по расположению доверительных эллипсов можно
предсказать переход системы в сверхкритический режим.

Однако функционирование проточного химического реактора в режиме
большеамплитудных колебания зачастую является нежелательным режимом.
В этих обстоятельствах возникает важная инженерная задача стабилизации
возможных осцилляций вблизи равновесия.

Стабилизация проточного реактора
Рассмотрим систему (5.2.2) с дополнительными управляющими воздей-

ствиями
ẋ = −x exp

(
−1

y

)
+ l(a− x) + u1 + ε1ξ1(t),

ẏ = x exp

(
−1

y

)
+m(b− y) + u2 + ε2ξ2(t).

(5.2.3)

В случае полной информации, когда координаты x, y состояния системы из-
вестны точно, для стабилизации желаемого рабочего режима будем использо-
вать регулятор

u1 = k11(x− x̄) + k12(y − ȳ), u2 = k21(x− x̄) + k22(y − ȳ). (5.2.4)

В этом случае, используя формулу (4.2.9), имеем

K = −F − 0.5W−1.
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Эта формула задает матрицу K =

[
k11 k12

k21 k22

]
регулятора (5.2.4), который

обеспечивает заданную стохастическую чувствительность W равновесия.
Ограничимся здесь множеством диагональных матриц стохастической

чувствительности вида W =

[
w 0

0 w

]
с произвольной назначенной величиной

w > 0. В этом случае

k11 = −f11 −
1

2w
, k12 = −f12, k21 = −f21, k22 = −f22 −

1

2w
. (5.2.5)

Регулятор (5.2.4) с параметрами (5.2.5) обеспечивает устойчивость и постоян-
ную стохастическую чувствительность равновесия (x̄, ȳ) для любого значения
параметра a. Результаты такого управления, основанного на синтезе стохасти-
ческой чувствительности w = 10 показаны на рис. 5.2.9. Заметим, что сни-

Рис. 5.2.9 – Решения стохастической системы с ε = 0.001: а) a = 1.58; б) a = 1.582; в)
a = 1.583. Управление включается при t = 5000, регулятор обеспечивает w = 10.

жение чувствительности w позволяет уменьшить дисперсию стохастических
осцилляций (см. рис. 5.2.10 с w = 0.1 и w = 10).

Рис. 5.2.10 – Решения стохастической системы (5.2.3) с a = 1.58, ε = 0.001 и регулятором,
обеспечивающим w = 0.1 (черный цвет) и w = 10 (серый цвет).
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Рассмотрим теперь случай неполной информации, когда наблюдению до-
ступна только координата x. Будем использовать регулятор вида

u1 = k1(x− x̄), u2 = k2(x− x̄). (5.2.6)

В этом случае

K =

[
k1

k2

]
, C = [ 1 0 ] , F +BKC =

[
f11 + k1 f12

f21 + k2 f22

]
.

Множество K параметров регулятора (5.2.6), обеспечивающего экспоненциаль-
ную устойчивость равновесия, определяется системой линейных неравенств:

tr(F +BKC) = f11 + f22 + k1 < 0,

det(F +BKC) = f11f22 − f12f21 + f22k1 − f12k2 > 0.
(5.2.7)

Область устойчивости K для a = 1.58 показана на рис. 5.2.11. При любых

Рис. 5.2.11 – Область устойчивости K для a = 1.58.

(k1, k2) ∈ K элементы wij(k1, k2) матрицы стохастической чувствительности
W (k1, k2) находятся из системы

(F +BKC)W +W (F +BKC)> + S = 0.

Таким образом, задача снижения стохастической чувствительности далее мо-
жет решаться с помощью стандартных процедур спуска.

Например, при k1 = −0.5, k2 = 1 (см. звездочку на рис. 5.2.11) мы имеем

w11 = 1.317, w12 = −0.794, w22 = 5.735.

Напомним, что в системе без управления

w11 = 1.1 · 104, w12 = −2.26 · 103, w2 = 5.21 · 102.



284

Рис. 5.2.12 – Фазовые траектории и временные ряды стохастической системы при a = 1.58,
ε = 0.001 без управления (серый цвет) и с управлением (черный цвет), формируемым

регулятором (5.2.6) с k1 = −0.5, k2 = 1.

Как видим, регулятор (5.2.6) с k1 = −0.5, k2 = 1 существенно снижает стоха-
стическую чувствительность. Результаты численного моделирования решений
системы (5.2.3) с регулятором (5.2.6) показаны на рис. 5.2.12.

Таким образом, и в случае неполной информации, предложенный под-
ход позволяет стабилизировать проточный химический реактор в равновесном
режиме и подавить нежелательные большеамплитудные выбросы.

Результаты этого раздела опубликованы в работах [218,231] автора дис-
сертации.

5.3. Кинетика гликолиза в присутствии случайных
возмущений

Рассмотрим стохастический вариант модели Селькова [298, 299], описы-
вающей фосфофруктокиназную фазу гликолитической реакции с колебаниями
субстрата и продукта:

ẋ = −x+ ay + x2y

ẏ = b− ay − x2y + εξ(t).
(5.3.1)

Здесь переменные x и y – концентрации соответственно продукта (АДФ) и суб-
страта (АТФ), a и b – положительные кинетические параметры. В стохастиче-
ской модели предполагается, что приток субстрата состоит из постоянной со-
ставляющей b и стохастической добавки εξ(t), где ξ(t) – стандартный некорре-
лированный гауссовский белый шум с параметрами Eξ(t) = 0, E(ξ(t)ξ(τ)) =

δ(t− τ), а величина ε задает интенсивность этого шума.
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Детерминированная система (5.3.1) (с ε = 0) имеет одну точку покоя с
координатами x̄ = b, ȳ = b

a+b2 . При 0 < a < 0.125, в системе наблюдаются
бифуркации Андронова–Хопфа при

b1(a) =

√
1− 2a−

√
1− 8a

2
, b2(a) =

√
1− 2a+

√
1− 8a

2
.

В области b1(a) < b < b2(a), где равновесие (x̄, ȳ) неустойчиво, в системе на-
блюдаются автоколебания. Устойчивые циклы, обнаруженные в математиче-
ской модели, в свое время объяснили причину колебаний в гликолизе [298,300].
Характер колебаний существенно зависит от параметра a. При малых a они
становятся релаксационными. Будет показано, что при малых a модель ста-
новится чувствительной к случайным возмущениям как в зоне циклов, так и
равновесий. Здесь и далее зафиксируем a = 0.01.

На рис. 5.3.1 представлена бифуркационная диаграмма детерминирован-
ной системы. Здесь координаты устойчивых равновесий и точек пересечения
предельных циклов с прямыми x = x̄ или y = ȳ изображены сплошными
линиями, а координаты неустойчивых равновесий показаны пунктирами.

Рис. 5.3.1 – Бифуркационная диаграмма детерминированной модели Селькова для
a = 0.01.

Точками бифуркации здесь являются b1 = 0.10206, b2 = 0.9847. От-
метим, что y-координаты предельных циклов резко возрастают как только
параметр проходит точку бифуркации b1 – здесь наблюдается явление "канар-
довского взрыва".

В исследовании реакции аттракторов системы на случайные возмуще-
ния будем использовать технику функции стохастической чувствительности
из главы 2. На рис. 5.3.2 представлена зависимость стохастической чувстви-
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тельности аттракторов модели Селькова (5.3.1) от параметра b. В зонах устой-
чивых равновесий здесь показаны графики функций µ1,2(b) – собственных зна-
чений матрицы стохастической чувствительности. В зоне циклов представлен
график µ(b) максимумов стохастической чувствительности. Как видим, сто-
хастическая чувствительность аттракторов неограниченно растет при прибли-
жении к точкам бифуркаций. В зоне циклов можно отметить наличие двух
пиков. Левый пик при b∗ = 0.1034 крайне узкий и высокий: µ(b∗) = 5 ·107, в то
время как в большей части интервала (b1, b2) значения µ порядка единицы. То
есть цикл-канард при b∗ = 0.1034 является суперчувствительным к случайным
возмущениям.

Рис. 5.3.2 – Стохастическая чувствительность аттракторов модели Селькова для a = 0.01.

Рассмотрим поведение стохастической системы в зоне равновесий при
b = 0.1. Результаты исследования представлены на рис. 5.3.3. При малых
шумах (ε = 0.008) стохастические траектории концентрируются в допорого-
вой зоне вблизи устойчивого равновесия, а при шуме большей интенсивности
(ε = 0.015) попадают в надпороговую зону и демонстрируют большеамплитуд-
ные осцилляции (см. фазовые траектории и временные ряды на рис. 5.3.3а,б).
Детали такого стохастического возбуждения представлены на рис. 5.3.3в, где
изображены y-координаты точек пересечения случайных траекторий с прямой
x = x̄ в зависимости от интенсивности шума. Здесь отчетливо видно расщепле-
ние унимодальных малоамплитудных стохастических осцилляций в бимодаль-
ные осцилляции, сочетающие малоамплитудные и большеамплитудные фазы.

Вероятностный механизм такого расщепления можно объяснить с помо-
щью доверительных эллипсов. На рис. 5.3.3г пунктиром представлены эллип-
сы для ε = 0.008 (малый) и ε = 0.015 (большой). Как видим, малый эллипс
охватывает начальные отклонения, отвечающие допороговому режиму, когда
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Рис. 5.3.3 – Стохастическая возбудимость.

детерминированная траектория монотонно стремится к устойчивому равнове-
сию. Большой эллипс содержит начальные точки, соответствующие надпоро-
говому режиму, когда траектория демонстрирует большеамплитудный выброс.

Рассмотрим поведение стохастической системы Селькова при значении
b∗ = 0.1034, соответствующем суперчувствительному циклу-канарду. Здесь
расщепление пучка случайных траекторий наблюдается уже при чрезвычайно
малых, по сути фоновых шумах (рис. 5.3.4). Действительно, при ε = 1 · 10−5

случайные траектории еще концентрируются вблизи детерминированного цик-
ла (рис. 5.3.4а), а уже при ε = 5 · 10−5 амплитуда осцилляций резко возрас-
тает. Детали такого перехода от унимодальных к бимодальным осцилляциям
представлены на рис. 5.3.4б, где изображены y-координаты точек пересечения
случайных траекторий с прямой x = x̄ в зависимости от интенсивности шума.

Здесь следует отметить, что в ходе расщепления, наряду с амплитудными
изменениями, наблюдается принципиальная деформация внутренних свойств
стохастических потоков. На рис. 5.3.4в представлен график зависимости стар-
шего показателя Ляпунова Λ в зависимости от интенсивности шума. Как ви-
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Рис. 5.3.4 – Стохастическое расщепление и переход к хаосу при b∗ = 0.1034.

дим, при увеличении интенсивности шума функция Λ(ε) сначала убывает и
становится отрицательной, а затем возрастает и начинает принимать положи-
тельные значения. Смена знака с минуса на плюс сигнализирует о переходе
от порядка к хаосу. Отметим, что для b = 0.1034 такой переход от порядка
к хаосу происходит при интенсивности шума, соответствующей расщеплению
стохастических траекторий (ε ≈ 2 · 10−5).

Таким образом, для стохастической модели Селькова выявлена парамет-
рическая зона, где даже малые случайные возмущения приводят к качествен-
ным деформациям динамики, связанным с генерацией бимодальных стохасти-
ческих осцилляций и переходом от порядка к хаосу. Показано, что техника
стохастической чувствительности и метод доверительных областей могут быть
эффективно использованы в параметрическом анализе этих сложных стоха-
стических явлений в гликолитической кинетике.

Результаты этого раздела опубликованы в работах [224,225] автора дис-
сертации.

Представленный здесь подход и техника математического анализа были
развиты в исследованиях [301, 302] более сложных двух- и трехмерных моде-
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лей, предложенных А.Голдбетером для описания кинетики энзимных реакций
с сильными нелинейными обратными связями.

5.4. Стохастические явления в моделях нейронной
динамики

Данный раздел посвящен приложению представленных главах 1,2,3 дис-
сертации общих теоретических методов стохастического анализа к исследова-
нию индуцированных шумом явлений в нейронной динамике. Здесь будут ис-
следованы модели Рулькова, Фицхью-Нагумо, Юлихера, Ходжкина-Хаксли.
Эти системы моделируют качественное разнообразие известных режимов ней-
ронной активности.

5.4.1. Модель Рулькова

Среди дискретных моделей нейронной активности наиболее известными
являются модели Рулькова [280]. Даже одномерная система Рулькова до-
статочна репрезентативна и позволяет моделировать такие базовые режимы
нейронной активности как покой, спайкинг и бёрстинг.

Одномерная модель
Рассмотрим стохастический вариант одномерной модели Рулькова

xt+1 =
α

1 + x2
t

+ γ + εξt. (5.4.1)

Здесь x – мембранный потенциал, γ – параметр концентрации ионов, ξt –
некоррелированный скалярный гауссовский случайный процесс с параметрами
E(ξt) = 0, E(ξ2

t ) = 1, ε – интенсивность шума. Детерминированный вариант
системы (5.4.1) был введен в [280] как простейшая дискретная концептуаль-
ная система, моделирующая основные режимы нейронной активности. Следуя
этой работе, зафиксируем α = 4.1 и варьируем параметр γ.

На рисунке 5.4.1а изображены аттракторы детерминированной модели
Рулькова. Как можно видеть, эта модель демонстрирует большое разнооб-
разие динамических режимов. Эти режимы разделяются точками бифурка-
ций γ1 = −4.162, γ2 = −3.3, γ3 = −2.849, γ4 = −2.729. На интервале
−4.5 < γ < γ4 детерминированная систем имеет устойчивое равновесие x̄1

(нижняя кривая на рис. 5.4.1а). Точки γ1 и γ4 отмечают седло-узловые би-
фуркации. Когда параметр γ проходит через γ1 слева направо, появляются
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неустойчивое равновесие x̄2 и устойчивое равновесие x̄3. Неустойчивое равно-
весие x̄2 показано на интервале γ1 < γ < γ4 пунктиром. При γ = γ4, равновесия
x̄1 и x̄2 сливаются и исчезают.

При γ1 < γ < γ2 (см. верхнюю часть рис. 5.4.1а), детерминированная
модель Рулькова демонстрирует стандартный каскад бифуркаций удвоения
периода с последующей перемежаемостью порядка и хаоса.

Отметим, что точки γ2 и γ3 являются нелокальными бифуркациями гра-
ничного кризиса: при переходе параметра γ через γ2 слева направо, верхний ха-
отический аттрактор касается неустойчивого равновесия x̄2 и исчезает. Таким
образом, системы Рулькова моностабильна при (−4.5, γ1)∪ (γ2, γ3)∪ (γ4,−2.6)

и бистабильна при (γ1, γ2) ∪ (γ3, γ4).

а) б)

Рис. 5.4.1 – Детерминированная модель Рулькова: а) аттракторы, б) показатели Ляпунова.
Здесь γ1 = −4.162, γ2 = −3.3, γ3 = −2.849, γ4 = −2.751.

В зонах моностабильности, показатель Ляпунова имеет одну ветвь, а в
зонах бистабильности – две (см.рис. 5.4.1б). Как видим, в зонах бистабильности
возможно сосуществование порядка и хаоса. На интервале моностабильности
(γ2, γ3), зона порядка разделяет две хаотические зоны, примыкающие слева и
справа в точках кризисных бифуркаций.

Рассмотрим далее, как шум воздействует на регулярные и хаотические
аттракторы.

Воздействие шума на регулярные аттракторы
В п.3.2.1 было показано, как техника стохастической чувствительности

может быть эффективно использована в анализе обратных стохастических би-
фуркаций в рассматриваемой модели Рулькова.

Покажем, что эта техника может быть применена и для конструктивного
анализа индуцированного шумом бёрстинга. Для примера рассмотрим случай
γ = −2.8, когда детерминированная система Рулькова бистабильна и имеет ха-
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отический режим и устойчивое равновесие x̄1 (см. рис. 5.4.2а). Под воздействие
шума случайная траектория может пересекать сепаратрису (неустойчивое рав-
новесие x̄2) и формировать новый стохастический режим бёрстинга с переме-
жаемостью малоамплитудных осцилляций вблизи x̄1 и большеамплитудных
спайков в бассейне притяжения хаотического аттрактора (см. рис. 5.4.2б для
ε = 0.15). Детали такой трансформации видны на рисунке 5.4.3а, где случай-
ные состояния решений системы (5.4.1), стартующие с точки x̄1, показаны при
различных шумах. Здесь синим пунктиром изображены границы доверитель-
ных интервалов, найденные с помощью функции стохастической чувствитель-
ности. Как видим, точка пересечения верхней границы доверительного интер-
вала с сепаратрисой позволяет локализовать критическое значение интенсив-
ности шума, при котором начинается генерация стохастического бёрстинга.

Рис. 5.4.2 – Решения системы Рулькова при γ = −2.8 и а) ε = 0, б) ε = 0.15.

а) б)

Рис. 5.4.3 – Стохастическая система Рулькова при γ = −2.8: а) индуцированный шумом
бёрстинг, б) индуцированная шумом хаотизация.

На рисунке 5.4.2б показаны соответствующие изменения показателя Ля-
пунова. Как видим, генерация бёрстинга сопровождается переходом от поряд-
ка к хаосу.
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Воздействие шума на хаотические аттракторы
Рассмотрим как стохастические возмущения меняют хаотическую динамику
системы Рулькова вблизи точек γ2, γ3 бифуркаций кризиса. На рисунке 5.4.4а
показаны стохастические временные ряды решений, стартующих с детермини-
рованного хаотического аттрактора (γ = −3.5). При малом шуме (ε = 0.01)
случайная траектория (синий цвет) лежит в бассейне притяжения хаотиче-
ского аттрактора, а при увеличении шума (ε = 0.03) случайная траектория
(красный цвет) после некоторого переходного процесса пересекает сепаратри-
су (неустойчивое равновесие x̄2, пунктир), приближается к устойчивому рав-
новесию x̄1, и дальше совершает малоамплитудные осцилляции вокруг него.
Аналогичные индуцированные шумом переходы наблюдаются вблизи точки
бифуркации кризиса γ3 (см. рис. 5.4.4б для γ = −2.8).

б)

Рис. 5.4.4 – Временные ряды стохастической модели Рулькова при ε = 0.01 (синий),
ε = 0.03 (красный) для а) γ = −3.5, б) γ = −2.8.

Такой переход траекторий из бассейна притяжения хаотического аттрак-
тора в бассейн притяжения равновесия сопровождается изменением значений
показателя Ляпунова. На рисунке 5.4.5 изображены две ветви показателя Ля-
пунова, вычисленные на решениях, стартующих с хаотического детермини-
рованного аттрактора (красный цвет) и с устойчивого равновесия x̄1 (синий
цвет). Верхняя ветвь с положительными значениями соответствует стохасти-
чески возмущенным хаотическим колебаниям. Нижняя ветвь с отрицательны-
ми значениями соответствует малоамплитудным стохастическим осцилляциям
вблизи устойчивого равновесия x̄1. Как видим, при слабом шуме эти две ветви
хорошо разделены.

При дальнейшем увеличении шума происходит резкое изменение дина-
мики системы: верхняя ветвь показателя Ляпунова скачком падает вниз и сли-
вается с нижней. Такое изменение сигнализирует об индуцированном шумом
переходе системы Рулькова от хаоса к порядку. Общая картина деформации
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б)

Рис. 5.4.5 – Показатели Ляпунова стохастической модели Рулькова для а) γ = −3.5, б)
γ = −2.8, вычисленные на решениях, стартующих с хаотического детерминированного

аттрактора (красный) и с устойчивого равновесия x̄1 (синий).

аттракторов вблизи точек кризисных бифуркаций γ2, γ3 показана на рисун-
ке 5.4.6. Как видим, при увеличении шума зона порядка расширяется.

Рис. 5.4.6 – Аттракторы стохастической модели Рулькова для ε = 0.01 (серый), ε = 0.03

(черный).

Для параметрического анализа этого явления воспользуемся техникой
функций стохастической чувствительности и методом доверительных интер-
валов. На рисунке 5.4.7 для двух значений параметра γ серым цветом изоб-
ражены случайные состояния стохастической модели Рулькова, неустойчивое
равновесие x̄2 показано красным пунктиром, устойчивое равновесие – синей
линией, нижняя граница доверительного интервала для стохастически возму-
щенного хаотического аттрактора показана синим пунктиром.

Точка пересечения нижней границы доверительных интервалов с сепара-
трисой x̄2 локализует критическое значение интенсивности шума, при котором
происходит переход от хаоса к порядку. Отметим, что чем ближе параметр γ к
точке бифуркации кризиса, тем при меньшем шуме происходит такой переход.

Используя метод доверительных интервалов, можно построить парамет-
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б)

Рис. 5.4.7 – Индуцированный шумом переход от хаоса к порядку в стохастической модели
Рулькова для а) γ = −3.5, б) γ = −3.4.

Рис. 5.4.8 – Стохастическая диаграмма режимов модели Рулькова: A и C – хаос, B –
порядок.

рический портрет динамических режимов стохастической модели Рулькова
в зависимости от интенсивности шума ε, на γ-интервале, охватывающем
обе точки кризисной бифуркации γ2, γ3. Этот параметрический портрет
представлен на рисунке 5.4.8. Как видим, при увеличении интенсивности
шума зона порядка B, разделяющая зоны хаоса A и C, расширяется. Этот
феномен имеет следующую нейронную интерпретацию: шум может подавить
хаотический спайкинг и перевести возбужденный нейрон в регулярный режим
покоя.

Двумерная модель
Рассмотрим стохастический вариант двумерной модели Рулькова{

xt+1 =
α

1 + xt2
+ yt + εξ1,t

yt+1 = yt − σxt − β + εξ2,t.
(5.4.2)

Здесь x – быстрая переменная, y – медленная переменная, α, σ и β – поло-
жительные параметры, ξ1,t, ξ2,t – некоррелированные гауссовские случайные
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процессы, E(ξ1,t) = E(ξ2,t) = 0, E(ξ2
1,t) = E(ξ2

2,t) = 1 и ε – интенсивность
шума.

Рис. 5.4.9 – Аттракторы детерминированной двумерной модели Рулькова при
σ = β = 0.005 с увеличенным фрагментом справа.

Здесь будем рассматривать стохастические эффекты в параметрической
зоне вблизи бифуркации Неймарка-Сакера, при которой происходит переход
от устойчивого равновесия к квазпериодическим колебаниям с аттракторами
в форме замкнутых инвариантных кривых. Подобный сценарий наблюдается
для фиксированных σ = β = 0.005 при вариации параметра α. Детерминиро-
ванная модель Рулькова имеет равновесие M(x̄, ȳ), где x̄ = −1, ȳ = −1− α

2 ,

и точку бифуркации Неймарка-Сакера αNS = 1.99. При 0 < α < 1.99

равновесие M устойчиво. Когда возрастающий параметр α проходит αNS,
равновесие теряет устойчивость и в системе появляется новый аттрактор в
форме устойчивой замкнутой инвариантной кривой (ЗИК). На рисунке 5.4.9
сплошными линиями показаны экстремальные значения x-координаты ат-
тракторов системы, а пунктиром – неустойчивые равновесия.

Анализ стохастической возбудимости
Рассмотрим реакцию системы Рулькова на случайные возмущения в зоне

устойчивых равновесий вблизи точки бифуркации Неймарка-Сакера αNS =

1.99. На рисунке 5.4.10 показаны решения стохастической системы (5.4.2) при
α = 1.9, стартующие с устойчивого равновесия M , для двух значений ин-
тенсивности шума. При ε = 0.0005 случайные состояния концентрируются в
малой окрестности равновесия M и система демонстрирует малоамплитудные
колебания вокруг M . При ε = 0.0008 в системе генерируются спайковые вы-
бросы – система демонстрирует колебания смешанных мод, где малоамплитуд-
ные колебания перемежаются с большеамплитудными спайками. Как видим,
нейрон, находящийся в покое, может перейти в режим возбуждения под воз-
действием даже чрезвычайно малого шума. Покажем, как этот переход можно
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аналитически описать с использованием доверительных эллипсов, построен-
ных с помощью функции стохастической чувствительности.

Рис. 5.4.10 – Стохастические траектории системы (5.4.2) при α = 1.9 для ε = 0.0005

(красный), ε = 0.0008 (синий).

Рис. 5.4.11 – Фазовый портрет детерминированной модели Рулькова при α = 1.9 и
доверительные эллипсы для ε = 0.0005 (малый) и ε = 0.0008 (большой).

На рисунке 5.4.11 показан фазовый портрет детерминированной модели
Рулькова при α = 1.9 и увеличенный фрагмент с доверительными эллипса-
ми, соответствующими ε = 0.0005 и ε = 0.0008. Феномен стохастического
возбуждения связан с особенностями детерминированного фазового портрета
рассматриваемой модели. На фазовой плоскости можно выделить две зоны
– допороговую и надпороговую. Решения, стартующие из допороговой зоны,
монотонно стремятся к равновесию, а решения, стартующие из надпороговой
зоны, сначала удаляются от равновесия, совершают большой выброс и только
потом, попав в допороговую зону, стремятся к M (см. рис. 5.4.11а).

На рисунке 5.4.11б видно, что малый эллипс (ε = 0.0005) целиком лежит
в допороговой зоне, а большой эллипс (ε = 0.0008) захватывает точки надпо-
роговой зоны, что и сигнализирует о возможном стохастическом возбуждении.

Суперчувствительность замкнутых инвариантных кривых канардов-
ского типа

Из рисунка 5.4.9 видно, что в зоне замкнутых инвариантных кривых есть
область резкого роста амплитуды осцилляций. Максимальный рост наблюда-
ется при значении α∗ = 1.995277. Это область осцилляций так называемо-
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Рис. 5.4.12 – Зона канардовского взрыва в модели Рулькова: а) замкнутые инвариантные
кривые, б) Ляпуновский показатель, в) число вращения, г) коэффициент стохастической

чувствительности.

а) б)

в)

Рис. 5.4.13 – Стохастические траектории модели Рулькова.



298

го канардовского типа, а точка α∗ отмечает эпицентр канардовского взрыва.
Скачок амплитуды сопровождается резким изменением и других базовых ха-
рактеристик. Эти изменения хорошо видны на рисунке 5.4.12. Можно отме-
тить изменение формы и размеров замкнутых инвариантных кривых вблизи
α∗ (рис. 5.4.12а), резкое уменьшение показателя Ляпунова в зоне канардов-
ского взрыва (рис. 5.4.12б), перелом графика числа вращения (рис. 5.4.12в).
Особый интерес в контексте изучения реакции системы на случайные воздей-
ствия вызывает график коэффициента стохастической чувствительности (см.
рис. 5.4.12г) с узким высоким пиком в точке α∗, где величина стохастиче-
ской чувствительности достигает значения 1.3 · 1013. Как видим, замкнутые
инвариантные кривые в зоне канардовского взрыва обладают сверхвысокой
чувствительностью к случайным возмущениям, в то время как степень их де-
терминированной устойчивости увеличивается (см. рис. 5.4.12б).

Покажем, к каким стохастическим эффектам в модели Рулькова приво-
дит такая высокая чувствительность к шуму.

Рис. 5.4.14 – Временные ряды решений стохастической системы Рулькова при
α = 1.995277: для а) ε = 1 · 10−9 и б) ε = 5 · 10−8.

На рисунке 5.4.13 показана реакция системы Рулькова на чрезвычайно
малые случайные возмущения для трех значений параметра: α = 1.9952,
α∗ = 1.995277 и α = 1.9953. Как видим, для близких к α∗ значений пара-
метра, стохастическая траектория при ε = 10−8 практически не отличается
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от детерминированной кривой, а для ε = 10−7 на некоторых участках появ-
ляется небольшое отклонение. В точке α∗ эпицентра канардовского взрыва
при ε = 10−8 разброс случайных траекторий сопоставим с размером самого
детерминированного аттрактора. Следует отметить, что этот вызванный
шумами разброс имеет весьма специфический характер: в случайных коле-
баниях отчетливо видны две моды. Первую моду формируют осцилляции
вблизи невозмущенного цикла, а вторую – осцилляции существенно большей
амплитуды (см. рис. 5.4.14). При малом шуме (ε = 1 · 10−9) стохастические
осцилляции близки к детерминированным и соответственно имеют одну моду.
При ε = 5 · 10−8 осцилляции уже бимодальны. Такое расщепление стохастиче-
ских автоколебаний может трактоваться как стохастическая бифуркация. На

Рис. 5.4.15 – Старшие показатели Ляпунова стохастической системы.

рисунке 5.4.15 показано, как в зоне канардовских осцилляций шум переводит
систему от порядка к хаосу. При этом в точке α∗ эпицентра канардовского
взрыва, вследствие сверхвысокой стохастической чувствительности, переход
к хаосу происходит при меньшем шуме.

Представленные в этом разделе приложения теории глав 1 и 3 к иссле-
дованию стохастических явлений в одно- и двумерных моделях Рулькова ней-
ронной активности опубликованы автором в [212,226,232,233].
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5.4.2. Модель Фитцхью-Нагумо

Рассмотрим стохастически возмущенную модель Фитцхью-Нагумо

δẋ = x− x3

3
− y

ẏ = x+ a+ εξ(t),

где ξ(t) – стандартный гауссовский белый шум интенсивности ε. Здесь и далее
зафиксируем δ = 0.1.

Рис. 5.4.16 – Предельные циклы детерминированной модели при δ = 0.1: (1) a = 0; (2)
a = 0.7; (3) a = 0.98; (4) a = 0.9863; (5) a = 0.986313; (6) a = 0.9864; (7) a = 0.99.

Детерминированная модель Фитцхью-Нагумо имеет равновесие

x̄ = −a, ȳ =
a3

3
− a,

устойчивое при |a| > 1. При |a| < 1 вокруг неустойчивого равновесия суще-
ствует устойчивый предельный цикл. Значения a = ±1 соответствуют бифур-
кациям Андронова–Хопфа.

Явление стохастической возбудимости в зоне устойчивых равновесий
этой модели и результаты его исследования методом функции стохастической
чувствительности было представлено в п. 3.3.2. В данном разделе изучается
влияние шума на предельные циклы этой модели. На рисунке 5.4.16 показаны
предельные циклы детерминированной системы. Используя теорию из раздела
2.2.2, для предельных циклов модели можно найти стохастическую чувстви-
тельность µ(t, a) вдоль цикла и коэффициент M(a) стохастической чувстви-
тельности цикла в целом. На рисунке 5.4.17 изображен график функцииM(a)

слева от точки бифуркации Андронова–Хопфа a = 1. Этот график имеет узкий
и высокий пик при a∗ = 0.986313 со значениемM(a∗) = 1.2·1010. Отметим, что
параметрическая зона, где функцияM(a) принимает такие большие значения,
является зоной так называемых циклов-канардов исходной детерминирован-
ной системы. Именно в зоне циклов-канардов происходит быстрое изменение
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Рис. 5.4.17 – Коэффициент стохастической чувствительности циклов.

размеров предельных циклов (см. рис. 5.4.16). Значению a∗, лежащему в эпи-
центре этого канардовского взрыва, соответствует цикл, суперчувствительный
к шуму.

а) б)

Рис. 5.4.18 – Пучки случайных траекторий при a = 0.9862 (внешний черный),
a = a∗ = 0.986313 (серый) и a = 0.9864 (внутренний черный) для а) ε = 10−6 и б) ε = 10−5 .

Рис. 5.4.19 – Старший показатель Ляпунова системы при a = a∗ = 0.986313.

Сравним реакцию на случайные возмущения этого суперчувствитель-
ного цикла и близких по параметру a циклов с a = 0.9862 и a = 0.9864. На
рисунке 5.4.18а видно, что при ε = 10−6 стохастические траектории вокруг
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этих соседних циклов практически не отличаются от невозмущенных орбит,
а на суперчувствительном цикле виден существенный разброс. Этот разброс
существенно возрастает при ε = 10−5. Такое увеличение разброса случайных
траекторий в фазовом пространстве обычно характерно для хаотических ат-
тракторов. На рисунке 5.4.19 показан график старшего показателя Ляпунова
Λ(ε) при a = a∗. Положительные значения этого показателя сигнализируют
о том, что при увеличении интенсивности шума система Фитцхью-Нагумо
переходит от порядка к хаосу.

Стохастическая возбудимость под воздействием цветных шу-
мов
Рассмотрим систему Фитцхью-Нагумо

δẋ = x− x3

3
− y

ẏ = x+ a+ εs

ṡ = −bs+
√

2bξ(t),

(5.4.3)

находящуюся под воздействием нормализованного цветного шума s(t), фор-
мируемого с помощью белого гауссовского шума ξ(t). Здесь параметр b задает

время корреляции τ =
1

b
: 〈 s(t) 〉 = 0, 〈 s(t)s(t′) 〉 = exp (−b|t− t′|).

Диагональные элементы матрицы W стохастической чувствительности

устойчивого равновесия x̄ = −a, ȳ =
a3

3
− a имеют вид

w11 =
a2 − 1 + δb

(a2 − 1)(δb2 + (a2 − 1)b+ 1)

w22 =
(a2 − 1)3 + δ(δ + (a2 − 1)2)b

(a2 − 1)(δb2 + (a2 − 1)b+ 1)
.

Как видим, стохастическая чувствительность равновесия существенно зави-
сит от корреляционной характеристики b действующего цветного шума. Ис-
пользуя эти функции, можно аппроксимировать дисперсии Dx = 〈(x− x̄)2〉 и
Dy = 〈(y − ȳ)2〉 координат случайных состояний возмущенной системы, рас-
пределенных вокруг равновесия: Dx ≈ D̄x = ε2w11, Dy ≈ D̄y = ε2w22. На
рисунке 5.4.20 для ε = 0.001 представлены графики функций D̄x(b) (пунк-
тир) и D̄y(b) (сплошная). Значения Dx и Dy, полученные прямым численным
моделированием случайных траекторий, показаны звездочками. Отметим, что
аналитические аппроксимации хорошо согласуются с данными численных экс-
периментов.
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Рис. 5.4.20 – Дисперсии случайных состояний (звездочки) и их теоретические
аппроксимации D̄x(b) (пунктир) и D̄y(b) (сплошная) для a = 1.01, δ = 0.1, ε = 0.001.

Как видим, стохастическая чувствительность, и как следствие, разброс
случайных состояний существенно зависит от параметра b.

а) б)

Рис. 5.4.21 – Траектории стохастической системы при a = 1.01, δ = 0.1 и b = 3 (серый
цвет), b = 100 (черный цвет).

Действительно, при b = 0, независимо от δ и a имеем w11 = 1. Ко-
гда b неограниченно возрастает, то функция w11(b) стремится к нулю. При
δ ≤

(
a2 − 1

)2 функция w11(b) монотонно убывает на всем интервале. При
δ >

(
b2 − 1

)2 функция w11(a) не является монотонной и имеет максимум

w11(b∗) =
δ

(a2 − 1)
(

2
√
δ + 1− a2

)
в точке

b∗ =
1− a2

δ
+

√
1

δ
.

Это значение, соответствующее максимуму стохастической чувствительности,
может рассматриваться как резонансное. Для значений a = 1.01, δ = 0.1 (см.
рис. 5.4.20) имеем b∗ ≈ 3.
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Значение w22, подобно w11, стремится к нулю при неограниченном росте
b. При b = 0, независимо от δ и a, имеем w22 = (a2−1)2. При 1+

√
5

2 δ ≤
(
a2 − 1

)2

функция w22(b) монотонно убывает на всем интервале. При 1+
√

5
2 δ >

(
a2 − 1

)2,
функция w22(b) имеет максимум.

Рассмотрим реакцию системы на воздействие цветных шумов одинако-
вой интенсивности ε = 0.05 вблизи (b = 3) и вдали (b = 100) от резонанса (см.
рис. 5.4.21). При b = 100 случайные траектории, стартующие из равновесия,
концентрируются в его малой окрестности, демонстрируя малоамплитудные
колебания. При значении b = 3, близком к резонансному, вследствие большей
дисперсии, случайные траектории попадают в надпороговую зону и демон-
стрируют большеамплитудные спайковые осцилляции.

Как видим, изменение спектральных характеристик цветного шума при-
водит к изменению стохастической чувствительности, и как следствие, может
кардинальным образом менять динамику системы, переводя ее из режима ма-
лоамплитудных осцилляций в режим стохастического возбуждения.

Представленные в этом разделе приложения теории главы 2 к исследова-
нию стохастических явлений в модели Фицхью-Нагумо с белыми и цветными
шумами опубликованы автором в [191,229].

5.4.3. Модель волоскового пучка

В сложных процессах восприятия механоэлектрические преобразования
звуковых сигналов осуществляются с помощью волосковых клеток, органи-
зованных в пучки. В экспериментах было обнаружено [303], что волосковые
пучки лягушки производят спонтанные осцилляции, играющие важную роль
в частотно-избирательном усилении слабых звуковых сигналов. В работе [304]
была предложена нелинейная математическая модель волоскового пучка, где
спонтанным осцилляциям соответствуют автоколебания. Эта модель изуча-
лась в [305–307].

Стохастический вариант этой модели описывается следующей системой

λẋ = −KGS[x− xa −DPo(x− xa)]−KSPx+ ε
√

2kBλT ξ(t),

λaẋa = KGS[x− xa −DPo(x− xa)]− Fmax(1− SPo(x− xa))+

ε
√

2kBλaTa ξa(t).

(5.4.4)

Здесь переменная x задает положение верхушки пучка, переменная xa описы-
вает положение молекулярных моторов вдоль оси пучка. Параметры λ и λa
являются эффективными коэффициентами трения волоскового пучка и моле-
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кулярных моторов. Вероятность открытия механоэлектрических каналов за-
дается функцией Po(x− xa):

Po(z) =
1

1 + Ae−zKGSD/(NGSkBT )
, A = e[∆G+KGSD

2/(2NGS)]/(kBT ),

где NGS – количество каналов, T – абсолютная температура, kB – постоянная
Больцмана.

Рис. 5.4.22 – Аттракторы детерминированной модели при S = 0.622, Fmax = 50.3. Бассейны
притяжения равновесия (звездочка) и устойчивого предельного цикла (сплошная)

разделены неустойчивым циклом (пунктир).

Следуя [304, 306], зафиксируем λ= 2.8 µNs/m, λa= 10 µNs/m,
KGS=0.75 mN/m, KSP= 0.6 mN/m, D=60.9 nm, NGS=50, T=300 K, Ta=450 K,
∆G = 10kBT . Для моделирования случайных воздействий здесь используют-
ся стандартные некоррелированные гауссовские белые шумы ξ(t) и ξa(t) со
скалярным параметром интенсивности ε.

Сила обратной связи S и максимальная сила молекулярных моторов Fmax

обычно используются как контрольные параметры.
Стохастическая динамика в зоне сосуществования равновесия

и цикла
Рассмотрим сначала случай, когда S = 0.622, Fmax = 50.3. При этих

параметрах детерминированная система имеет характерный бистабильный ре-
жим с сосуществованием устойчивого равновесия и устойчивого предельного
цикла (см. рис. 5.4.22).

При малых шумах решения стохастической системы, стартующие с рав-
новесия и цикла, остаются в своих бассейнах притяжения (см. рис. 5.4.23а для
ε = 0.002). При увеличении шума решение стохастической системы, стартую-
щее с цикла, через некоторое время пересекает сепаратрису и продолжает ос-
цилляции вблизи устойчивого равновесия (см. рис. 5.4.23б для ε = 0.004). Это
означает, что спонтанные осцилляции волоскового пучка могут подавляться
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а) б)

в)

Рис. 5.4.23 – Траектории стохастической модели при S = 0.622, Fmax = 50.3, стартующие с
равновесия (черный) и цикла (серый) для а) ε = 0.002, б) ε = 0.004, в) ε = 0.008.

шумом. Дальнейшее увеличение шума приводит к тому, что случайные реше-
ния стохастической системы совершают переходы между бассейнами притя-
жения равновесия и цикла, демонстрируя перемежаемость колебаний малых и
больших амплитуд.

Рис. 5.4.24 – Дисперсия x-координаты решения, стартующего с детерминированного цикла.

Соответствующие этим трем режимам характерные изменения диспер-
сии x-координаты решения, стартующего с детерминированного цикла, в за-
висимости от параметра ε представлены на рисунке 5.4.24.

Покажем, как эти три режима могут быть описаны аналитически с по-
мощью метода доверительных областей. На рисунке 5.4.25 для трех значений
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интенсивности шума показано взаимное расположение доверительных эллип-
сов и полос вокруг равновесия и цикла и разделяющих их сепаратрисы.

Рис. 5.4.25 – Доверительные полосы вокруг цикла и эллипсы вокруг равновесия (пунктир)
для стохастической модели волоскового пучка при S = 0.622, Fmax = 50.3 для а) ε = 0.002,

б) ε = 0.004, в) ε = 0.008. Устойчивый цикл показан тонкой линией, неустойчивый –
толстой, равновесие – звездочкой. Доверительная вероятность P = 0.999.

При ε = 0.002 доверительные области не пересекают сепаратрису. Это
соответствует первому режиму, когда случайные траектории, стартующие с
аттрактора, не выходят из его бассейна притяжения (см. рис. 5.4.23а). При
ε = 0.004 доверительная полоса пересекает сепаратрису, а эллипс – нет. Это
соответствует второму режиму, когда случайные траектории, стартующие с
цикла переходят в бассейн притяжения равновесия и локализуются вблизи
него (см. рис. 5.4.23б). При ε = 0.008 и доверительная полоса, и эллипс пе-
ресекают сепаратрису. Это соответствует третьему режиму, когда случайные
траектории, переходя из одного бассейна притяжения в другой, формируют
колебания смешанных мод (см. рис. 5.4.23в).

Стохастическая динамика в зоне равновесий

Рассмотрим модель волоскового пучка в параметрической зоне, где ат-
тракторами детерминированной системы являются два устойчивых равнове-
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Рис. 5.4.26 – Фазовый портрет детерминированной системы при S = 0.58, Fmax = 48.

а) б)

в)

Рис. 5.4.27 – Стохастическая генерация колебаний большой амплитуды при
S = 0.58, Fmax = 48: а) фазовые траектории и б) временные ряды для ε = 0.05 (зеленый),
ε = 0.2 (синий); в) доверительные эллипсы с P = 0.999 для ε = 0.05 (малый), ε = 0.2

(большой).

сия. Для характерного набора параметров S = 0.58, Fmax = 48, принадлежа-
щих этой зоне, покажем, что несмотря на отсутствие циклов, даже малый шум
в такой системе также может генерировать спонтанные осцилляции.

Фазовый портрет детерминированной системы при S = 0.58, Fmax = 48

представлен на рисунке 5.4.26. Здесь показаны два устойчивых равновесияM1

и M2, бассейны притяжения которых разделены устойчивым многообразием
(пунктир) седлового равновесия M0.

На рисунке 5.4.27а,б показаны стохастические траектории системы для
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Рис. 5.4.28 – Случайные состояния x-координаты системы при S = 0.58, Fmax = 48.
Средние значения показаны толстой линией. Тонкими линиями показаны x-координаты

равновесий.

двух значений шума. При ε = 0.05 случайные траектории, стартующие с устой-
чивых равновесий, лежат в их бассейнах притяжения. При большем шуме
(ε = 0.2) случайные траектории пересекают сепаратрису и совершают пере-
ход в окрестность альтернативного равновесия. В результате таких переходов
в системе формируются большеамплитудные колебания, моделирующие на-
блюдаемые в экспериментах спонтанные осцилляции волоскового пучка. До-
верительные эллипсы, соответствующие этим двум значениям интенсивности
шума (рис. 5.4.27в), позволяют спрогнозировать переход от малоамплитудных
колебаний вблизи равновесий к более сложным колебаниям с перемежаемо-
стью таких колебаний малой амплитуды с большеамплитудными колебаниями
между равновесиями.

Переход к стохастической генерации колебаний большой амплитуды при
возрастании интенсивности шума показан на рисунке 5.4.28. Как видим, ре-
зультаты прямого численного моделирования процесса перехода к колебаниям
больших амплитуд хорошо согласуются с теоретическими прогнозами, пред-
ставленными на рисунке 5.4.27в.

Представленные в этом разделе приложения теории главы 2 и методов
анализа из главы 3 к исследованию стохастических явлений модели волоско-
вого пучка опубликованы автором в [204,234].
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5.4.4. Модель Ходжкина-Хаксли

Рассмотрим модель Ходжкина–Хаксли

CV̇ = Iext − ḡKn4(V − Vk)− ḡNam3h(V − VNa)− gL(V − VL) +
√

2Dξ(t),

ṁ = αm(V )(1−m)− βm(V )m,

ṅ = αn(V )(1− n)− βn(V )n,

ḣ = αh(V )(1− h)− βh(V )h,

где C – емкость мембраны, V – мембранный потенциал, Iext – ток активации,
m, n, h – переменные, отвечающие за открытие ионных каналов,

αm(V ) =
0.1(V + 40)

1− exp(−(V + 40)/10)
, βm(V ) = 4 exp(−(V + 65)/18)

αn(V ) =
0.01(V + 55)

1− exp(−(V + 55)/10)
, βn(V ) = 0.125 exp(−(V + 65)/80)

αh(V ) = 0.07 exp(−(V + 65)/20), βh(V ) =
1

1 + exp(−(V + 35)/10)
.

Следуя [308], мы фиксируем параметры C = 1 µF/cm2, VL = −54.4 mV,
gL=0.3 mS/cm2, VK = −77 mV, ḡK = 36 mS/cm2, VNa = 50 mV, ḡNa =

120 mS/cm2. Аддитивный гауссовский белый шум ξ(t) интенсивности D мо-
делирует синаптические или внешние случайные флуктуации. Бифуркации
детерминированной системы (при D = 0) детально изучены в [309]. При
Iext < Isn ≈ 6.26481 единственным аттрактором детерминированной систе-
мы является устойчивое равновесие. При Iext = IAH ≈ 9.77053 это равновесие
теряет устойчивость и при Iext > IAH единственным аттрактором становится
предельный цикл. На интервале Isn < Iext < IAH система бистабильна – в ней
сосуществуют устойчивое равновесие и цикл. Точка Iext = Isn соответствует
седло-узловой бифуркации рождения устойчивого цикла. Устойчивое равнове-
сие соответствует режиму покоя нейрона, а предельный цикл – режиму воз-
буждения со спайковыми осцилляциями. Остановимся подробнее на исследова-
нии влияния шума на динамику системы в бистабильной зоне Isn < Iext < IAH .

Обозначим через τ случайную величину, задающую время между дву-
мя последовательными спайками. Под действием шума система в этой биста-
бильной зоне может совершать случайные переходы между режимами покоя и
спайкинга. Обозначим через Tq и Ts продолжительность фаз покоя и спайкин-
га соответственно. На рисунке 5.4.29а показана зависимость средних значений
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〈Tq〉 и 〈Ts〉 от параметра Iext при D = 0.04. Как видим, среднее значение вре-
мени покоя 〈Tq〉 убывает, а среднее значение времени возбуждения 〈Ts〉 воз-
растает с ростом Iext. Точка пересечения этих линий при Iext ≈ 7.86 маркирует
то значение тока активации, при котором среднее время покоя и возбужде-
ния совпадают. На рисунке 5.4.29б показано, как зависит от Iext коэффициент
вариации CV межспайковых интервалов

CV =

√
〈(τ − τ̄)2〉

τ̄
, τ̄ = 〈τ〉.

а) б)

Рис. 5.4.29 – Статистики стохастических спайковых интервалов: а) средняя
продолжительность спайкового 〈Ts〉 и равновесного 〈Tq〉 режимов при D = 0.04, б)

коэффициент вариации.

Как видим, этот коэффициент существенно меняется и имеет характер-
ный пик близко к отмеченному выше значению Iext ≈ 7.86. Таким образом, наи-
более высокая вариативность в стохастических колебаниях смешанных мод,
сочетающих малоамплитудные осцилляции около равновесия и большеампли-
тудные спайки, наблюдается как раз когда средние значения фаз покоя и воз-
буждения совпадают.

Рассмотрим далее как данные явления, обнаруженные прямым числен-
ным моделированием решений стохастической системы, могут быть объяснены
теоретически с помощью техники функции стохастической чувствительности,
метода главных направлений и метрики Махаланобиса.

На рисунке 5.4.30 показано, как стохастическая чувствительность равно-
весия системы Ходжкина-Хаксли зависит от Iext. Как видим, старшее собствен-
ное значение матрицы стохастической чувствительности существенно превос-
ходит остальные. Это означает, что четырехмерный доверительный эллипсо-
ид имеет пространственную доминанту в направлении собственного вектора,
отвечающего этому старшему собственному значению. Это позволяет исполь-
зовать данное направление в качестве главного при отыскании расстояния от
равновесия до сепаратной поверхности в метрике Махаланобиса.
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а) б)

Рис. 5.4.30 – Стохастическая чувствительность аттракторов системы Ходжкина-Хаксли: а)
собственные числа матрицы стохастической чувствительности для устойчивого равновесия
в зависимости от Iext; б) характеристики для Iext = 8: сверху – мембранный потенциал
V (t) (сплошная линия) и вероятности открытия натриевых (PNA, пунктир) и калиевых

(PK, точки) ионных каналов; внизу показаны собственные числа матрицы стохастической
чувствительности вдоль цикла.

Аналогичная ситуация с доминированием одного из собственных значе-
ний матрицы чувствительности наблюдается и для предельных циклов (см.,
например, правую панель рис. 5.4.30 для Iext = 8). Доверительная область во-
круг четырехмерного предельного цикла формируется семейством трехмерных
торов. У этих торов может быть найдено главное направление, соответствую-
щее собственному вектору доминирующего собственного значения. Используя
это главное направление, как и в случае равновесия, можно найти расстояние
от цикла до сепаратной поверхности в метрике Махаланобиса.

Рис. 5.4.31 – Расстояние Махаланобиса dM от равновесия (сплошная линия) и от цикла
(пунктир) до сепаратрисы.

Расстояние Махаланобиса dM от равновесия и цикла до сепаратрисы
в бистабильной параметрической зоне Isn < Iext < IAH показано на рисун-
ке 5.4.31. Как видим, в левой части этой зоны равновесие располагается от
сепартрисы дальше, чем предельный цикл. Это различие и является теоре-
тическим объяснением обнаруженного прямым моделированием факта, что
в этой части продолжительность фазы покоя больше фазы спайкинга (см.
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рис. 5.4.29а). При увеличении Iext равновесие приближается к сепаратной по-
верхности, а цикл удаляется от нее. В результате, в правой части интервала
бистабильности к сепаратной поверхности становится ближе равновесие. Ре-
зультатом такого изменения в расположении аттракторов и разделяющей их
сепаратрисы и является преобладание фазы спайкинга в стохастической ди-
намике нейрона в правой части интервала Isn < Iext < IAH . В средней части
этого интервала, где равновесие и цикл одинаково удалены от сепаратрисы в
смысле метрики Махаланобиса, продолжительность фаз покоя и возбуждения
примерно одинаковы, и как следствие, наблюдается максимальная вариатив-
ность случайной величины межспайковых интервалов.
Представленные здесь результаты опубликованы в работе автора [214] и раз-
виты в [310].

Замечание 5.5.1. Исторически сложилось, что модели нейронной дина-
мики играли и продолжают играть важную роль в развитии методов нелиней-
ной динамики. Сложные сценарии преобразования осцилляционных режимов
нейронной активности дают импульс развитию современной теории бифурка-
ций. Здесь можно отметить недавние исследования новых типов таких новых
бифуркаций, как бифуркация катастрофы голубого неба [311] и бифуркация
Лукьянова-Шильникова [312]. К исследованию нейронных моделей с такими
типами бифуркаций в работах [313, 314] был применен представленный в дис-
сертации аппарат математического моделирования, использующий функцию
стохастической чувствительности, технику доверительных областей и метри-
ку Махаланобиса.

5.5. Популяционная динамика

Поведение любой популяционной системы определяется сочетанием де-
терминированных и случайных факторов. Неизбежно присутствующие стоха-
стические возмущения и случайные флуктуации параметров могут изменять
динамику системы, приводить к качественным деформациям возможных ре-
жимов, вызывать нежелательные экологические сдвиги. Среди таких сдвигов
одним из наиболее важных стохастических феноменов является индуцирован-
ное шумом вымирание популяции. Для исследования общих закономерностей
возможных экологических сдвигов обычно используют достаточно простые
концептуальные математические модели, задаваемые динамическими систе-
мами с дискретным или непрерывным временем. В данном разделе, на базе
таких концептуальных моделей, будет показано, как разработанная матема-
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тическая теория из глав 1, 2, 3, может быть конструктивно использована в
анализе вызванных шумами экологических сдвигов и решении задач предот-
вращения таких сдвигов с помощью управляющий воздействий.

5.5.1. Модель Рикера

Среди дискретных популяционных моделей одной из наиболее известных
является модель Рикера [84,315]. Рассмотрим ее вариант, учитывающий Олли
эффект и случайные возмущения

xt+1 = x2
t exp (µ− xt + εξt) . (5.5.1)

Здесь xt – численность популяции, µ > 0 – параметр, задающий ее естествен-
ный прирост, ξt – стандартный некорреллированный гауссовский случайных
процесс с параметрами E(ξt) = 0, E(ξ2

t ) = 1, параметр ε отвечает за ин-
тенсивность шума. Здесь стохастическое возмущение можно интерпретировать
как случайную флуктуацию параметра µ (демографический шум).

Рис. 5.5.1 – Аттракторы детерминированной системы.

Детерминированная система (5.5.1) (с ε = 0) всегда имеет устойчивое
равновесие x̄0 = 0. Бассейн притяжения этого равновесия определяет зону
вымирания популяции. В результате седло-узловой бифуркации при µ1 = 1

в системе появляется еще один равновесный режим, связанный с устойчивой
нетривиальной точкой покоя x̄(µ). При µ > µ1 система демонстрирует каскад
бифуркаций удвоения периода с регулярными и хаотическими аттракторами в
форме дерева Фейгенбаума (см. рис. 5.5.1). Бассейн притяжения нетривиаль-
ных аттракторов из этого дерева задает зону выживания. При µ = µ2 ≈ 2.977,
в результате бифуркации кризиса, нетривиальный аттрактор касается неустой-
чивого равновесия (пунктир) и исчезает. Таким образом, у данной популяци-
онной модели µ-областью выживания является интервал µ1 < µ < µ2. На этом
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интервале границы бассейна притяжения нетривиальных аттракторов показа-
ны пунктиром на рис. 5.5.1. Эти границы определяют уже параметрическую
(µ, x)-область выживания. Как видим, при малых значениях коэффициента
прироста µ (µ < 1) популяция вымирает при любых значениях начальной
численности. При µ > 1 увеличение µ расширяет зону выживания. Однако,
дальнейшее увеличение µ не гарантирует устойчивое существование популя-
ции: при µ > 2 популяция вымирает при любых значениях начальных данных.
Этот контринтуитивный результат является важным свойством этой концеп-
туальной модели.

Рассмотрим влияние случайных возмущений. Отметим, что даже в зоне
выживания µ1 < µ < µ2 случайная траектория, стартующая с детерминиро-
ванного аттрактора, может пересечь сепаратрису (пунктир) и попасть в бас-
сейн притяжения равновесия x̄0 = 0. Такой вариант поведения соответствует
индуцированному шумом вымиранию. С ростом интенсивности случайных воз-
мущений ε зона выживания сжимается. Это хорошо видно на рис. 5.5.2а, где
при разных значениях интенсивности шума ε изображены 200 последователь-
ных итераций стохастической системы (5.5.1), стартующих с детерминирован-
ных аттракторов, после переходного процесса из 104 шагов. Детали процесса
сокращения размеров зоны выживания показаны на рис. 5.5.2б графиками
средних значений m(µ, ε) = 1

N

∑N
t=1 xt, N = 106.

а) б)

Рис. 5.5.2 – Зоны выживания для стохастической системы: а) случайные состояния, б)
средние значения.

Как видно, правая граница зоны выживания, связанная с бифуркацией
кризиса, более чувствительна к шуму, чем левая.

Для параметрического анализа индуцированного шумом вымирания
необходимо учитывать взаимодействие следующих факторов: интенсивность
шума, стохастическую чувствительность аттрактора и геометрию детермини-
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рованной зоны выживания. Покажем, как эти три фактора можно учесть с
помощью аналитического подхода, основанного на технике функции стохасти-
ческой чувствительности и методе доверительных интервалов и описанного в
предыдущих главах. Продемонстрируем этот аналитический подход для трех
случаев: равновесия (µ = 1.8), 2-цикла (µ = 2.1) и хаотического аттрактора
(µ = 2.7).

Для равновесия x̄ функция стохастической чувствительности имеет вид

M =
σ2(x̄)

1− [f ′x(x̄)]2
, f(x) = x2eµ−x, σ(x) = x2eµ−x,

при этом

x̂(ε) = x̄− ε
√

2M erf−1(P ), erf(x) =
2√
π

x∫
0

e−t
2

dt

является нижней границей доверительного интервала с центром в точке x̄.
Здесь P – доверительная вероятность. На рис. 5.5.3а показаны случайные со-
стояния (зеленый цвет) системы (5.5.1) и x̂(ε) (черная сплошная линия) для
µ = 1.8. Устойчивое равновесие x̄ детерминированной системы показано синей
сплошной линией, а неустойчивое – красным пунктиром. Здесь неустойчивое
равновесие играет роль сепаратрисы, которая разделяет зоны выживания и
вымирания.

Как видно, нижняя граница x̂(ε) хорошо описывает разброс случайных
состояний. С увеличением шума доверительный интервал расширяется, и его
граница x̂(ε) пересекает сепаратрису. Это пересечение локализует критическое
значение интенсивности шума, соответствующее переходу к вымиранию. Стоит
отметить, что эти теоретические оценки, основанные на методе функции сто-
хастической чувствительности, хорошо согласуются с результатами численных
экспериментов.

Рассмотрим теперь воздействие шумов на устойчивый 2-цикл с состоя-
ниями x̄1, x̄2 (x̄1 < x̄2) при µ = 2.1. Стохастическая чувствительность M1, M2

этих состояний задается формулами

M1 =
σ2(x̄2) +

[
f
′

x(x̄2)
]2
σ2(x̄1)

1− [f ′x(x̄1) f
′
x(x̄2)]

2 , M2 =
σ2(x̄1) +

[
f
′

x(x̄1)
]2
σ2(x̄2)

1− [f ′x(x̄1) f
′
x(x̄2)]

2 .

Нижняя граница x̂(ε) доверительного интервала для случайных состояний
вблизи x̄1 имеет вид follows

x̂(ε) = x̄1 − ε
√

2M1 erf−1(P ).
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На рис. 5.5.3б показаны случайные состояния (зеленый цвет) системы (5.5.1)
и x̂(ε) (черная сплошная линия) для µ = 2.1. И в этом случае пересечение
нижней границы доверительного интервала позволяет оценить критическое
значение интенсивности шума, соответствующее переходу к вымиранию.

а) б)

в)

Рис. 5.5.3 – Случайные состояния и нижние границы доверительных интервалов для
а) µ = 1.8, б) µ = 2.1, в) µ = 2.7. Неустойчивые равновесия изображены пунктиром.

Рассмотрим теперь µ = 2.7, при котором выживание системы реализу-
ется в форме хаотического аттрактора. Пусть a и b – левая и правая границы
хаотического аттрактора. Стохастическая чувствительность этого аттрактора
в точке a задается формулой

Ma = σ2(b) +
(
f
′

x(b)σ(2)
)2

.

Отметим, что здесь b = f(2). Используя значение Ma, можно построить до-
верительный интервал на левой границе a хаотического аттрактора. Нижняя
граница этого интервала имеет вид

x̂(ε) = a− ε
√

2Ma erf−1(P ).
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На рис. 5.5.3в показана эта нижняя граница и случайные состояния системы
(5.5.1).

Сравнив рис. 5.5.3в с рисунками 5.5.3а,б, можно заметить, что вызванное
шумом вымирание в хаотическом режиме происходит при значительно мень-
шем шуме, чем в регулярных режимах.

Для предотвращения представленной здесь нежелательной экологиче-
ской катастрофы, связанной с индуцированным шумами вымиранием, рас-
смотрим подходящую процедуру управления из п.4.1.

Перейдем к системе с управлением

xt+1 = x2
t exp (µ− xt + εξt) + ut, ut = k(xt − x̄(µ)). (5.5.2)

Целью управления является стабилизация численности популяционной стоха-
стической системы вблизи равновесия x̄. При этом используется регулятор в
форме обратной связи по отклонению состояния xt стохастической системы от
равновесия x̄. Этот регулятор стабилизирует равновесие x̄ в детерминирован-
ной системе (5.5.2) с ε = 0 при |f ′x(x̄) + k| < 1. Используя теорию синтеза сто-
хастической чувствительности (глава 4), можно показать, что в системе (5.5.2)
со случайными возмущениями стохастическая чувствительность равновесия x̄
равна

w(k) =
σ2(x̄)

1− [f ′x(x̄) + k]2
.

Здесь минимально возможное значение стохастической чувствительности

w̄ = min
k
w(k) = σ2(x̄)

достигается регулятором с коэффициентом обратной связи k̄ = −f ′x(x̄). Для
модели Рикера

w̄ = (x̄)2, k̄ = x̄− 2.

Эффективность предложенного способа управления с помощью этого опти-
мального регулятора, минимизирующего стохастическую чувствительность
равновесия x̄, демонстрирует рисунок 5.5.4. Здесь, на рис. 5.5.4а, на фоне серых
точек, представляющих состояния детерминированных аттракторов системы
без управления, черным цветом показаны состояния стохастической системы
(5.5.2) при ε = 0.01, формируемые оптимальным регулятором. Как видим,
данный способ управления обеспечивает структурную стабилизацию системы
(5.5.2) на интервале 1 < µ < 4.

На рис. 5.5.4б для µ = 2.7, ε = 0.1 продемонстрированы стабилизирую-
щие возможности данного регулятора в зоне хаотических осцилляций. Здесь
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а) б)

Рис. 5.5.4 – Стабилизация стохастической системы: а) случайные состояния стохастической
системы с ε = 0.01 и управлением (черный цвет); б) временные ряды стохастической

системы с µ = 2.7, ε = 0.1 без управления (серый) и с управлением (черный).

серым цветом показано, как стохастически возмущенное хаотическое решение
системы без управления переходит из зоны выживания в зону вымирания.
Черным цветом показан временной ряд системы (5.5.2) с оптимальным управ-
лением.

Как видим, техника синтеза малой стохастической чувствительности
позволяет успешно решать задачу предотвращения индуцированного шумом
вымирания.

Замечание 5.5.2.
В данном разделе на примере модели Рикера изучались индуцирован-

ные шумами переходы с нетривиальных аттракторов дерева Фейгенбаума
на сосуществующее тривиальное равновесие. Такие переходы являются ма-
тематической моделью важного типа экологического сдвига, приводящего к
вымиранию. Однако, возможны и другие варианты экологических деформа-
ций. Так, например, можно рассматривать качественное изменение динамики
популяционной системы, связанное с индуцированными шумом переходами
между отдельными частями аттракторов дерева Фейгенбаума. Такого сорта
переходы были исследованы в работе автора диссертации [265] на базе другой
концептуальной популяционной модели Хасселя. Теория из раздела 3.2 была
применена к анализу механизмов стохастической трансформации 3-циклов
и трехкусочных хаотических аттракторов модели Хасселя в однокусочный
хаотический аттрактор. Теория управления из раздела 4.1 была использована
в решении задачи структурной стабилизации популяционной модели Хасселя
в работе автора диссертации [316].
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Замечание 5.5.3.
Представленный здесь на примере одномерной модели Рикера общий

подход к анализу и предотвращению индуцированного шумом вымирания в
дискретных популяционных системах может быть эффективно применен и
для систем более высокой размерности. Эти возможности были продемон-
стрированы в работах автора диссертации [317, 318] для двумерной модели
Рикера, учитывающей биологически важный фактор запаздывания. Здесь
был охвачен технически более сложный случай, когда аттрактором является
квазипериодический режим, задаваемый замкнутой инвариантной кривой.
Для анализа влияния стохастических возмущений на такие аттракторы была
привлечена теория из раздела 1.3.

Представленные в данном разделе результаты исследования индуциро-
ванного шумом вымирания в одномерной модели Рикера с Олли эффектом
опубликованы автором диссертации в работе [227].

5.5.2. Модель хищник-жертва с Олли эффектом

Рассмотрим стохастический вариант модели "хищник–жертва"с Олли
эффектом и трофической функцией Холлинга II типа

ẋ = γx(x− [β + σ1ξ1(t)])(1− x)− xy

1 + αx
,

ẏ =
xy

1 + αx
− [δ + σ2ξ2(t)]y,

(5.5.3)

где x и y – плотности популяций жертв и хищников соответственно, параметр
γ характеризует скорость роста жертвы, δ – смертность хищника, α – пара-
метр трофической функции Холлинга. Здесь ξ1(t) и ξ2(t) – некоррелированные
белые гауссовские шумы с параметрами Eξi(t) = 0, Eξi(t)ξj(τ) = δ(t − τ)δij,

σ1, σ2 – интенсивности шумов, моделирующих случайные флуктуации пара-
метров β и δ. Детерминированный вариант системы (5.5.3) исследовался в
[319,320].

Далее предполагается σ1 = σ2 = ε.
Детерминированная система (5.5.3) (с ε = 0) имеет четыре равновесия

M1(0, 0), M2(β, 0), M3(1, 0), M4(x̄, ȳ), где

x̄ =
δ

1− αδ
> 0, ȳ = γ(1 + αx̄)(x̄− β)(1− x̄) > 0

для β <
δ

1− αδ
< 1. При любых параметрах тривиальное равновесие M1

устойчиво, а равновесия M2, M3 неустойчивы. Следуя [320], мы фиксируем
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а) б)

в)

Рис. 5.5.5 – Фазовые портреты детерминированной системы при а) β = 0.3, б) β = 0.34, в)
β = 0.36. Сепаратрисы показаны штрих- пунктиром.

α = 0.5, γ = 3, δ = 0.51 и изучаем поведение системы при β ∈ [0.3, 0.38].
В этом β-интервале, где наблюдаются локальные и глобальные бифуркации,
детерминированная система демонстрирует три разных режима динамики (см.
рис. 5.5.5).

Нетривиальное равновесие M4(x̄, ȳ), соответствующее сосуществованию
хищника и жертвы, является устойчивым при 0.3 < β < β∗ = 0.3271. Когда
параметр β проходит точку локальной бифуркации Андронова-Хопфа β∗, рав-
новесиеM4(x̄, ȳ) теряет устойчивость и система демонстрирует автоколебания.
На рис. 5.5.5а для β = 0.3 < β∗ сепаратриса (штрих-пунктир) разделяет бас-
сейны притяжения устойчивых равновесий M1(0, 0) и M4. При β = 0.34 > β∗
(см. рис. 5.5.5б) сепаратриса разделяет бассейны притяжения устойчивого рав-
новесия M1(0, 0) и устойчивого предельного цикла. Множество начальных то-
чек, лежащих ниже сепаратрисы, формирует зону выживания популяции, а
выше – зону вымирания. При возрастании β предельный цикл увеличивается
и при β∗ = 0.35529 исчезает в результате глобальной бифуркации влипания
в петлю сепаратрисы. При β∗ < β ≤ 0.38 зона вымирания совпадает со всем
первым квадрантом x > 0, y > 0 (см. рис. 5.5.5в для β = 0.36). На рис. 5.5.6
черным цветом показаны аттракторы детерминированной модели, а именно
y-координаты устойчивых равновесий M1, M4 и экстремальные значения y-
координаты устойчивого цикла. Пунктиром показана y-координата неустой-
чивого равновесия M4.
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а) б)

Рис. 5.5.6 – Случайные состояния стохастической системы с ε = 0.01 а) без управления, б)
с управлением, обеспечивающим w = 0.1.

Таким образом, интервал 0.3 ≤ β < β∗ определяет параметрическую
зону выживания данной популяционной системы. Под действием случайных
возмущений эта зона сокращается. На рис. 5.5.6а серым цветом показаны слу-
чайные состояния системы (5.5.3) при ε = 0.01. Как видим, при таком шуме, в
большей части параметрической зоны, соответствующей автоколебаниям, на-
блюдается вымирание, при этом правая граница зоны выживания сдвигается
влево. Понятно, что при увеличении шума вымирание будет наблюдаться и в
зоне устойчивости равновесия M4, что приводит к дальнейшему сокращению
зоны выживания.

а) б) в)

Рис. 5.5.7 – Стохастические траектории для β = 0.3: а) при ε = 0.01, б) при ε = 0.02; в)
доверительные эллипсы для ε = 0.005 (малый), ε = 0.01 (средний), ε = 0.02 (большой).

Рассмотрим механизм индуцированного шумом вымирания в зоне устой-
чивого равновесия M4 при β = 0.3. На рис. 5.5.7а,б показаны стохастические
решения системы (5.5.3), стартующие сM4 при двух значениях интенсивности
шума. При ε = 0.01 стохастическая траектория лежит в бассейне притяжения
M4 и популяционная система демонстрирует мало-амплитудные осцилляции
вблизи M4. При ε = 0.02 случайная траектория пересекает сепаратрису, попа-
дает в бассейн притяжения равновесия M1(0, 0) и стремится к нему. Система
демонстрирует индуцированное шумом вымирание.
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Для параметрического анализа этого явления применим представленную
в главе 2 технику функции стохастической чувствительности и метод дове-
рительных эллипсов. Матрица стохастической чувствительности равновесия
M4(x̄, ȳ) имеет вид

W =

[
w11 w12

w12 w22

]
,

где

w11 =
f12s2 − f21s1

2f11f21
, w12 = − s2

2f21
, w22 =

1

2f12

[
f21s1 − f12s2

f11
+
s2

f21

]
,

f11 = γ [(x̄− β)(1− x̄) + x̄(1− x̄)− x̄(x̄− β)]− ȳ

(1 + αx̄)2
,

f12 = − x̄

1 + αx̄
, f21 =

ȳ

(1 + αx̄)2
, s1 = γ2x̄2(1− x̄)2, s2 = ȳ2.

Для β = 0.3 имеем W =

[
8.82 −0.44

−0.44 4.73

]
.

Используя собственные значения и собственные векторы этой матрицы,
мы можем построить доверительные эллипсы вокруг устойчивого равновесия
M4 при различных значениях интенсивности шума (см. рис. 5.5.7в). При до-
статочно малой интенсивности шума доверительные эллипсы, локализованные
вблизи равновесия, целиком принадлежат бассейну притяженияM4 и соответ-
ствующие случайные траектории сосредоточены вблизи M4. По мере увеличе-
ния интенсивности шума эти эллипсы расширяются и после пересечения сепа-
ратрисы захватывают область притяжения M1. Это означает, что случайные
траектории стохастической системы с большой вероятностью могут покинуть
зону притяжения M4 и устремиться к тривиальному равновесию M1. Интен-
сивность шума, которая соответствует пересечению доверительного эллипса с
сепаратрисой, может использоваться в качестве оценки порогового значения
ε∗. В рассматриваемом случае ε∗ ≈ 0.015.

Чтобы защитить популяционную систему от нежелательных вызванных
шумом экологических сдвигов, ведущих к вымиранию, добавим в систему
управление таким образом, чтобы локализовать доверительный эллипс внут-
ри бассейна притяжения равновесия M4. Как показано выше, доверительный
эллипс для системы без управления с ε = 0.02 слишком велик. Действительно,
этот эллипс пересекает сепаратрису и частично захватывает область притяже-
ния тривиального равновесия. Здесь задача управления может быть сведена к
построению регулятора, уменьшающего размер доверительного эллипса.
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Рассмотрим систему
ẋ = γx(x− β)(1− x)− xy

1 + αx
+ u1 − σ1γx(1− x)ξ1,

ẏ =
xy

1 + αx
− δy + u2 − σ2yξ2,

(5.5.4)

с управлениями u1 и u2. Рассмотрим два случая. В первом случае (Управле-
ние I) предполагается, что имеется возможность воздействовать на оба урав-
нения системы (5.5.4) управлениями u1 и u2. Во втором случае (Управление
II) возможности ограничены: мы можем использовать только управление u1,
действующее только на первое уравнение (u2 = 0.)

а) б)

Рис. 5.5.8 – Сепаратриса (штрих-пунктир) и доверительные эллипсы для β = 0.3, P = 0.9

и ε = 0.02. Большой эллипс соответствует системе без управления, а) для Управления I,
обеспечивающего w = 1 (средний) и w = 0.01 (малый); б) для Управления II,

обеспечивающего w = 1 (средний) и w = 0.45 (малый).

Управление I.
В этом случае любая положительно определенная 2 × 2-матрица W яв-

ляется достижимой (см. главу 4). Ограничимся классом диагональных матриц

W =

[
w 0

0 w

]
. Чтобы снизить стохастическую чувствительность равновесия

M4 и тем самым уменьшить размер доверительного эллипса, будем использо-
вать достаточно малые значения w.

Управления, синтезирующие заданную диагональную матрицу стохасти-
ческой чувствительности, формируются регулятором

u1 = k11(x− x̄) + k12(y − ȳ), u2 = k21(x− x̄) + k22(y − ȳ)

с параметрами (см. раздел 4.2.1)

k11 = −f11 −
s1

2w
, k12 = −f12, k21 = −f21, k22 = − s2

2w
.

На рис. 5.5.8а показаны доверительные эллипсы при β = 0.3, P = 0.9

и ε = 0.02: большой эллипс для системы без управления и средний и малый
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эллипсы для системы с Управлением I, обеспечивающим соответственно w = 1

и w = 0.01. Как видно, синтез малой стохастической чувствительности при-
водит к малому размеру доверительного эллипса и локализации случайных
состояний вблизи равновесия M4.

Управление II.
В этом случае не любая положительно определенная 2 × 2-матрица W

является достижимой. В рассматриваемом случае условие достижимости име-
ет вид w12 = − s2

2f21
. Это означает, что выбором Управления II мы не можем

произвольно менять элемент w12. Действительно, этот элемент должен быть
зафиксирован, а оставшиеся диагональные элементы должны удовлетворять
условиям положительной определенности матрицы W :

w11 > 0, w11w22 > w2
12 =

s2
2

4f 2
21

.

При этом параметры регулятора имеют вид

k11 = −f11 +
f21w11w12 − 0.5s1w22

w11w22 − w2
12

, k12 = −f12 +
0.5s1w12 − f21w

2
11

w11w22 − w2
12

.

Положим w11 = w22 = w. Отметим, что в этом случае величина w не может
быть выбрана произвольно малой, так как условие положительной определен-
ности требует w > |w12|. Для β = 0.3 значение w12 = −0.44. Здесь можно

назначить недиагональную матрицу W : W =

[
w −0.44

−0.44 w

]
.

Для w = 1 получаем матрицу

W1 =

[
1 −0.44

−0.44 1

]
,

а для w = 0.45 – матрицу

W2 =

[
0.45 −0.44

−0.44 0.45

]
.

На рис. 5.5.8б изображены доверительные эллипсы, соответствующие матри-
цам W1 (средний) и W2 (малый). Как видим эксцентриситет этих эллипсов
сильно отличается, однако они полностью лежат в бассейне притяжения рав-
новесия M4.
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а) б) в)

Рис. 5.5.9 – Решения стохастической системы с ε = 0.02 без управления (серый цвет) и с
Управлением I (черный цвет), обеспечивающим w = 0.1: а) при β = 0.3, б) при β = 0.34, в)

при β = 0.36.

Результаты прямого численного моделирования решений стохастической
замкнутой системы с Управлением I для трех различных значений β представ-
лены на рис. 5.5.9. Здесь временные ряды этой системы с управлением изоб-
ражены черным цветом на фоне серых траекторий системы без управления.
Как видно, построенный регулятор, обеспечивая малую стохастическую чув-
ствительность w = 0.1, стабилизирует популяционную систему вблизи нетри-
виального детерминированного равновесия M4. Отметим, что этот регулятор
позволяет стабилизировать даже неустойчивое равновесие (см. рис. 5.5.9б для
b = 0.34 и рис. 5.5.9в для b = 0.36).

Кроме того, этот регулятор решает важную задачу структурной стаби-
лизации систему для всего параметрического интервала 0.3 < β < 0.38 (см.
рис. 5.5.6б) и обеспечивает на этом интервале малый равномерный разброс
случайных состояний около M4.

Представленные здесь результаты опубликованы в работах [192, 215] ав-
тора диссертации.

Индуцированное шумом вымирание в популяционных двумерных моде-
лях может происходить не только из рассмотренных здесь равновесных, но и из
колебательных режимов существования популяций хищников и жертв. Такой
сценарий был детально проанализирован с помощью метода доверительных
полос (раздел 2.2.2) в работе [321] на базе популяционной модели Базыкина-
Березовской.

5.5.3. Модель фито- зоопланктон

Экологические сдвиги могут быть связаны не только с индуцированным
шумом вымиранием. Случайные возмущения могут генерировать новые режи-
мы динамики, не имеющие аналогов в детерминированных моделях. Покажем,
как такие новые режимы могут возникать в популяционной системе, описыва-
ющей взаимодействие фито- и зоопланктона.
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Рассмотрим модель Траскотт-Бриндли [322] с Олли эффектом и случай-
ными возмущениями

δẋ = rx2(k − x+ εξ(t))− a2x2

1 + b2x2
y

ẏ =
a2x2

1 + b2x2
y −my,

(5.5.5)

где x и y – плотности жертвы (фитопланктон) и хищника (зоопланктон), r –
коэффициент прироста жертвы, k – емкость экологической ниши,m – коэффи-
циент естественной смертности хищника. Взаимодействие жертвы и хищника
определяется функцией Холлинга III тип. Малый параметр δ отражает высо-
кую чувствительность и быструю реакцию популяции жертвы на изменения
окружающей среды [323]. Используемый в модели стандартный гауссовский
белый шум ξ(t) имеет параметры Eξ(t) = 0, Eξ(t)ξ(τ) = δ(t− τ), а ε – интен-
сивность шума. Такие случайные возмущения могут быть интерпретированы
как случайные флуктуации параметра емкости экологической ниши.

При всех параметрах детерминированная система (5.5.5) имеет равно-
весия (0, 0) и (k, 0). Равновесие (0, 0) неустойчиво, а (k, 0) устойчиво при
a < a1 =

√
m(b2 + 1/k2). При переходе параметра в зону a > a1 равновесие

(k, 0) становится неустойчивым и в системе появляется нетривиальное равно-
весие A(x̄, ȳ) с положительными координатами

x̄ =

√
m

a2 − b2m
, ȳ =

r

m
x̄2(k − x̄).

Далее мы фиксируем δ = 0.1, r = k = m = 1, b = 7 и изучаем динамику
системы (5.5.5) при вариации параметра a. При этом a1 =

√
50 = 7.07107.

При a2 = 7.1639 в системе происходит бифуркация Андронова–Хопфа,
равновесие A теряет устойчивость и появляется устойчивый предельный цикл.

а) б)

Рис. 5.5.10 – Экстремальные значения аттракторов детерминированной системы: а)
x-координаты, б) y-координаты.
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Такая трансформация устойчивого равновесия в устойчивый предельный
цикл показана на рис. 5.5.10, где изображены экстремальные значения аттрак-
торов системы. На рис. 5.5.11 показано поведение детерминированной системы
вблизи точки бифуркации a2. При a = 7.16 все траектории стремятся к нетри-
виальному равновесию A (см. рис. 5.5.11а), поэтому популяции хищников и
жертв сосуществуют в режиме равновесия.

На рис. 5.5.11б показаны предельные циклы, описывающие колебатель-
ные режимы сосуществования хищника и жертвы. Как видно, переходная зона
от равновесий к циклам большой амплитуды очень узка. Такое резкое увеличе-
ние амплитуды цикла известно как канардовский взрыв. На рис. 5.5.11б пока-
зано, как небольшие изменения параметра a приводят к появлению колебаний
большой амплитуды.

а) б)

Рис. 5.5.11 – Детерминированная система: а) фазовый портрет при a = 7.16, б) предельные
циклы.

Следуя главе 2, опишем чувствительность аттракторов системы к шуму.
Матрица стохастической чувствительности равновесия A(x̄, ȳ) имеет вид W =(
λ1 0

0 λ2

)
, где

λ1 = − x̄4

2δ2β
, λ2 =

x̄4η

2δ2βγ
,

β =
r

δ
(2kx̄− 3x̄2)− 2a2x̄ȳ

δ(1 + b2x̄2)2
, γ = − a2x̄2

δ(1 + b2x̄2)
, η =

2a2x̄ȳ

(1 + b2x̄2)2
.

Для выбранных параметров системы, графики функций λ1(a), λ2(a) представ-
лены на рис. 5.5.12а. Соответствующие доверительные эллипсы могут быть
записаны в каноническом виде:

(x− x̄)2

λ1
+

(y − ȳ)2

λ2
= −2ε2 ln(1− P ),

где P – доверительная вероятность.
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Теперь рассмотрим случай, когда аттрактором детерминированной си-
стемы является устойчивый предельный цикл, задаваемый T -периодическим
решением (x̄(t), ȳ(t)). Для этого цикла можно найти (см. раздел 2.2) T -
периодическую функцию µ(t) стохастической чувствительности и коэффици-
ент стохастической чувствительности M = maxµ(t), t ∈ [0, T ]. График функ-
ции M(a) представлен на рис. 5.5.12б.

а) б)

Рис. 5.5.12 – Стохастическая чувствительность аттракторов: а) собственные числа
матрицы стохастической чувствительности равновесий, б) коэффициент стохастической

чувствительности циклов.

Здесь наиболее интересная деталь – резкий всплеск стохастической чув-
ствительности вблизи значения a∗ = 7.1651. При этом значении наблюдается
очень узкий и высокий пик функции M(a) со значениями, превышающими
1010. Таким образом, в зоне циклов-канардов происходит взрыв стохастической
чувствительности. Такая высокая чувствительность может стать источником
качественных изменений динамики системы даже при слабых шумах.

Обсудим, какие экологические сдвиги в рассматриваемой популяционной
системе могут возникать за счет случайных возмущений.

Стохастическая возбудимость в зоне равновесия
Рассмотрим отклик системы (5.5.5) на случайные возмущения в зоне

устойчивых равновесий вблизи точки бифуркации a2.
На рис. 5.5.13а показаны стартующие с равновесия A случайные траек-

тории системы (5.5.5) для a = 7.16 при трех значениях интенсивности шума.
При слабом шуме случайные траектории локализованы вблизи устойчивого
равновесия A. Если шум превышает некоторый порог, динамика системы су-
щественно меняется. Наряду с колебаниями малой амплитуды вблизиA наблю-
даются большеамплитудные осцилляции вдали от равновесия. Таким образом,
стохастическая система с a = 7.16 является возбудимой.

При анализе стохастической возбудимости необходимо учитывать сто-
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хастическую чувствительность равновесия и неоднородность детерминирован-
ного фазового портрета. Эта неоднородность хорошо видна на рис. 5.5.11а.
При малых отклонениях от равновесия A (допороговая зона) детерминиро-
ванные траектории быстро приближаются к A. Для больших отклонений тра-
ектория попадает в надпороговую зону, демонстрирует большеамплитудную
петлю. Только после такой петли траектория начинает приближаться к A. В
этих обстоятельствах увеличение интенсивности шума приводит к увеличению
отклонений случайных траекторий от равновесия и попаданию их в надпоро-
говую зону. Результатом этого является генерация бимодальных осцилляций.

а) б)

Рис. 5.5.13 – Стохастическая возбудимость при a = 7.16: а) фазовые траектории, б)
доверительные эллипсы для ε = 0.001 (малый) и ε = 0.003 (большой).

Рассмотрим, как доверительные эллипсы, построенные на основе
функции стохастической чувствительности, могут быть использованы для
параметрического анализа индуцированных шумами выходов из допороговой
зоны. Размер эллипса пропорционален интенсивности шума ε. При малой ин-
тенсивности шума ε = 0.001 соответствующий доверительный эллипс целиком
принадлежит допороговой зоне (см. малый эллипс на рис. 5.5.13б). По мере
увеличения шума эллипс расширяется и начинает захватывать надпороговую
зону (см. большой эллипс на рис. 5.5.13б). Это означает, что стохастические
траектории с высокой вероятностью уходят от A и демонстрируют обороты
большой амплитуды. Как видим, метод доверительных эллипсов хорошо
согласуется с результатами прямого численного моделирования, показанными
на рис. 5.5.13а.

Стохастическая возбудимость и бифуркации циклов-канардов
Рассмотрим влияние шума на систему в зоне суперчувствительных

циклов-канардов. На рис. 5.5.14а показана деформация цикла-канарда с a =

7.1651 под действием малых шумов. Отметим, что соответствующий детер-
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минированный цикл моделирует сосуществование жертвы и хищника в фор-
ме периодических автоколебаний малой амплитуды. Для чрезвычайно слабого
шума (ε = 10−7) случайные траектории (зеленый цвет) располагаются вбли-
зи детерминированного цикла. При ε = 10−6 (синие кривые) стохастическая
система начинает генерировать бимодальные колебания: колебания малой ам-
плитуды вблизи детерминированного цикла чередуются с петлями больших
амплитуд. Случайные траектории для ε = 10−4 показаны красным цветом.

а) б)

Рис. 5.5.14 – Расщепление канардовского цикла при a = 7.1651: а) фазовые траектории, б)
плотности распределения.

Обратите внимание, что в зоне циклов-канардов эта вызванная шумом
генерация колебаний большой амплитуды наблюдается при существенно мень-
шем шуме, чем в зоне равновесия.

Детали изменения вероятностного распределения стохастических траек-
торий можно проследить с помощью функции p(y) плотности распределения
y-координаты. На рис. 5.5.14б показаны графики функции p(y) для трех зна-
чений ε. Здесь хорошо видно появление дополнительного пика в зоне малых
значений y. Это можно трактовать как стохастическую P -бифуркацию каче-
ственного изменения формы плотности распределения, отражающую феномен
стохастического расщепления пучка случайных траекторий.

Наряду с P -бифуркацией, здесь наблюдается стохастическая D-
бифуркация, характеризуемая изменением знака старшего показателя Ляпу-
нова Λ. Изменение знака Λ с отрицательного на положительный является
стандартным критерием перехода от порядка к хаосу. На рис. 5.5.15 представ-
лены графики Λ(ε) для трех значений параметра a из зоны канардовского
взрыва. Как видим, увеличение шума приводит к хаотизации потока. При
этом переход к хаосу на суперчувствительном цикле с a∗ = 7.1651 происходит
при гораздо меньших, практически фоновых шумах.
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Рис. 5.5.15 – Старший показатель Ляпунова.

Стохастическая генерация фантомных аттракторов
При дальнейшем увеличении шума в системе наблюдается еще один ин-

тересный феномен, связанный со сдвигом пучка случайных траекторий в зону
фазового пространства, удаленную от детерминированных аттракторов исход-
ной невозмущенной системы. Это явление стохастической генерации фантом-
ного аттрактора было впервые обнаружено для формальной математической
модели – системы с кубической нелинейностью – и описано в разделе 3.3.3.

а) б) в)

Рис. 5.5.16 – Генерация фантомных аттракторов: а) a = 7.1, б) a = 7.16, в) a = 7.1651.

На рис. 5.5.16 показано, как этот феномен появляется в рассматрива-
емой популяционной модели. Здесь рассмотрены три значения параметра a.
При a = 7.1 и a = 7.16 аттрактором детерминированной системы является
равновесие A, а при a = 7.1651 – канардовский цикл. Как видим, во всех этих
случаях с увеличением шума распределение случайных траекторий сдвигает-
ся вниз, туда, где детерминированная система не имеет никаких аттракторов.
При этом дисперсия x-координаты увеличивается, а дисперсия y-координаты
уменьшается и среднее значение численности хищника существенно убывает.

Таким образом, показано, что даже в весьма простой популяционной мо-
дели шум может порождать разнообразные экологические сдвиги, вероятност-
ная природа которых связана с такими фундаментальными стохастическими
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феноменами как стохастическая возбудимость, стохастическое расщепление
потоков, генерация фантомных аттракторов, переход от порядка к хаосу.

Представленные здесь результаты опубликованы в [235]. Анализ инду-
цированных шумом переходов в модели Траскотт-Бриндли без Олли эффекта
с использованием результатов глав 2 и 3 был проведен в работах [285,324].

Замечание 5.5.4
В разделах 5.5.2 и 5.5.3 было показано, как математическая теория из

главы 2, главы 3 и раздела 4.2 может быть эффективно применена к иссле-
дованию возможных экологических сдвигов в двумерных популяционных си-
стемах типа «хищник–жертва». В настоящее время актуальным является ис-
следование иерархических популяционных систем, охватывающих несколько
трофических уровней. Здесь следующим шагом является переход к анализу
стохастических популяционных моделей размерности три и выше. Уже в трех-
мерных системах с непрерывным временем возможны динамические режимы,
связанные не только с регулярными (равновесными, периодическими, квазипе-
риодическими), но и хаотическими аттракторами. Теоретические разработки
данной диссертации позволяют проводить конструктивный анализ стохасти-
ческих эффектов и соответствующих им экологических сдвигов в многомер-
ных популяционных моделях. Конструктивные возможности разработанного
подхода, использующего технику функций стохастической чувствительности
многомерных аттракторов и метод доверительных областей (эллипсоидов и
торов), в решении важных экологических задач были продемонстрированы в
работах [266,325–329].

5.6. Геофизика

В данном разделе демонстрируется, как методы глав 1,2 и 3 могут быть
использованы в решении актуальных задач, связанных с исследованием гео-
физических явлений.

5.6.1. Климатическая модель Зальцмана

Анализ изменений климата является одной из важнейших задач совре-
менной геофизики. Наблюдаемую в настоящее время фазу глобального по-
тепления обычно связывают с парниковым эффектом и влиянием углекисло-
го газа. Хорошо известно, что двуокись углерода представляет собой удер-
живающий тепло газ, поэтому разработка и анализ математических моделей,



334

учитывающих нелинейную динамику и взаимное влияние CO2 на другие гло-
бальные параметры (температура океана и масса льда) является актуальной
задачей современной математической геофизики. В работе Б. Зальцмана [95]
была предложена концептуальная трехмерная математическая модель, связы-
вающая динамику CO2 с изменениями массы льда и температуры в глубине
океана, и найден набор параметров, при которых модель хорошо согласуется
с палеоклиматическими данными.

Рис. 5.6.1 – Бифуркационная диаграмма детерминированной системы.

Рис. 5.6.2 – Фазовые траектории для а) γ = 0.26, б) γ∗ = 0.2691, в) γ = 1.

Цель этого раздела – показать важную роль случайных возмущений в
нелинейной изменчивости климата Земли и продемонстрировать конструктив-
ность разработанного и представленного в главе 2 подхода, позволяющего ана-
лизировать эти изменения.

Рассмотрим стохастический вариант безразмерной модели Зальцмана

ẋ = −α1y − α2z − α3y
2

ẏ = −β0x+ β1y + β2z − (x2 + κy2)y

ż = x− (γ + εξ(t))z,

(5.6.1)

где переменные x, y и z отвечают за массу льда, концентрацию углекислого
газа и температуру в глубине океана соответственно. Следуя [95], зафиксируем
α1 = 0.4, α2 = 0.1, α3 = 0.012, β0 = 10, β1 = 3.77, β2 = 20, κ = 0.004 и
будем изучать динамику модели при изменении параметра γ, отвечающего за
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а)

б)

Рис. 5.6.3 – Стохастическое возбуждение колебаний: фазовые траектории и временные
ряды для а) γ = 0.2, ε = 0.1 (красный), ε = 0.3 (синий) б) γ = 0.26, ε = 0.02 (красный),

ε = 0.1 (синий).
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Рис. 5.6.4 – Стохастическая чувствительность равновесия.

величину, обратную к времени релаксации температуры океана. Отметим, что
модель отражает глобальные изменения климата, при этом единица времени в
(5.6.1) равна 104 лет. Случайные флуктуации в γ моделируются стандартным
гауссовским белым шумом ξ(t) с параметрами Eξ(t) = 0, Eξ(t)ξ(τ) = δ(t− τ),
ε – интенсивность шума.

Пусть параметр γ изменяется в интервале 0.1 < γ < 1.5. Этот интервал
включает оценку γ = 1.45, данную в работе [95]. Детерминированная систе-
ма (5.6.1) (с ε = 0) имеет аттракторы и репеллеры, которые изображены на
рисунке 5.6.1. Для любого γ система (5.6.1) имеет неустойчивое равновесие
M0(0, 0, 0) (черная пунктирная линия). В интервале 0.1 < γ < γ∗ ≈ 0.2691 на-
ряду с M0 система имеет устойчивое равновесие M1 (черная сплошная линия)
и неустойчивое равновесие M2 (красная пунктирная линия). При приближе-
нии параметра γ к γ∗ слева, равновесияM1 иM2 сближаются и сливаются при
γ = γ∗. В результате этого слияния в системе появляется гомоклиническая тра-
ектория. Когда параметр γ переходит в интервал γ > γ∗, равновесие M1 = M2

исчезает и появляется устойчивый предельный цикл. Экстремальные значе-
ния x-координат этого цикла показаны на рис. 5.6.1 синим цветом. Отметим,
что форма этого цикла практически не изменяется в интервале γ∗ < γ < 1.5.
Здесь γ∗ является точкой седло-узловой бифуркации на инвариантной кривой.
Последовательные этапы этой бифуркации показаны на рис. 5.6.2, где M0 от-
мечено пустым черным кружком, M1 синим кружком и M2 пустым красным
кружком.

Рассмотрим влияние шума на устойчивое равновесие M1 в зоне γ < γ∗.

На рис. 5.6.3 изображены фазовые траектории и временные ряды решений
стохастической системы (5.6.1), стартующих с M1. Видно, что система являет-
ся возбудимой – увеличение интенсивности возмущений приводит к генерации
стохастических колебаний большой амплитуды. Отметим, что шум интенсив-
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ности ε = 0.1 для γ = 0.2 вызывает лишь малоамплитудные осцилляции во-
круг M1 (допороговый режим), в то время как при γ = 0.26 уже происходит
генерация большеамплитудных колебаний (надпороговый режим).

Покажем, как это явление стохастического возбуждения большеампли-
тудных колебаний может быть проанализировано с помощью метода довери-
тельных областей из главы 2.

Для построения доверительных областей следует найти собственные чис-
ла λ1, λ2, λ3 и собственные векторы u1, u2, u3 матрицы стохастической чув-
ствительности. На рис. 5.6.4 представлены графики собственных значений
λ1(γ) > λ2(γ) > λ3(γ) матрицы стохастической чувствительности равнове-
сий M1(γ). Здесь очевидно преобладание λ1 и λ2, более чем на два порядка
превосходящих λ3. Благодаря этому, разброс случайных состояний в направ-
лении u3 гораздо меньше, чем в направлениях u1 и u2. В этих обстоятельствах
разумно анализировать индуцированные шумом переходы в сечении Пуанкаре
– плоскости Π12, проходящей через M1 и определяемой векторами u1 и u2. В
этой плоскости уравнение доверительного эллипса имеет вид

β2
1

λ1
+
β2

2

λ2
= 2ε2 ln

1

1− P
,

где β1, β2 – координаты эллипса в базисе векторов u1, u2, а P – доверительная
вероятность.

На рис. 5.6.5 показаны доверительные эллипсы для набора параметров
из рис. 5.6.3. Увеличение интенсивности шума влечет рост размеров эллипса.
Переход эллипсов из допороговой в надпороговую зону позволяет предсказать
генерацию большеамплитудных стохастических колебаний в системе 5.6.1.

Индуцированная шумом генерация стохастических колебаний может
быть наглядно проиллюстрирована изменением формы плотности распреде-
ления (см. рис. 5.6.6). При ε = 0.05 у плотности наблюдается узкий и высокий
пик над равновесием M1. При ε = 0.6 высота пика уменьшается, его ширина
увеличивается, и наряду с пиком у плотности появляется гребень над областью
концентрации большеамплитудных случайных траекторий.

Наряду с изменением амплитуды, рассмотрим изменение частотных ха-
рактеристик генерируемых спайковых колебаний. Пусть tk – моменты пересе-
чения случайной траекторией порогового значения x = 0, а τk = tk − tk−1 –
последовательность интервалов между спайками. Количественной характери-
стикой периодичности большеамплитудных колебанияй является среднее зна-
чение m = Eτ . Графики функции m(ε) для значений параметра γ = 0.2,
γ = 0.26, лежащих слева от γ∗, и γ = 0.3, γ = 1, лежащих справа от γ∗,
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а)

б)

Рис. 5.6.5 – Доверительные эллипсы для а) γ = 0.2, ε = 0.1 (малый), ε = 0.3(большой); б)
γ = 0.26, ε = 0.02 (малый), ε = 0.1 (большой).

а) б)

Рис. 5.6.6 – Плотности распределения для γ = 0.26 и а) ε = 0.05, б) ε = 0.6.

показаны на рис. 5.6.7а.
Сначала рассмотрим функцию m(ε) в зоне γ > γ∗, где детерминирован-

ная модель демонстрирует устойчивые периодические колебания. При γ = 1

функция m(ε) практически неизменна. Действительно, для ε = 0 значение
m равно периоду соответствующего детерминированного цикла, и эта функ-
ция лишь слегка возрастает с увеличением интенсивности шума. При γ = 0.3

поведение m(ε) изменяется в основном в левой части интервала 0 ≤ ε ≤ 1.
Здесь, из-за близости к точке бифуркации, значение m(0) (т.е. период детер-
минированного цикла) намного больше. Однако увеличение шума устраняет
эту разницу.

Теперь рассмотрим функцию m(ε) в зоне γ < γ∗, где детерминированная
модель имеет единственным аттрактором устойчивое равновесие. Здесь функ-
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ция m(ε) неограниченно растет при ε→ 0. Действительно, спайки крайне ред-
ки при малых шумах. Отметим, что при γ < γ∗ функции m(ε) с увеличением
шума быстро убывают и стабилизируются.

В случае достаточно большого шума среднее значение межспайковых
интервалов практически не зависит от параметра γ. Таким образом, в рас-
сматриваемой модели случайные возмущения приводят к структурной стаби-
лизации стохастических колебаний на всем интервале. Рассмотрим теперь, как

а) б)

Рис. 5.6.7 – Характеристики стохастической системы: а) средние значения межспайковых
интервалов, б) старший показатель Ляпунова.

шум изменяет внутренние динамические характеристики стохастических по-
токов системы (5.6.1) при переходе к режиму стохастического возбуждения.
Здесь в качестве количественной меры будем использовать старший показа-
тель Ляпунова Λ. На рис. 5.6.7б представлены графики Λ(ε) при некоторых
γ < γ∗. С увеличением интенсивности шума значения Λ также увеличиваются
и становятся положительными для ε ≈ 0.3, что сигнализирует о переходе к
хаосу. Отметим, что критические значения шума, соответствующие переходу
от порядка к хаосу, практически не зависят от параметра γ. Это означает, что
хаотизация, вызванная шумом, является общим важным свойством рассмат-
риваемой климатической системы.

Представленные в этом разделе результаты опубликованы в работе [219].
Использованный здесь общий подход к анализу индуцированных шумами явле-
ний в нелинейных системах, использующий бифуркационный анализ аттрак-
торов и их стохастическую чувствительность, был успешно применен к ис-
следованию ряда моделей, описывающих совместную нелинейную динамику
морского льда, континентального льда и температуры океана. Для климати-
ческих двух- и трехмерных моделей, обнаруженные стохастические феномены
и результаты их анализа опубликованы в работах [210,330–332] автора диссер-
тации.
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5.6.2. Модель вулканической активности

В данном разделе рассматривается стохастический вариант модели вул-
канической активности, предложенной в [96]. Динамическая система, описы-
вающая эту модель, имеет вид

du
dt = −g + 1

m0
(pA− F (u)(1 + εξ(t))) ,

dp
dt = − 1

(α1+α2)V (Au+RB −Q) ,

dV
dt = α1

α1+α2
(Au+RB −Q) +Q−B.

(5.6.2)

Здесь u – скорость движения вулканической пробки, p – давление магмы, V –
объем канала (см. рис. 5.6.8),R = 1−ρ/ρr = 1−(ρ0/ρr) exp [α1(p− p0)] найдено
из изотермического уравнения, p0 – статическое равновесное давление, ρ0 –
плотность магмы. Физические параметры системы взяты из [96]: B = Q = 2

м3 с−1, m0 = 3.6 · 1010 кг, A = 30000 м2, p0 = 1.2936 · 107 Па, α1 = 10−7 Па−1,
α2 = 10−9 Па−1, F0 = 3.528 · 1010 кг м с−2, uref = 0.1Q/A = 6.67 · 10−6 м с−1,
V0 = 6.32·105 м3, c = 1.7·10−4, g = 9.8 м с−2, ρ0 = ρr = 2000 кг м−3. Случайные
флуктуации в силе трения F моделируются стандартным гауссовским белым
шумом ξ(t) с параметрами Eξ(t) = 0, Eξ(t)ξ(τ) = δ(t− τ), ε – интенсивность
шума. Здесь сила трения задается непрерывной N -образной функцией вида

Рис. 5.6.8 – Схема динамики вулканической пробки [96].

F (u) = sgn(u)FN(|u|), (5.6.3)

где

FN(u) =


F0

u

uref
, 0 ≤ u < uref

F0(u), uref ≤ u ≤ ucr

F0(ucr) + kN(u− ucr), u > ucr.
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F0(u) = F0 (1− c arsh|u/uref |) .

Эта функция резко возрастает на интервале 0 ≤ u < uref , затем убывает при
uref ≤ u ≤ ucr и снова возрастает при u > ucr с положительным наклоном, за-
даваемым параметром kN . Зафиксируем ucr = 9uref и будем изучать динамику
системы в зависимости от параметра kN .

На рисунке 5.6.9 изображены u-координаты экстремумов аттракторов и
репеллеров детерминированной модели (ε = 0) в зависимости от параметра
kN . Два аттрактора (устойчивое равновесие и предельный цикл) разделены
неустойчивым циклом, а при критическом значении kN = k∗N ≈ 3.37 · 1010

кг с−1 в системе происходит седлоузловая бифуркация слияния устойчивого
и неустойчивого циклов, и единственным аттрактором детерминированной си-
стемы остается устойчивое равновесие.

Рис. 5.6.9 – Бифуркационная диаграмма детерминированной модели: u-координаты
экстремумов устойчивых циклов (толстая сплошная), неустойчивых циклов (толстый
пунктир) и равновесий (тонкая линия). Значение k∗N отмечает точку седлоузловой

бифуркации.

Рассмотрим, как шум влияет на динамику системы в параметрических
зонах kN < k∗N и kN > k∗N .

Зона сосуществования равновесия и цикла
Рассмотрим сначала зону kN < k∗N сосуществования равновесия и цикла.

На рисунке 5.6.10а в плоскости (u, p) изображены аттракторы детермини-
рованной системы при kN = 3 · 1010 кг с−1: устойчивый предельный цикл
(синий цвет), неустойчивый предельный цикл (красный цвет) и устойчивое
равновесие (кружок). Воздействие шума малой интенсивности на равновесие
приводит к малоамплитудным стохастическим колебаниям около него (см.
рис. 5.6.10б, серый цвет). При большем шуме траектория может пересечь
сепаратрису – неустойчивый предельный цикл – выйти из бассейна притяже-
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а) б)

в) г)

Рис. 5.6.10 – Динамика системы при kN = 3 · 1010 кг с−1: а) аттракторы
детерминированной системы, б) фазовые траектории стохастической системы при

ε = 2 · 10−6 (серый цвет), ε = 4 · 10−6 (зеленый цвет), и соответствующие доверительные
эллипсы; в), г) временные ряды для u и p.

ния равновесия, попасть в бассейн притяжения устойчивого цикла, и тогда в
системе формируется режим большеамплитудных стохастических осцилляций
(см. рис. 5.6.10б,в,г, зеленый цвет). Для прогноза генерации таких большеам-
плитудных стохастических осцилляций может быть успешно применен метод
доверительных эллипсов (см. вставку на рис. 5.6.10б).

Зона равновесия
Рассмотрим теперь зону kN > k∗N , где единственным аттрактором де-

терминированной системы остается устойчивое равновесие. На рисунке 5.6.11а
в плоскости (u, p) изображены траектории детерминированной системы при
kN = 4 ·1010 кг с−1, черным кружком отмечено устойчивое равновесие, а пунк-
тирной линией – фазовая кривая, играющая роль псевдосепаратрисы, разде-
ляющей допороговую и надпороговую зоны начальных состояний.

Явление стохастической возбудимости продемонстрировано на рисунках
5.6.11б,в фазовыми траекториями и временными рядами, а на рис. 5.6.11г по-
казано, как в режиме возбуждения случайная траектория пересекает псевдо-
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а) б)

в) г)

Рис. 5.6.11 – Динамика системы при kN = 4 · 1010 кг с−1: а) аттракторы
детерминированной системы, б) фазовые траектории стохастической системы при

ε = 3 · 10−6 (серый цвет) и ε = 10 · 10−6 (зеленый цвет), в) временные ряды, г) увеличенный
фрагмент с псевдосепаратрисой (красный цвет).

сепаратрису.
Таким образом, в силу особенностей фазового портрета рассматриваемой

модели, неизбежно присутствующие даже малые случайные возмущения мо-
гут вызвать генерацию большеамплитудных стохастических осцилляций. Па-
раметрический анализ этого феномена может быть проведен с помощью мето-
да доверительных областей, как это сделано, например в разделе 5.6.1.

Представленные в этом разделе результаты опубликованы в работе [216].
Индуцированные шумом деформации осцилляционных режимов в моделях
вулканической активности исследовались в других работах [284, 333] автора
диссертации. В частности, в [284], было показано, что феномен стохастической
генерации фантомного аттрактора, описанный в разделе 3.3.3 для формаль-
ной математической модели с кубической нелинейностью, и в разделе 5.5.3 для
популяционной модели, может наблюдаться и в трехмерной модели вулкани-
ческой динамики.

Наряду с исследованием стохастических явлений в моделях клима-
тической динамики и вулканической активности, теоретические методы,
представленные в данной диссертации, применялись и к анализу вероятност-
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ных механизмов гейзерных извержений. В работе [334] для стохастического
варианта модели, предложенной в [335], исследованы условия, при которых
даже малые случайные возмущения могут переводить гейзер из устойчивого
равновесного режима в режим извержения. При параметрическом анализе
этого явления использовалась техника функции стохастической чувствитель-
ности и метод доверительных областей.

Замечание 5.5.5. В разделах 5.1–5.6 было показано, как общая ма-
тематическая теория диссертации, представленная в главах 1–4, может кон-
структивно использоваться в анализе широкого класса индуцированных шу-
мом явлений в современных нелинейных динамических моделях, относящихся
к различным областям естествознания. В последнее время возрастает инте-
рес к использованию методов нелинейной динамики в исследовании сложных
макроэкономических процессов. Здесь, например, активно изучается матема-
тическая природа так называемых бизнес-циклов, когда сложные регулярные
или даже хаотические осцилляции ассоциируются с аттракторами нелинейных
динамических моделей. Исследованию влияния случайных факторов на дина-
мику основных экономических переменных посвящено незначительное число
работ, выполненных в русле статистической обработки результатов прямого
численного моделирования.

Математическая теория данной диссертации была применена к иссле-
дованию стохастических явлений в ряде моделей макроэкономики с дискрет-
ным и непрерывным временем. Результаты исследований были представлены в
цикле работ автора диссертации, опубликованных в российских и зарубежных
журналах [336–341].
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Глава 6. Комплекс программ

Для решения задач диссертации по математическому моделирова-
нию, компьютерному анализу и управлению нелинейными стохастически-
ми системами был разработан комплекс программ. Программные блоки
этого комплекса реализуют разработанные специализированные проблемно-
ориентированные численные методы и алгоритмы, позволяющие эффективно
решать широкий круг вычислительных задач по исследованию разнообраз-
ных стохастических феноменов в математических моделях естественных наук,
относящихся к объектам различной физической природы. Данный комплекс
позволяет проводить наглядную визуализацию как окончательных, так и про-
межуточных результатов проводимых расчетов.

Разработанный комплекс решает следующие задачи.

1. Компьютерное моделирование динамики нелинейных детер-
минированных систем

Для моделирования фазовых траекторий систем с непрерывным време-
нем использовался метод Рунге-Кутта четвертого порядка и метод Батчера
шестого порядка. Для отыскания аттракторов в форме равновесий при-
менялись методы решения систем трансцендентных уравнений и метод
установления с заданной степенью точности. Для отыскания периодических
решений систем в форме предельных циклов на плоскости, в трех- и четы-
рехмерных пространствах использовался метод установления в подходящем
сечении Пуанкаре. Результаты расчетов верифицировалось вариацией шага
и степени точности. Для построения квазипериодических решений систем с
дискретным временем использовалась δ-аппроксимация (п.1.3.4) замкнутой
инвариантной кривой. Для отыскания хаотических аттракторов систем с
дискретным временем использовался метод критических линий с последую-
щим итерированием (п.1.4). При проведении бифуркационного анализа были
реализованы алгоритмы поиска собственных чисел матриц Якоби с последу-
ющим анализом выполнения критериев устойчивости. Разработан алгоритм
построения бассейнов притяжения и сепаратрис, их разделяющих.
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2. Компьютерное моделирование динамики нелинейных стоха-
стических систем

Для моделирования случайных величин в системах с непрерывным и
дискретным временем использовались стандартные датчики псевдослучай-
ных чисел, статистические характеристики которых были протестированы.
Для построения приближенных решений стохастических дифференциальных
уравнений Ито использовались методы Эйлера-Маруямы и стохастические
модификации метода Рунге-Кутта. Для построенных решений проводился
анализ статистических характеристик: среднего, дисперсии, плотности рас-
пределений. Для вероятностного анализа индуцированных шумом сложных
мультимодальных осцилляций проводились расчеты средних, дисперсий и
плотностей распределения межспайковых и межберстовых интервалов. Ре-
зультаты расчетов верифицировалось вариацией шага и размера выборки.

3. Анализ стохастической чувствительности аттракторов и по-
строение доверительных областей

Системы с дискретным временем. Для решения матричного урав-
нения (1.1.18), задающего матрицу стохастической чувствительности равнове-
сия, реализован итерационный метод с заданной степенью точности. Для ана-
лиза стохастической чувствительности дискретных циклов построен алгоритм
отыскания k-периодического решения матричного уравнения (1.2.26). Для δ-
аппроксимации аттрактора в форме замкнутой инвариантной кривой разра-
ботан метод отыскания функции стохастической чувствительности, использу-
ющий в сингулярном разложении матрицы стохастической чувствительности
скалярную функцию µ (1.3.20). Для анализа стохастической чувствительно-
сти одно- и многокусочных хаотических аттракторов построены алгоритмы
расчета, использующие теоретические разработки пп.1.4.1, 1.4.2.

Системы с непрерывным временем. Для анализа стохастической
чувствительности равновесий, в том числе и в системах с цветными шума-
ми (п.2.1.3), реализован итерационный метод решения матричных уравнений
с заданной степенью точности. Для анализа стохастической чувствительно-
сти циклов двумерных систем построен алгоритм расчета скалярной функ-
ции стохастической чувствительности (2.2.11). Для решения краевой задачи,
определяющей стохастическую чувствительность циклов трехмерных систем,
реализованы два метода: итерационный метод установления с использова-
нием проектирования на гиперплоскость, ортогональную циклу, и численно-
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аналитический метод, сводящийся к решению системы из трех дифференци-
альных уравнений для периодических скалярных функций сингулярного раз-
ложения (2.2.15). Для расчета функции стохастической чувствительности цик-
лов четырехмерных систем разработан итерационный матричный метод уста-
новления. Результаты расчетов верифицировалось вариацией шага и степени
точности.

Построение доверительных областей. С помощью найденных
собственных чисел и ортонормированных собственных векторов матрицы
стохастической чувствительности равновесия реализована процедура постро-
ения доверительных эллипсов на плоскости и доверительных эллипсоидов
(1.1.20) в трех- и четырехмерных пространствах. Построен алгоритм расчета
границ доверительной полосы вокруг цикла двумерной непрерывной системы
и замкнутой инвариантной кривой дискретной системы (1.3.21). Реализована
процедура построения доверительного тора вокруг трехмерных циклов непре-
рывных систем, составленного из доверительных эллипсов в гиперплоскостях,
ортогональных циклу. Разработана численная процедура для отыскания
границ доверительных областей вокруг хаотических аттракторов двумерных
систем с дискретным временем (1.4.23). Для снижения размерности решае-
мых пространственных задач был разработан и реализован метод главных
направлений (п.5.4.4).

4. Компьютерное моделирование стохастических переходов
Для моделирования индуцированных шумом переходов между аттрак-

торами и их отдельными частями были реализованы численные процедуры
для анализа взаимного расположения доверительных областей и сепарат-
ных поверхностей. При анализе явления стохастической возбудимости были
построены алгоритмы приближенного вычисления границ допороговой и
надпороговых зон на фазовой плоскости, алгоритм поиска псевдосепаратрисы
между этими зонами и процедура анализа взаимного расположения довери-
тельных областей и псевдосепаратрис.

5. Компьютерное моделирование систем с управлением и по-
строение регуляторов

Системы с дискретным временем. Для задачи формирования тре-
буемых стохастических режимов дискретных систем вблизи стабилизируемых
равновесий были построены алгоритмы отыскания параметров синтезирую-
щих регуляторов (4.1.11), (4.1.21). Были разработаны численные процедуры
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построения множеств достижимости (п.4.1.2). Был построен алгоритм расчета
параметров статических регуляторов (4.1.55), (4.1.55), обеспечивающих ана-
лиз достижимости и синтез заданной стохастической чувствительности рав-
новесия в системе с неполной информацией, когда доступные наблюдения со-
держат случайные возмущения. В двумерном случае была реализована про-
цедура построения оптимального регулятора с критерием минимальности сто-
хастической чувствительности. Для задачи синтеза заданной стохастической
чувствительности дискретных циклов была реализована численная процедура
построения регулятора в виде обратной связи по отклонению от цикла, обес-
печивающего минимальные расходы на управление (п.4.1.4).

Системы с непрерывным временем. Для задачи синтеза заданной
стохастической чувствительности равновесных режимов двумерных систем
были построены регуляторы обратной связи и реализованы процедуры поиска
оптимального регулятора (4.2.14), (4.2.16) с критерием минимальности затрат
на управление. Был построен алгоритм расчета параметров статического
регулятора, обеспечивающего заданную стохастическую чувствительность
равновесия в системе с неполной информацией, когда доступные наблюдения
содержат случайные возмущения (п.4.2.3). Была реализована процедура
построения оптимального регулятора с критерием минимальности стохасти-
ческой чувствительности (4.2.48). Также был построен алгоритм расчета
матрицы динамического регулятора, составленного из обратной связи (4.2.62)
и фильтра (4.2.63), позволяющего синтезировать заданную стохастическую
чувствительность равновесия в случае неполной информации, когда до-
ступные наблюдения содержат случайные возмущения. Для задачи синтеза
заданной стохастической чувствительности циклов была реализована числен-
ная процедура построения регулятора в виде обратной связи по отклонению
от цикла. Для двумерных систем разработан и реализован алгоритм регуляри-
зации в случае, когда задача управления является некорректной (п.4.2.5). Для
трехмерных систем (п.4.2.6) построен алгоритм управления, опирающийся на
аппарат сингулярного разложения матрицы стохастической чувствительности
и матрицы коэффициентов регулятора. Для всех рассмотренных случаев
были реализованы процедуры компьютерного моделирования стохастической
динамики систем с построенными регуляторами.

6. Комплекс программ по компьютерному моделированию, ана-
лизу и управлению в моделях естестознания

Созданный комплекс программ, реализующих разработанные в рамках
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диссертационного исследования оригинальные методы моделирования, анали-
за и управления стохастическими нелинейными динамическими системами,
позволил решить ряд актуальных исследовательских задач в современных
разделах естествознания (соответствует пунктам 3,4 паспорта специальности
05.13.18).

Комплекс программ по стохастическим эффектам в модели течения
сложной жидкости (п.5.1 диссертации) решает следующие задачи: :

• Вычисление функции напряжения в слоях концентрированной суспензии
между двумя плоскостями. Программа реализует дискретизацию (5.1.3)
распределенной модели (5.1.1) по методу прямых и позволяет визуали-
зировать частотные и амплитудные характеристики автоколебательных
режимов;

• Вычисление функции напряжения в слоях жидкости в условиях случай-
ных флуктуаций постоянного сдвигового напряжения на верхней плоско-
сти (5.1.6);

• Вычисление стохастической чувствительности слоев жидкости. Програм-
ма реализует метод блочной декомпозиции системы алгебраических урав-
нений для матриц стохастической чувствительности (5.1.7);

• Параметрическое описание дисперсии напряжения в слоях методом пря-
мого моделирование и методом стохастической чувствительности;

• Вычисление стохастической чувствительности равновесных и автоколе-
бательных режимов для трехслойной дискретизации, локализация зоны
сверхвысокой чувствительности в зоне канардовского взрыва;

• Анализ механизмов стохастической возбудимости с помощью техники до-
верительных эллипсов.

Комплекс программ по стохастическим эффектам в модели проточного хи-
мического реактора (п.5.2 диссертации) решает следующие задачи

• Построение бифуркационной диаграммы и аттракторов детерминирован-
ной модели (5.2.1) в зонах моно- и бистабильности;

• Параметрический анализ стохастической чувствительности аттракторов,
построение доверительных областей. Анализ явления стохастической воз-
будимости равновесия с помощью техники доверительных эллипсов;
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• Стабилизация равновесного режима с помощью регулятора обратной свя-
зи в случае полной информации;

• Параметрическое описание коэффициентов регулятора обратной связи и
стабилизация равновесного режима в случае неполной информации.

Комплекс программ по стохастическим эффектам в кинетике гликолиза
(п.5.3 диссертации) решает следующие задачи

• Бифуркационный анализ и построение аттракторов детерминированной
модели (5.3.1);

• Параметрический анализ стохастической чувствительности равновесных
режимов, исследование вероятностных механизмов стохастического рас-
щепления методом доверительных областей;

• Параметрический анализ показателей Ляпунова и перехода к хаосу.

Комплекс программ по стохастическим эффектам в нейронной динамике
(п.5.4 диссертации) решает ряд исследовательских задач в моделях с дискрет-
ным и непрерывным временем.
Для одномерной дискретной модели Рулькова:

• Параметрический анализ бифуркаций, показателей Ляпунова и аттракто-
ров детерминированной модели (5.4.1);

• Параметрический анализ стохастической чувствительности равновесий и
хаотических аттракторов, исследование стохастических переходов между
ними с помощью метода доверительных областей;

• Параметрический анализ показателей Ляпунова и перехода к хаосу. По-
строение границ зон порядка и хаоса в плоскости параметра системы и
интенсивности шума.

Для двумерной дискретной модели Рулькова:

• Параметрический анализ аттракторов модели (5.4.2) вблизи бифурка-
ции Неймарка-Сакера, описание амплитудных и частотных характеристик
квазипериодических решений, формирующих замкнутые инвариантные
кривые;

• Параметрический анализ стохастической чувствительности равновесных
и квазипериодических осцилляторных режимов нейронной активности,
исследование стохастической возбудимости с помощью метода довери-
тельных областей;



351

• Локализация зоны ЗИКов-канардов, имеющих сверхвысокую стохастиче-
скую чувствительность. Анализ явления стохастического расщепления и
перехода от порядка к хаосу.

Для модели Фитцхью-Нагумо нейронной активности (5.4.3):

• Параметрический анализ стохастических переходов от покоя в режим
спайкинга;

• Сравнительный анализ стохастической чувствительности модели к воз-
действию белых и цветных шумов. Параметрическое описание резонанс-
ных явлений, связанных с изменение времени корреляции цветного шума.

Для моделиЮлихера волоскового пучка (5.4.4), осуществляющего механоэлек-
трические преобразования звуковых сигналов:

• Анализ стохастической генерации мультимодальных берстовых осцилля-
ций в зонах моно- и бистабильности;

• Параметрическое исследование индуцированных шумом переходов мето-
дом доверительных эллипсов и полос.

Для электрофизиологической четырехмерной модели Ходжкина-Хаксли
(п.5.4.4):

• Статистическое исследование вариативности осцилляторной активности
в зонах моно- и бистабильности;

• Параметрический анализ стохастической чувствительности четырехмер-
ных аттракторов;

• Геометрический анализ осцилляторной активности с использованием мет-
рики Махаланобиса и метода главных направлений.

Комплекс программ по стохастическим эффектам в популяционной дина-
мике (п.5.5 диссертации) решает ряд исследовательских задач в моделях с
дискретным и непрерывным временем.
Для дискретной модели Рикера с Олли эффектом и демографическим шумом
(5.5.1):

• Параметрический анализ индуцированного шумом вымирания и сокраще-
ния зоны выживания популяции с использованием аппарата стохастиче-
ской чувствительности регулярных и хаотических аттракторов;



352

• Построение оптимального регулятора, обеспечивающего структурную ста-
билизацию популяции.

Для непрерывной модели «хищник–жертва» с Олли эффектом и трофической
функцией Холлинга II типа (5.5.3):

• Параметрический анализ локальных и глобальных бифуркаций, опреде-
ляющих режимы динамики популяции;

• Геометрический анализ вызванного шумом вымирания методом довери-
тельных областей;

• Построение регулятора, стабилизирующего популяцию с помощью техни-
ки управления доверительными областями.

Для модели Траскотт-Бриндли (5.5.5), описывающей динамику сосуществую-
щих популяций фито- и зоопланктона со случайными флуктуациями емкости
экологической ниши:

• Параметрический анализ стохастических P - и D-бифуркаций, отражаю-
щих изменение осцилляторного поведения системы в условиях случайных
возмущений;

• Вероятностный анализ стохастической генерации фантомных аттракто-
ров, объясняющих резкое снижение численности зоопланктона при уве-
личении интенсивности флуктуаций.

Комплекс программ по стохастическим эффектам в климатической и вул-
канической динамике (п.5.6 диссертации) решает ряд исследовательских
задач.
Для трехмерной модели Зальцмана (5.6.1), описывающей климатические изме-
нения, вызванные нелинейными связями массы льда, температуры в глубине
океана и концентрации углекислого газа:

• Параметрический анализ детерминированного поведения в зоне седло-
узловой бифуркации на инвариантной кривой;

• Вероятностный анализ стохастической генерации большеамплитудных
климатических осцилляций с помощью метода доверительных эллипсо-
идов и техники главных направлений;

• Анализ вызванной шумом структурной стабилизации осцилляторной ди-
намики.
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Для трехмерной модели Айверсона (5.6.2), описывающей динамику вулкани-
ческой пробки в условиях нелинейного трения и случайных возмущений:

• Параметрическое описание зон моно- и бистабильности, представляющих
равновесные и осцилляторные режимы;

• Вероятностный анализ стохастической генерации осцилляций вулканиче-
ской пробки с помощью метода доверительных областей и техники стоха-
стической чувствительности.

Исходные программы, реализующие базовые вычислительные алгорит-
мы методов математического моделирования, анализа и управления, разрабо-
танные в диссертации, написаны на языке Pascal. Для визуализации результа-
тов расчетов использовались средства Matlab.

По этому комплексу получено одиннадцать свидетельств о государствен-
ной регистрации [237–247].



354

Заключение

Итоги выполненного исследования
В диссертационной работе реализован общий подход и разработаны ме-

тоды математического моделирования, анализа и управления сложными сто-
хастическими режимами нелинейных динамических систем в зонах порядка
и хаоса. Это позволило в рамках единой теории решить актуальные иссле-
довательские задачи, относящиеся к различным разделам естествознания. В
заключении перечислим основные результаты диссертационной работы.

1. Разработаны методы асимптотической аппроксимации вероятностных
распределений вблизи ряда аттракторов дискретных динамических систем с
шумами, зависящими от состояния. Получены спектральные критерии суще-
ствования устойчивых стационарных вторых моментов стохастических линей-
ных расширений нелинейных дискретных систем с параметрическими шумами
в случае равновесий и циклов.

2. Для случая двумерных дискретных систем, когда аттрактором явля-
ется замкнутая инвариантная кривая, разработана техника функции стохасти-
ческой чувствительности и построены конструктивные алгоритмы ее расчета.

3. Для случая одномерных дискретных систем с хаотическим одно- и
многокусочным аттрактором развита теория стохастической чувствительности
и построены конструктивные алгоритмы анализа разброса случайных состоя-
ний вблизи границ таких аттракторов.

4. Для случая двумерных дискретных систем построена теория стохасти-
ческой чувствительности хаотических аттрактора и построен конструктивный
алгоритм анализа разброса случайных состояний вблизи его границ.

5. Развита теория стохастической чувствительности равновесий непре-
рывных систем с цветными шумами. С помощью метода блочной декомпозиции
получены общие конструктивные методы расчета стохастической чувствитель-
ности, исследована ее зависимость от времен корреляции цветных шумов.

6. Для циклов неавтономных непрерывных систем с периодическими воз-
мущениями развита теория стохастической чувствительности и получено пара-
метрическое описание дисперсии случайных состояний вокруг невозмущенного
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цикла.
7. Построена техника математического моделирования распределений

случайных состояний вокруг аттракторов систем с дискретным и непрерыв-
ным временем в форме доверительных областей. Получены конструктивные
алгоритмы построения таких областей вокруг регулярных и хаотических ат-
тракторов с привлечением техники функций стохастической чувствительно-
сти, метрики Махаланобиса и метода главных направлений.

8. На основе разработанной теории создана общая методика и создан
комплекс алгоритмов и программ для исследования широкого круга индуци-
рованных шумом явлений в стохастических системах с дискретным и непре-
рывным временем. Здесь детально изучены стохастические переходы между
сосуществующими аттракторами и их частями, обратные стохастические би-
фуркации, явление стохастической генерации новых режимов вблизи локаль-
ных и глобальных бифуркаций, явление стохастической возбудимости и гене-
рации мультимодальных колебаний в моностабильных системах, бифуркация
стохастического расщепления предельных циклов, индуцированная шумом ге-
нерация и подавление хаоса, а также новое явление стохастической генерации
фантомного аттрактора.

9. Решены новые задачи управления равновесными и осцилляционными
режимами динамических систем, в том числе и при неполной информации.
Здесь в основу легла идея синтеза наперед заданной стохастической чувстви-
тельности аттрактора, конструктивные методы расчета которой разработаны
в первых двух главах диссертации. В задаче синтеза стохастической чувстви-
тельности проведено исследование вопросов управляемости и достижимости в
зависимости от геометрии управляющих воздействий. Для задачи управления
стохастическим циклом выявлены случаи некорректности и предложены кон-
структивные методы регуляризации. Разработана новая техника управления
доверительными областями, успешно примененная к решению задачи струк-
турной стабилизации и подавления хаоса.

10. Разработанные методы математического моделирования, анализа и
управления применены к конструктивному исследованию ряда актуальных
задач современного естествознания, связанных с анализом индуцированных
шумом осцилляций в течении сложной жидкости, исследованием стохастиче-
ской возбудимости и стабилизацией работы проточного химического реакто-
ра, анализом стохастической генерации осцилляций в гликолизе, исследовани-
ем вероятностных механизмов стохастической возбудимости в непрерывных и
дискретных нейронных моделях, анализом вызванных шумами экологических
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сдвигов и способов их предотвращения в дискретных и непрерывных моделях
популяционной динамики, исследованием вероятностных механизмов нелиней-
ных стохастических явлений в геофизике.

11. Специализированные численные методы и алгоритмы по решению
задач диссертации реализованы в виде комплекса программ. Его эффектив-
ность продемонстрирована в решении задач анализа стохастических явлений
в сложных системах разной физической природы.

Рекомендации и перспективы дальнейшей разработки темы
Полученные в диссертационной работе результаты открывают возмож-

ности изучения и конструктивного анализа сложных динамических процессов
и явлений в нелинейных стохастических моделях из различных областей есте-
ствознания. Теоретические результаты диссертации создали основу для даль-
нейшего развития техники функций стохастической чувствительности и рас-
пространения ее на более сложные математические модели, такие как распре-
деленные динамические системы, где особенно актуальным является исследо-
вание воздействия случайных возмущений на пространственно неоднородные
аттракторы – паттерны. Открытыми остаются и вопросы анализа стохастиче-
ской чувствительности аттракторов в системах с другими типами шумов, на-
пример негауссовскими. Системы с аномальной диффузией обнаружены в раз-
личных областях естествознания, поэтому важной является разработка адек-
ватных математических методов их анализа. Дополнительный спектр задач
открывается и в направлении развития методов управления сложными регу-
лярными и хаотическими режимами нелинейных динамических систем.
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