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D4>F9D<EF<> <EE?98G9@OI E<EF9@ < BCD989?9A<9 A4 QFB= BEAB69 B5?4EF< CD<@9-

A<@BEF< D4;D45BF4AAB= F9BD<< @47A<FAOI < F9D@B8<A4@<K9E><I E6B=EF6 4AE4@-
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RM<I K4EF<J CD< CB@BM< D4;D45BF4AAB7B >B@C?9>E4 CDB7D4@@.

2. �B;@B:ABEFP <ECB?P;B64A<S CB?GK9AAOI F9BD9F<K9E><I 84AAOI 8?S

E<AF9;4 AB6OI @47A<FB4>F<6AOI @4F9D<4?B6 E ;484AAO@< I4D4>F9D<EF<>4@<.

�BEFB69DABEFP CB?GK9AAOI D9;G?PF4FB6.

�BEFB69DABEFP D9;G?PF4FB6 8<EE9DF4J<BAAB= D45BFO CB8F69D:849FES <E-

CB?P;B64A<9@ 4CDB5<DB64AAOI EF4F<EF<>B-F9D@B8<A4@<K9E><I @9FB8B6 <EE?9-

8B64A<S, >?4EE<K9E><I K<E?9AAOI @9FB8B6, @4F9@4F<K9E>B= EFDB7BEFPR CB?G-

K9A<S 4A4?<F<K9E><I 6OD4:9A<=, EB7?4EB64AABEFPR F9BD9F<K9E><I D9;G?PF4FB6

E 84AAO@< >B@CPRF9DAOI Q>EC9D<@9AFB6 < GEC9LAO@ F9EF<DB64A<9@ D4;D45B-

F4AAOI CDB7D4@@AOI >B@C?9>EB6 A4 @B89?PAOI ;484K4I, <EE?98G9@OI 6 5B?99

D4AA<I D45BF4I 8DG7<I 46FBDB6.

�<KAO= 6>?48 46FBD4.

#BEF4AB6>4 J9?9= < ;484K <EE?98B64A<S 5O?4 6OCB?A9A4 EB6@9EFAB E A4GK-

AO@ DG>B6B8<F9?9@ �.�. �?H<@B6B=. �E9 D9;G?PF4FO, CD98EF46?9AAO9 6 7?464I

8<EE9DF4J<BAAB= D45BFO, BC<E4AO 6 CG5?<>4J<SI [30334]. #B87BFB6>4 A4GKAOI

CG5?<>4J<= CB F9@9 <EE?98B64A<S 6OCB?A9A4 6 EB46FBDEF69 E �.2. %B?B6Pё6B=,

�.". �64AB6O@ < A4GKAO@ DG>B6B8<F9?9@ �.�. �?H<@B6B=.

&9BD9F<K9E>B9 <EE?98B64A<9 @47A<FAOI < F9D@B8<A4@<K9E><I E6B=EF6 4A-

E4@5?9= B8AB8B@9AAOx B59;86<:9AAOI 6;4<@B89=EF6GRM<I EGC9DC4D4@47A<F-

AOI K4EF<J 6B 6A9LA9@ @47A<FAB@ CB?9 CDB6989AB 46FBDB@ ?<KAB.

%B;84A<9 < BCF<@<;4J<S 4?7BD<F@B6 K<E?9AAOI D9L9A<= GD46A9A<= <

BJ9A>4 FBKABEF< 4A4?<F<K9E><I HBD@G? CDB6989AO 46FBDB@ ?<KAB.

$9;G?PF4FO >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S, <ECB?P;B64AAO9 8?S BJ9A><

FBKABEF< 4A4?<F<K9E><I HBD@G? 5O?< CB?GK9AO EB6@9EFAB E �.2.%B?B6Pё6B=.

�EE?98B64A<9 @AB7B7D4AG?PAOI K4EF<J EB E?GK4=AO@ D4ECD989?9A<9@

7D4AG? CB B5N9@G CDB6B8<?BEP EB46FBD4@< < 6 8<EE9DF4J<BAAB= D45BF9 A9 D4E-

E@BFD9AB.
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EF<J, D4;D45BF4A 6 EB46FBDEF69 �.2. %B?B6Pё6B=, �.%. �69D96O@ < A4GKAO@

DG>B6B8<F9?9@ �.�. �?H<@B6B=.

#DB7D4@@AO= >B@C?9>E, 6<;G4?<;<DGRM<= @AB7B7D4AG?PAO9 K4EF<JO <

@B89?<DGRM<= <I @47A<FAO= BF>?<>, D4;D45BF4A 46FBDB@ ?<KAB.

�CDB54J<S D9;G?PF4FB6.

�?RK96O9 D9;G?PF4FO <EE?98B64A<= 8B>?48O64?<EP < B5EG:84?<EP A4 E9-

@< @9:8GA4DB8AOI < 6E9DBEE<=E><I A4GKAOI HBDG@4I:

 9:8GA4DB8A4S >BAH9D9AJ<S « 4F9@4F<K9E>B9 < >B@CPRF9DAB9 @B89?<-

DB64A<9 E6B=EF6 E@4DF-@4F9D<4?B6» (2020);

XXI �E9DBEE<=E>4S L>B?4-E9@<A4D CB CDB5?9@4@ H<;<>< >BA89AE<DB64A-

AB7B EBEFBSA<S 69M9EF64 %#(�%-21 (2021);

X)II �<@ASS L>B?4 CB @9I4A<>9 EC?BLAOI ED98 (2021);

VII  9:8GA4DB8A4S %F46DBCB?PE>4S >BAH9D9AJ<S CB @47A<FAO@ >B??B-

<84@ (2021);

VIII  9:8GA4DB8AO= �6DB-�;<4FE><= E<@CB;<G@ «&9A89AJ<< 6 @47A9-

F<;@9» EASTMAG-2022 (2022);

X) �E9DBEE<=E>4S E @9:8GA4DB8AO@ GK4EF<9@ #?9EE>4S >BAH9D9AJ<S CB

A4AB8<EC9DEAO@ @47A<FAO@ :<8>BEFS@ (2022);

VIII  9:8GA4DB8A4S %F46DBCB?PE>4S >BAH9D9AJ<S CB @47A<FAO@ >B??B-

<84@ (2023).

#G5?<>4J<<.

$9;G?PF4FO CDB6989AAOI <EE?98B64A<= 5O?< <;?B:9AO 6 L9EFA48J4F<

CG5?<>4J<SI, ED98< >BFBDOI CSFP EF4F9= 6 D9J9A;<DG9@OI A4GKAOI :GDA4?4I,

BCD989?9AAOI ��� $(, �FF9EF4J<BAAO@ EB69FB@ 'D(' < 6IB8SM<I 6 54;O

84AAOI Web of Science < Scopus [30334], 864 E6<89F9?PEF64 B 7BEG84DEF69AAB=

D97<EFD4J<< CDB7D4@@ 8?S 1� [35,36], FD< EF4FP< 6 E5BDA<>4I A4GKAOI FDG-

8B6 [37339], 4 F4>:9 L9EFP F9;<EB6 8B>?48B6 A4 @9:8GA4DB8AOI < 6E9DBEE<=E><I

A4GKAOI HBDG@4I [40345].

�?47B84DABEF<.

�6FBD 5?47B84D9A E6B9@G A4GKAB@G DG>B6B8<F9?R, ;4698GRM9@G >4H98-

DB= F9BD9F<K9E>B= < @4F9@4F<K9E>B= H<;<>< 'D(', 8.H.-@.A., 8BJ9AFG �?H<-

@B6B= �.�. < EF4DL9@G A4GKAB@G EBFDG8A<>G ?45BD4FBD<< @4F9@4F<K9E>B7B

@B89?<DB64A<S H<;<>B-I<@<K9E><I CDBJ9EEB6 6 @AB7BH4;AOI ED984I, >.H.-@.A.



11

%B?B6P96B= �.2. ;4 CB@BMP 6 D45BF9. �EE?98B64A<9 CDB6989AB CD< H<A4AEB6B=

CB889D:>9  <A<EF9DEF64 A4G>< < 6OEL97B B5D4;B64A<S $( CDB9>F «'D4?PE><=
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#B D9;G?PF4F4@ B5;BD4 ?<F9D4FGDO E89?4A 6O6B8, KFB H<;<K9E><9 E6B=-

EF64 < CB6989A<9 CB8B5AOI @4F9D<4?B6 BCD989?SRFES 6AGFD9AA9= EFDG>FGDB=

@47A<FAB7B A4CB?A<F9?S. �?<SA<9 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= < BEB59A-

ABEF9= CDBEFD4AEF69AAB= < BD<9AF4J<BAAB= 4DI<F9>FGDO B5D4;JB6 A4 <I @47-

A<FAO9 E6B=EF64 CDB89@BAEFD<DB64AB 6 CBE?98GRM<I 7?464I 8<EE9DF4J<<.

�FBD4S 7?464 «%6B=EF64 4AE4@5?9= B8<ABKAOI 6;4<@B89=EF6G-

RM<I EGC9DC4D4@47A<FAOI K4EF<J»

� 84AAB= 7?469 <EE?98B64AO E6B=EF64 E<EF9@O @BAB8<EC9DEAOI B59;86<-

:9AAOI K4EF<J, A4IB8SM<IES CB8 89=EF6<9@ 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S. $4E-

E@BFD9AO D4;?<KAO9 CB?B:9A<S BE9= ?97>B7B A4@47A<K<64A<S BFABE<F9?PAB7B

A4CD46?9A<S CBEFBSAAB7B @47A<FAB7B CB?S

�?S CDB6989A<S ED46A<F9?PAB7B 4A4?<;4 5O?< CD98EF46?9AO 864 64D<-

4AF4 D4ECD989?9A<S K4EF<J CB B5N9@G: 6 G;?4I CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F>< <

E?GK4=AO@ B5D4;B@.

#D< <EE?98B64A<< EF4F<K9E><I, @47A<FAOI < F9D@B8<A4@<K9E><I E6B=EF6

E<EF9@O 5O? <ECB?P;B64A @9FB8 D4;?B:9A<S E6B5B8AB= QA9D7<< �9?P@7B?PJ4 F

6 >?4EE<K9E><= 6<D<4?PAO= DS8 E FBKABEFPR 8B 6FBDB7B >BQHH<J<9AF4.

�EE?98B64AB 6?<SA<9 @9:K4EF<KAOI 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<=,

CB?B:9A<S BE9= ?97>B7B A4@47A<K<64A<S, A4CD46?9A<S < <AF9AE<6ABEF< 6A9L-

A97B @47A<FAB7B CB?S < BEB59AABEF9= CDBEFD4AEF69AAB= < BD<9AF4J<BAAB= 4D-

I<F9>FGDO A4 @47A<FAO9 E6B=EF64 E<EF9@O, F4><9 >4> A4K4?PA4S @47A<FA4S

6BECD<<@K<6BEFP, EF4F<K9E>4S A4@47A<K9AABEFP < F9C?B9@>BEFP.

#DBE?9:9A4 ;46<E<@BEFP @47A<FAB7B BF>?<>4 E<EF9@O BF CDBEFD4AEF69A-

AB= < BD<9AF4J<BAAB= EFDG>FGDO, HBD@<DGRM9=ES 6 4AE4@5?SI K4EF<J ;4 EK9F

@9:K4EF<KAB7B 8<CB?P-8<CB?PAB7B 6;4<@B89=EF6<S <I @47A<FAOI @B@9AFB6.
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!4 CD<@9D9 EF4F<K9E>B= A4@47A<K9AABEF< < F9C?B9@>BEF< CDB6989AB

ED46A9A<9 CB?GK9AAOI 4A4?<F<K9E><I 6OD4:9A<= < D9;G?PF4FB6 >B@CPRF9D-

AB7B @B89?<DB64A<S @9FB8B@  BAF9-�4D?B.

&D9FPS 7?464 «%F4F<K9E><= @47A<FAO= BF>?<> @AB7B7D4AG?P-

AOI K4EF<J ( �+) E D4;?<KAO@ K<E?B@ 7D4AG?»

� 84AAB= 7?469 <EE?98B64AO E6B=EF64 E<EF9@O, CD98EF46?SRM9= EB5B=

@AB7B7D4AG?PKGR K4EF<JG ( �+), 6AGFD< >BFBDB= D4ECB?474RFES A9CB86<:-

AO9 EGC9DC4D4@47A<FAO9 EH9D<K9E><9 7D4AG?O, D4;@9M9AAO9 6 G;?4I CDBEFB=

>G5<K9E>B= D9L9F><, A4IB8SM<9ES CB8 6B;89=EF6<9@ CBEFBSAAB7B 6A9LA97B @47-

A<FAB7B CB?S.

#DB6989A4 48BCF4J<S F9BD<< < 4A4?<F<K9E><I 6OD4:9A<=, CB?GK9AAOI 6B

6FBDB= 7?469, BC<EO64RM<I EF4F<K9E>GR A4@47A<K9AABEFP 5B?PLB7B 4AE4@5?S

A9CB86<:AOI EGC9DC4D4@47A<FAOI A4ABK4EF<J, D4ECB?B:9AAOI 6 G;?4I CDB-

EFB= >G5<K9E>B= D9L9F><, 8?S 6OK<E?9A<S @47A<FAB7B BF>?<>4  �+ E A95B?P-

L<@ >B?<K9EF6B@ 7D4AG? < EIB:9= 4DI<F9>FGDB=.

#DBE?9:9A4 ;46<E<@BEFP @47A<FAB7B BF>?<>4 @AB7B7D4AG?PAB= K4EF<JO

BF BD<9AF4J<BAAB= EFDG>FGDO, HBD@<DGRM9=ES 6 4AE4@5?SI K4EF<J ;4 EK9F

@9:K4EF<KAB7B 8<CB?P-8<CB?PAB7B 6;4<@B89=EF6<S <I @47A<FAOI @B@9AFB6,

>BAJ9AFD4J<< < >B?<K9EF64 7D4AG? 6 K4EF<J9.

"C<E4A 4?7BD<F@ @B89?<DB64A<S @47A<FAB7B @B@9AF4  �+ @9FB8B@  BA-

F9 �4D?B, CDB6989A4 BJ9A>4 CB7D9LABEF< K<E?9AAB7B D4EK9F4 >D<6B= A4@47A<-
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"C<E4A<9 CD<AJ<CB6 D45BFO >B@C?9>E4 CDB7D4@@, D4EEK<FO64RM97B D4;-
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C4D4@47A<FAOI K4EF<J E GK9FB@ <AF9AE<6ABEF< 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S, BEB-

59AABEF9= CDBEFD4AEF69AAB= < BD<9AF4J<BAAB= 4DI<F9>FGDO E<EF9@O, 4 F4>:9

CB?B:9A<S BE9= ?97>B7B A4@47A<K<64A<S.

"C<E4A<9 CD<AJ<CB6 D45BFO >B@C?9>E4 CDB7D4@@, 6<;G4?<;<DGRM97B
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89?<DB64FP <I @47A<FAO= BF>?<>.

�?S EB;84A<S CDB7D4@@AOI >B@C?9>EB6 5O?< <ECB?P;B64AO E<EF9@4 >B@-
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�?464 1. "5;BD EB6D9@9AAOI

<EE?98B64A<= @S7><I

@47A<FB4>F<6AOI @4F9D<4?B6

1.1. "EB59AABEF< @<>DBEFDG>FGDO

'@AO@< @4F9D<4?4@< A4;O64RFES 69M9EF64, B5?484RM<9 B8A<@ <?<

A9E>B?P><@< E6B=EF64@<, >BFBDO9 @B7GF 5OFP ;A4K<F9?PAB <;@9A9AO 6A9L-

A<@ 6B;89=EF6<9@, A4CD<@9D, @47A<FAO@ CB?9@, F4><9 >4> H9DDB:<8>BEF<,

H9DDB79?<, @47A<FAO9 Q@G?PE<<, @47A<FAO9 Q?4EFB@9DO < D4;?<KAO9 5<BEB6-

@9EF<@O9 @47A<FAO9 A4CB?A<F9?<. #B8B5AO9 69M9EF64 CD98EF46?SRF EB5B=

<E>GEEF69AAB E<AF9;<DG9@O9 E<EF9@O, EBEFBSM<9 <; @47A<FAOI A4ABK4EF<J,

6EFDB9AAOI 6 CB?<@9DAGR @4FD<JG <?< CB@9M9AAOI 6 A9@47A<FAGR :<8>BEFP-

ABE<F9?P [46348]. �4AAO9 @4F9D<4?O B5?484RF B5L<DAO@ A45BDB@ I<@<K9E><I,

H<;<K9E><I < @9I4A<K9E><I E6B=EF6 CB?<@9DAOI < :<8><I ED98 E E<?PAO@ BF-

>?<>B@ A4 G@9D9AAO9 6A9LA<9 @47A<FAO9 CB?S, ?97>B 8BEF<:<@O9 6 CD4>F<-

K9E><I < ?45BD4FBDAOI GE?B6<SI.  AB7<9 @9FB8O <ECB?P;B64A<S CB8B5AOI 69-

M9EF6 G:9 ;4C4F9AFB64AO < CB?P;GRFES 6OEB><@ ECDBEB@ A4 DOA>9 C9D98B6OI

F9IAB?B7<=. &4>, @S7><9 @47A<FB4>F<6AO9 @4F9D<4?O <ECB?P;GRFES 8?S EB;84-

A<S <E>GEEF69AAOI @OLJ 6 DB5BFBF9IA<>9, @47A<FBCB?<@9DAOI C?9AB> < C?B@5

6 D979A9D4F<6AB= @98<J<A9, @4FD<J 8?S 6OD4M<64A<S 5<B?B7<K9E><I F>4A9= E

@47A<FBGCD46?S9@O@< 6AGFD9AA<@< EFDG>FGD4@< 6 FD4AEC?4AFB?B7<<, 6 >4-

K9EF69 @47A<FBCDB6B8B6 FD4AEHBD@4FBDB6 < Q?9>FDB@47A<FB6, CD< EB;84A<<

6OEB>BFBKAOI <;@9D<F9?PAOI CD<5BDB6, 4 F4>:9 6 >4K9EF69 GE<?<F9?9= @9I4-

A<K9E>B7B A4CDS:9A<S < @47A<FBGCD46?S9@OI 79D@9F<;4FBDB6 6 >BE@<K9E>B=,
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I<@<K9E>B= < 7BDAB8B5O64RM9= CDB@OL?9AABEFSI [6,9311,49353]. #B@<@B CDB-

K97B, 84AAO9 @4F9D<4?O S6?SRFES A9;4@9A<@O@ <AEFDG@9AFB@ 8?S @47A<FAB=

7<C9DF9D@<<, 6 >BFBDB= @<>DB86<:9A<S @47A<FAOI A4ABK4EF<J 6 C9D9@9AAB@

@47A<FAB@ CB?9 CD<6B8SF > A47D96G < D4;DGL9A<R BCGIB?96OI >?9FB> [54358].

$94>J<S @47A<FAB7B @B@9AF4 6 A4ABD4;@9DAOI K4EF<J4I A4 CD<?B:9A-

AB9 @47A<FAB9 CB?9 BCD989?S9FES 86G@S @9I4A<;@4@< BD<9AF4J<BAAB= D9?4>-

E4J<<: 5DBGAB6E><@ 6D4M9A<9@ F9?4 K4EF<JO 6@9EF9 E 99 @47A<FAO@ @B@9AFB@

< EGC9DC4D4@47A<FAO@ A99?96E><@ 6D4M9A<9@ @47A<FAB7B @B@9AF4 6AGFD< K4-

EF<JO ;4 EK9F F9C?B6OI H?G>FG4J<=. � 4AE4@5?SI A4ABK4EF<J, CB@9M9AAOI 6

A9>BFBDO9 :<8><9 ABE<F9?<, <;69EFAO9 >4> H9DDB:<8>BEF<, <@9RF @9EFB B54

@9I4A<;@4. �A98D9A<9 A4ABK4EF<J 6 CB?<@9DAGR @4FD<JG <?< 5<B?B7<K9E><9

F>4A< @B:9F CD<69EF< > K4EF<KAB= <?< CB?AB= CBF9D9 >4> CBEFGC4F9?PAB=, F4>

< 6D4M4F9?PAB= E6B5B8O. � QFB@ E?GK49 EGC9DC4D4@47A<FA4S A99?96E>4S D9?4>-

E4J<S EF4AB6<FES BEAB6AO@ @9I4A<;@B@, BCD989?SRM<@ @47A<FAO9 E6B=EF64

4AE4@5?9= F4><I A9CB86<:AOI A4ABK4EF<J [59361]. � IB89 <EE?98B64A<= [62365]

5O?B GEF4AB6?9AB, KFB 8<A4@<>4 D9?4>E4J<< @47A<FAB7B @B@9AF4 6 A4ABK4EF<-

J4I ;46<E<F BF J9?B7B DS84 H4>FBDB6, F4><I >4> D4;@9D K4EF<J, 6?<SRM<= A4

CDBJ9EE D9?4>E4J<< @47A<FAB7B @B@9AF4, 4 F4> :9 <AF9AE<6ABEFP @47A<FAB7B

CB?S, BCD989?SRM97B 6D9@S, A9B5IB8<@B9 K4EF<J4@ 8?S 8BEF<:9A<S D46AB69E-

AB7B EBEFBSA<S. #B?GK9AAO9 D9;G?PF4FO CB8K9D><64RF 64:ABEFP GK9F4 L<DB>B-

7B EC9>FD4 I4D4>F9D<EF<> CD< 4A4?<;9 < @B89?<DB64A<< CDBJ9EEB6 D9?4>E4J<<

6 @47A<FAOI A4ABK4EF<J4I.

%97B8AS EGM9EF6G9F @AB:9EF6B GEFBS6L<IES @9FB8B6 E<AF9;4, CB;6B?SR-

M<I <;7BF46?<64FP @47A<FAO9 >B@CB;<FO E D4;ABB5D4;AO@< A4AB- < @<>DB-

E>BC<K9E><@< F9>EFGD4@< [66368]. $4;?<KAB9 D4ECD989?9A<9 @47A<FAOI A4AB-

K4EF<J 6AGFD< B5D4;J4 CD<6B8<F > ;A4K<F9?PAB@G <;@9A9A<R 97B B5N9@AOI

E6B=EF6. �DB@9 FB7B, @9:K4EF<KAO9 8<CB?P-8<CB?PAO9 6;4<@B89=EF6<S B>4;O-

64RF E<?PAB9 6?<SA<9 A4 @4>DBE6B=EF64 E<EF9@O, KFB CB-D4;AB@G CDBS6?S9FES 6

>B@CB;<F4I A4 :<8>B= <?< CB?<@9DAB= BEAB69: E<?PAO9 @9:K4EF<KAO9 8<CB?P-

8<CB?PAO9 6;4<@B89=EF6<S 6 H9DDB:<8>BEF< CD<6B8SF > 47D974J<< [69372], FB-

784 >4> 6 E<EF9@9 A9CB86<:AOI @47A<FAOI A4ABK4EF<J @9:K4EF<KAO9 6;4<@B-

89=EF6<S @B7GF 5OFP CD<K<AB= FB?P>B 8?S EFDG>FGD<DB64A<S @47A<FAOI @B-

@9AFB6 A4ABK4EF<J, CBE>B?P>G E4@< K4EF<JO BEF4RFES A9CB86<:AO@< [73375].
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�?<SA<9 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= A4 @47A<FAO9 E6B=EF64 H9D-

DB:<8>BEF9= IBDBLB <;GK9AB F9BD9F<K9E>< [76380] < Q>EC9D<@9AF4?PAB [81383],

4 F4>:9 E CB@BMPR @9FB8B6 >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S [72, 77380, 84]. �

K4EFABEF<, GEF4AB6?9AB, KFB CB8B5AO9 6;4<@B89=EF6<S 6?<SRF A4 BD<9AF4J<R

H9DDBK4EF<J, @47A<FAGR 6BECD<<@K<6BEFP < 6S;>BEFP, 4 F4>:9 H4;B6O9 C9D9IB-

8O < EFDG>FGDAGR BD74A<;4J<R H9DDB:<8>BEF9=. "8A4>B, A9E@BFDS A4 B5L<D-

AB9 >B?<K9EF6B <EE?98B64A<=, CBE6SM9AAOI 84AAB= F9@4F<>9, D4;D45BF>4 F9B-

D<<, GK<FO64RM9= 8<CB?P-8<CB?PAO9 6;4<@B89=EF6<S 6 E<EF9@9 A9CB86<:AOI

EGC9DC4D4@47A<FAOI A4ABK4EF<J, 6E9 9M9 BEF49FES E?B:AB= ;484K9=. �?47B84DS

EB6D9@9AAO@ Q>EC9D<@9AF4?PAO@ @9FB84@ E<AF9;4 @47A<FB4>F<6AOI @4F9D<4-

?B6 5O? D4;D45BF4A L<DB><= EC9>FD @9I4A<;@B6 CB 6EFD4<64A<R @47A<FAOI

K4EF<J 6 CB?<@9DAGR @4FD<JG < EB;84A<R @47A<FAOI K4EF<J D4;ABB5D4;AOI

HBD@. %D98< CD<@9DB6 CB8B5AOI @47A<FAOI K4EF<J @B:AB 6O89?<FP Q??<C-

EB<8O < EF9D:A< [85387], 4 F4>:9 @47A<FAO9 >G5O [88392], IBFS >?4EE<K9E><@

A4CB?A<F9?9@ CB-CD9:A9@G BEF4RFES @47A<FAO9 K4EF<JO, <@9RM<9 EH9D<K9-

E>GR HBD@G [93, 94]. $4;?<KAO9 ECBEB5O 6A98D9A<S @47A<FAOI K4EF<J 6 CB-

?<@9DAGR @4FD<JG B5GE?46?<64RF EF9C9A< FD4AE?SJ<BAAB= < BD<9AF4J<BAAB=

E6B5B8O @47A<FAB7B A4CB?A<F9?S 6AGFD< CB?<@9D4: HGA>J<BA4?<;<DB64AA4S

CB69DIABEFP K4EF<JO @B:9F B5D4;B64FP I<@<K9E>GR E6S;P E CB?<@9D4@<. � F4-

>B@ E?GK49 6D4M9A<S < E86<7< K4EF<J 5G8GF B7D4A<K9AO @9I4A<K9E>B= E6S;PR E

CB?<@9DAB= @4FD<J9= [95397]; K4EF<JO @B7GF 5OFP H<;<K9E>< ;4I64K9AO 6 CB-

?O9 >4D@4AO CB?<@9DAB= @4FD<JO, EBID4ASS 6OEB>GR BD<9AF4J<BAAGR E6B5B-

8G, AB <ECOFO64S CD< QFB@ B7D4A<K9A<S 6 CDBEFD4AEF69AAB@ C9D9@9M9A<< [98];

K4EF<JO @B7GF 5OFP :9EF>B 6A98D9AO 6 CB?<@9D F4>, KFB E86<7< < 6D4M9A<S

K4EF<J EF4AGF BK9AP ;4FDG8A<F9?PAO, 4 K4EF<JO 5G8GF CD4>F<K9E>< CB?ABEFPR

B59;86<:9AO [99]. �ECB?P;B64A<9 EF4F<K9E>B7B @47A<FAB7B CB?S 6B 6D9@S CB-

?<@9D<;4J<< H9DDB:<8>BEF< CB;6B?S9F CB?GK4FP B5D4;JO E 4A<;BFDBCAO@<

@47A<FAO@<, @9I4A<K9E><@< < BCF<K9E><@< E6B=EF64@< [53,100,101].

�A<;BFDBCAO9 E6B=EF64 QHH9>F<6AB CD<@9ASRFES 6 >4K9EF69 D97G?<DGR-

M97B C4D4@9FD4 8?S CB?GK9A<S A9B5IB8<@OI EJ9A4D<96 @47A<FAB7B, F9D@B8<A4-

@<K9E>B7B, @9I4A<K9E>B7B, D9B?B7<K9E>B7B CB6989A<S @S7><I @47A<FB4>F<6AOI

>B@CB;<FB6. "D<9AF4J<BAAB9 F9>EFGD<DB64A<9 < CDBEFD4AEF69AAB9 D4ECB?B:9-

A<9 K4EF<J @47A<FAB7B A4CB?A<F9?S, B5D4;B64AAO9 6 CDBJ9EE9 E<AF9;4 B5D4;J4,
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7?46AO@ B5D4;B@ BCD989?SRF CB6989A<9 < E6B=EF64 >B@CB;<F4, 4 F4>:9 BEB59A-

ABEF< 97B D94>J<< A4 @47A<FAO9 CB?S [1023107].

!96;<D4S A4 5B?PLB9 D4;ABB5D4;<9 @47A<FAOI A4CB?A<F9?9=, CB?<@9D-

AOI < :<8><I ED98, < 6AGL<F9?PAO= A45BD @9FB8B6 6A98D9A<S @47A<FAOI K4-

EF<J 6 @4FD<JG-ABE<F9?P [1083110], CB;6B?SRM<I EB;8464FP @47A<FB4>F<6AO9

@4F9D<4?O E L<DB><@ EC9>FDB@ >4K9EF69AAOI BEB59AABEF9= < HGA>J<BA4?PAOI

6B;@B:ABEF9=, <ECB?P;B64A<9 CB8B5AOI @4F9D<4?B6 6 6OEB>BFBKAOI F9IAB?B-

7<SI A4 CBEFBSAAB= BEAB69 FD95G9F >BAFDB?S < K9F>B7B CDB7AB;<DB64A<S <I

BF>?<>4 A4 CD<?B:9AAO9 6A9LA<9 @47A<FAO9 CB?S.

� CBE?98A<I <EE?98B64A<SI, CBE6SM9AAOI 84AAB= CDB5?9@9, E <ECB?P;B-

64A<9@ EF4F<EF<>B-@9I4A<K9E>B= F9BD<< < >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S 5O?

D4EE@BFD9A @47A<FAO= BF>?<> E<EF9@ A9CB86<:AOI 6;4<@B89=EF6GRM<I B8AB-

8B@9AAOI A4ABK4EF<J, D4ECD989?9AAOI E?GK4=AO@ B5D4;B@ <?< D4;@9M9AAOI 6

G;?4I CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F>< 6AGFD< A9S6AB= F69D8B= @4FD<JO [75, 111].

� D45BF9 [111] 5O?< D4EE@BFD9AO EGC9DC4D4@47A<FAO9 K4EF<JO E B8ABBEAB=

@47A<FAB= 4A<;BFDBC<9= < A99?96E><@ @9I4A<;@B@ D9?4>E4J<< @47A<FAOI @B-

@9AFB6 K4EF<J. "E< ?97>B7B A4@47A<K<64A<S 5O?< D4ECB?B:9AO 6 EBBF69FEF6<<

E BCD989?9AAO@< F9>EFGD4@<: 6ODB6A9AO C4D4??9?PAB <?< C9DC9A8<>G?SDAB

6A9LA9@G @47A<FAB@G CB?R. � D9;G?PF4F9 <;GK9A<S 84AAOI @B89?9= 5O?B GEF4-

AB6?9AB, KFB A4K4?PA4S @47A<FA4S 6BECD<<@K<6BEFP @47A<FAOI @4F9D<4?B6 E

D4;?<KAB= F9>EFGDB= E<?PAB ;46<E<F BF QA9D7<< >D<EF4??B7D4H<K9E>B= @47A<F-

AB= 4A<;BFDBC<<. �E9 E?GK4< 6;4<@B89=EF6<S @9:8G A4ABK4EF<J4@< CD<6B8<?<

> DBEFG A4K4?PAB= 6BECD<<@K<6BEF<, AB G C4D4??9?PAB= F9>EFGDO BA4 G69?<K<-

64?4EP 7BD4;8B E<?PA99, K9@ G C9DC9A8<>G?SDAB=. � D45BF9 [75] CD98CB?474?BEP,

KFB A4ABK4EF<JO 6A98DSRFES 6 G;?O CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F>< < D9?4>E4-

J<S @47A<FAOI @B@9AFB6 A4ABK4EF<J CDB<EIB8<F CB 5DBGAB6E>B@G @9I4A<;@G.

+4EF<JO A9 B5?484?< EB5EF69AAB= @47A<FAB= 4A<;BFDBC<9=, AB @B7?< 6D4M4FP-

ES 6 G;?4I D9L9F>< CB8 89=EF6<9@ 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S < 6 D9;G?PF4F9

@9:K4EF<KAOI 8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<=.  47A<FAO9 E6B=EF64 CDBEFB= >G5<-

K9E>B= D9L9F>< ED46A<64?<EP E @47A<FAO@< E6B=EF64@< H9DDB:<8>BEF<, @B-

89?<DG9@B= E<EF9@B= CB86<:AOI 8<CB?PAOI F69D8OI EH9D. 'EF4AB6?9AB, KFB

CD< E?45OI 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<SI A4@47A<K9AABEFP CB86<:AOI

8<CB?PAOI F69D8OI EH9D < CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F>< B8<A4>B64. "8A4>B
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CD< E<?PAB= < G@9D9AAB= 8<CB?PAB= E6S;< < E?45B@ @47A<FAB@ CB?9 E<EF9-

@4 CB86<:AOI 8<CB?PAOI F69D8OI EH9D A4@47A<K<649FES 6OL9, K9@ E<EF9@4

CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F><, FB784 >4> CD< 5B?99 E<?PAOI CB?SI A45?R849FES

CDBF<6BCB?B:A4S F9A89AJ<S. �4AAO9 <EE?98B64A<S A47?S8AB 89@BAEFD<DGRF,

>4> D4;?<KAO9 D4ECD989?9A<S @47A<FAOI A4ABK4EF<J 6AGFD< B5D4;J4 @B7GF <;-

@9ASFP 97B @4>DBE6B=EF64. &9@ A9 @9A99 F9BD<S 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=-

EF6<= 6 E<EF9@9 A9CB86<:AOI EGC9DC4D4@47A<FAOI K4EF<J BEF49FES A9;469D-

L9AAB=, F4> >4> D4EE@BFD9AAO9 @B89?< FD95GRF <EE?98B64A<S 6 5B?99 B5M<I

E?GK4SI, 4 CB?GK9AAO9 F9BD9F<K9E><9 84AAO9 AG:84RFES 6 D4EL<D9A<< B5?4EF<

CD<@9A<@BEF<.

!4IB8SEP 6AGFD< :<6B7B BD74A<;@4, A4ABK4EF<JO @B7GF CB7?BM4FPES

>?9F>4@<.  9I4A<;@O < BEB59AABEF< QFB7B CDBJ9EE4 CB8DB5AB BC<E4AO 6 [112].

� D9;G?PF4F9 A4ABK4EF<JO, A4IB8SEP 6 B7D4A<K9AAB@ B5N9@9 SK9=><, K4EF<KAB

<?< CB?ABEFPR F9DSRF E6B< CBEFGC4F9?PAO9 < BD<9AF4J<BAAO9 EF9C9A< E6B5B-

8O < B5D4;GRF >BA7?B@9D4F, >BFBDO= @B:AB D4EE@4FD<64FP >4> @AB7B7D4AG?P-

AGR K4EF<JG ( �+). $4;?<KAB9 CDBEFD4AEF69AAB9 D4ECD989?9A<9 7D4AG? 6AGFD<

 �+ < <I >B?<K9EF6B 6 K4EF<J9 CD<6B8<F > <;@9A9A<S@ 99 D94>J<< A4 CD<?B-

:9AAB9 @47A<FAB9 CB?9. �A4?<; CB8B5AOI BEB59AABEF9= KD9;6OK4=AB 64:9A CD<

D4;D45BF>9 EB6D9@9AAOI @9FB8B6 5<B<A:9A9D<< < 5<B@98<J<AO.

#DBJ9EEO HBD@<DB64A<S  �+, 5<BEB6@9EF<@BEFP < D94>J<S K4EF<JO A4

@47A<FAO9 CB?S 5O?< CB8DB5AB <;GK9AO F9BD9F<K9E>< [113], Q>EC9D<@9AF4?PAB

[1143119], 4 F4>:9 E CB@BMPR @9FB8B6 >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S [1203123].

� F9BD9F<K9E><I <EE?98B64A<SI CD98CB?474?BEP, KFB  �+ EB89D:<F 5B?PLB9

>B?<K9EF6B 7D4AG?. �?S GK9F4 @9:K4EF<KAOI 6;4<@B89=EF6<= CD< 4A4?<F<K9-

E>B@ BC<E4A<< @47A<FAOI E6B=EF6  �+ 6 D45BF9 [122] 5O? CD98?B:9A @9FB8,

BEAB64AAO= A4 CD<5?<:9A<< EC?BLAB= ED98O, GK<FO64RM<= D4;@47A<K<64R-

M<9 QHH9>FO, E6S;4AAO9 E B7D4A<K9AAO@ B5N9@B@  �+. � E?GK49 A95B?PLB7B

K<E?4 7D4AG? 6 K4EF<J9 CB8B5AB9 CD<5?<:9A<9 EF4AB6<FES A96B;@B:AO@, CB-

E>B?P>G A9?P;S CD<@9ASFP EF4F<EF<K9E><9 @9FB8O > A95B?PL<@ 4AE4@5?S@ K4-

EF<J. �4AA4S BEB59AABEFP CD<6B8<F > A9B5IB8<@BEF< CDB6989A<S CDS@B7B 4A4-

?<;4 @9?>B@4ELF45AB= EFDG>FGDO  �+.

� 8<EE9DF4J<BAAB= D45BF9 <EE?98G9FES 6?<SA<9 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<-

@B89=EF6<=, BEB59AABEF9= 6AGFD9AA9= EFDG>FGDO < @47A<FAB= 4A<;BFDBC<< A4



19

@47A<FAO9 E6B=EF64 B8AB8B@9AAOI B59;86<:9AAOI 6;4<@B89=EF6GRM<I EGC9D-

C4D4@47A<FAOI K4EF<J, E A99?96E><@ @9I4A<;@B@ D9?4>E4J<< @47A<FAOI @B-

@9AFB6, A4IB8SM<IES 6B 6A9LA9@ @47A<FAB@ CB?9, D4ECD989?9AAOI CB B5N9@G

CDB<;6B?PAO@ B5D4;B@ ?<5B D4;@9M9AAOI 6 G;?4I CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F-

><. � IB89 <EE?98B64A<S 5O?< D4EE@BFD9AO E<EF9@O, CD98EF46?SRM<9 EB5B=

EC?BLAO9 ED98O <  �+, EB89D:4M<9 D4;?<KAB9 K<E?B 7D4AG?.

�?<SA<9 >B?<K9EF64 7D4AG? < BEB59AABEF9= <I CDBEFD4AEF69AAB7B D4E-

CB?B:9A<S A4 EF4F<K9E>B9 A4@47A<K<64A<9  �+ <EE?98G9FES E CB@BMPR

EF4F<EF<>B-@9I4A<K9E>B= F9BD<< < >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S @9FB8B@

 BAF9-�4D?B.

1.2. "EAB6AO9 6<8O 6;4<@B89=EF6<S @47A<FAOI

K4EF<J

� A4EFBSM99 6D9@S IBDBLB <;GK9A < BC<E4A J9?O= DS8 D4;?<KAOI 6<8B6

6;4<@B89=EF6<S @47A<FAOI K4EF<J [124]:

1. �9=@4AB6E><9 6;4<@B89=EF6<S. +4EF<JO, B5?484RM<9 @47A<FAO@ @B-

@9AFB@, @B7GF 6;4<@B89=EF6B64FP E 6A9LA<@ @47A<FAO@ CB?9@, KFB S6?S9FES

BEAB6AB= CD<K<AB= 6?<SA<S @47A<FAOI CB?9= A4 CB6989A<9 < E6B=EF64 @4F9-

D<4?B6. !4CD<@9D, CB8 6B;89=EF6<9@ 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S @47A<FAO9

K4EF<JO @B7GF BD<9AF<DB64FPES <?< 6OEFD4<64FPES 6 BCD989?9AAB@ CBDS8>9.

2. !99?96E><9 6;4<@B89=EF6<S. �4> CD46<?B, >D<EF4??<K9E>4S EFDG>FGD4

@47A<FAB7B @4F9D<4?4 A4ABK4EF<JO @B89?<DG9FES CD< CB@BM< B8ABBEAB=

@47A<FAB= 4A<;BFDBC<<. 1A9D7<S !99?S I4D4>F9D<;G9F 6;4<@B89=EF6<9 @47-

A<FAB7B @B@9AF4 E BEPR ?97>B7B A4@47A<K<64A<S.

3. #4DAO9 @9:K4EF<KAO9 6;4<@B89=EF6<S.  47A<FAO9 K4EF<JO ECBEB5AO

B>4;O64FP 6?<SA<9 8DG7 A4 8DG74 CBED98EF6B@ @47A<FAOI CB?9=, >BFBDB9

A4;O649FES 8<CB?P-8<CB?PAO@ 6;4<@B89=EF6<9@ < BCD989?SRFES >?4EE<K9E><@

84?PAB89=EF6GRM<@, 4A<;BFDBCAO@ 8<CB?P-8<CB?PAO@ CBF9AJ<4?B@.
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4. �<8DB8<A4@<K9E><9 < GCDG7<9 6;4<@B89=EF6<S. � BCD989?9AAOI

E<EF9@4I @47A<FAO9 K4EF<JO @B7GF C9D9@9M4FPES 6 :<8><I <?< F69D8OI @4F-

D<J4I. �;4<@B89=EF6<9 @47A<FAOI K4EF<J 6 @47A<FAB= :<8>BEF< @B:9F 5OFP

BCD989?9AB 7<8DB8<A4@<K9E><@< E<?4@<, 4 6;4<@B89=EF6<9 A4ABK4EF<J 6 F69D-

8B= @4FD<J9 @B:9F 5OFP E6S;4AB E GCDG7<@< 89HBD@4J<S@< @4FD<JO-ABE<F9?S.

5. %F9D<K9E><9 6;4<@B89=EF6<S K9D9; ;4M<FAO9 B5B?BK><. �B @AB7<I

E?GK4SI @47A<FAO9 K4EF<JO @B7GF 5OFP CB>DOFO ;4M<FAO@< B5B?BK>4@<,

>BFBDO9 @B7GF ;A4K<F9?PAB CB6?<SFP A4 BEB59AABEF< <I CB6989A<S. %F9D<-

K9E><9 6;4<@B89=EF6<S 6>?RK4RF 6 E95S QHH9>FO, E6S;4AAO9 E D4;@9D4@<,

HBD@4@< < I<@<K9E>B= CD<DB8B= B5B?BK>< K4EF<J. �4M<FAO9 B5B?BK>< @B7GF

@B8<H<J<DB64FP @47A<FAO9 E6B=EF64 < 6;4<@B89=EF6<S @47A<FAOI K4EF<J, 4

F4>:9 B59EC9K<64FP <I EF45<?PABEFP < 8<EC9DE<R 6 D4;?<KAOI ED984I.

6. �;4<@B89=EF6<S, 6B;A<>4RM<9 ;4 EK9F �4A-89D-�44?PEB6OI E<?. �4A-

89D-�44?PEB6O E<?O <7D4RF 64:AGR DB?P 6 D4;?<KAOI H<;<>B-I<@<K9E><I

CDBJ9EE4I, F4><I >4> 48EBD5J<S, >B47G?SJ<S, < >BA89AE4J<S. 1FB @9:-

@B?9>G?SDAO9 6;4<@B89=EF6<S, >BFBDO9 6B;A<>4RF 6E?98EF6<9 CBS6?9A<S

@B@9AF4?PAOI 8<CB?PAOI @B@9AFB6, 6O;64AAOI >D4F>B6D9@9AAO@ A9D46AB-

@9DAO@ D4ECD989?9A<9@ Q?9>FDBAB6 6 4FB@4I < @B?9>G?4I.

�DB@9 C9D9K<E?9AAOI 6;4<@B89=EF6<=, 6 E<EF9@4I E @47A<FAO@< K4EF<-

J4@< F4>:9 @B7GF CD<EGFEF6B64FP 8DG7<9 6<8O QA9D7<= < E<?. �EE?98B64A<9

< CBA<@4A<9 D4;?<KAOI 6<8B6 6;4<@B89=EF6<= @47A<FAOI K4EF<J CB;6B?S9F

EB;8464FP AB6O9 @4F9D<4?O E BCD989?9AAO@< @47A<FAO@< E6B=EF64@<, D4;D4-

54FO64FP @47A<FAO9 < @47A<FBQ?9>FD<K9E><9 GEFDB=EF64, 4 F4>:9 CD<@9ASFP

CB?GK9AAO9 D9;G?PF4FO 6 @98<J<A9, <A:9A9D<< < 8DG7<I BFD4E?SI.

�8<ABD4;B6O= GK9F 6E9I 6<8B6 6;4<@B89=EF6<= S6?S9FES >D4=A9 E?B:AB=

;484K9=, 6 E6S;< E K9@ CD< CBEFDB9A<< F9BD9F<K9E><I @B89?9= 6E9784 6O89?S-

RF BEAB6AO9 H4>FBDO, >BFBDO9 BCD989?SRF CB6989A<9 E<EF9@O 6 >BA>D9FAB@

<EE?98G9@B@ E?GK49.
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� 8<EE9DF4J<BAAB= D45BF9 CD< @B89?<DB64A<< E6B=EF6 4AE4@5?9= EG-

C9DC4D4@47A<FAOI K4EF<J GK<FO64RFES 6;4<@B89=EF6<S @47A<FAOI @B@9AFB6

8DG7 E 8DG7B@, E 6A9LA<@ @47A<FAO@ CB?9@ < BES@< ?97>B7B A4@47A<K<64A<S.

�4AAO9 CBF9AJ<4?O S6?SRFES BCD989?SRM<@< 6 CB6989A<< D4EE@4FD<649@OI

E<EF9@.

#BE>B?P>G CBEFGC4F9?PAO9 < 6D4M4F9?PAO9 EF9C9A< E6B5B8O K4EF<J 6 <E-

E?98G9@OI B5D4;J4I CB?474RFES «;4@BDB:9AAO@<», BEF4?PAO9 CBF9AJ<4?O A9

S6?SRFES BCD989?SRM<@< < A9 GK<FO64RFES.

1.3.  9FB8O >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S

�B@CPRF9DAB9 @B89?<DB64A<9 S6?S9FES B8A<@ <; A4<5B?99 >4K9EF69AAOI

ECBEB5B6 BJ9A>< FBKABEF< ?R5B= @4F9@4F<K9E>B= @B89?<. �4AAO= @9FB8 CB;6B-

?S9F CDB6B8<FP EF4F<EF<K9E><9 BJ9A>< < CB?GK4FP K<E?9AAO9 D9;G?PF4FO 8?S

D4A99 A98BEFGCAOI ;484K, <ECB?P;B64FP I4BF<K9E>GR CD<DB8G E<EF9@O 8?S CB-

?GK9A<S <AHBD@4J<< B 99 E6B=EF64I. �DB@9 FB7B, >B@CPRF9DAB9 @B89?<DB64A<9

CB;6B?S9F CDB6B8<FP Q>EC9D<@9AFO 8?S E<EF9@, E6B=EF64 >BFBDOI A9 @B7GF 5OFP

BC<E4AO EFDB7<@< @4F9@4F<K9E><@< 6OD4:9A<S@<.

� 8<EE9DF4J<BAAB= D45BF9 CD< BJ9A>9 F9BD<<, BC<EO64RM9= @47A<FAO9

E6B=EF64 4AE4@5?9= B59;86<:9AAOI 6;4<@B89=EF6GRM<I EGC9DC4D4@47A<FAOI

K4EF<J, 5O?B <ECB?P;B64AB >?4EE<K9E>B9 8?S CB8B5AOI ;484K >B@CPRF9DAB9 @B-

89?<DB64A<9 @9FB8B@  BAF9-�4D?B [78,1203123,125].

 9FB8  BAF9-�4D?B 8?S >4ABA<K9E>B7B NV T -4AE4@5?S S6?S9FES BC-

F<@4?PAO@ CB8IB8B@ CD< @B89?<DB64A<< E<EF9@ E H<>E<DB64AAO@ K<E?B@

K4EF<J (N), H<>E<DB64AAO@ B5N9@B@ (V ) < CBEFBSAAB= F9@C9D4FGDB= (T ).

"A BEAB64A A4 79A9D4J<< 5B?PLB7B K<E?4 E?GK4=AOI >BAH<7GD4J<= E<EF9@O

< 89@BAEFD<DG9F 6OEB>GR QHH9>F<6ABEFP CD< BJ9A>9 EF4F<EF<K9E><I E6B=EF6

<EE?98G9@OI B5D4;JB6.

#B?AO= J<>?  BAF9-�4D?B 8?S >4ABA<K9E>B7B NV T -4AE4@5?S 6>?RK49F

6 E95S E?98GRM<9 L47<:
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1. �A<J<4?<;4J<S E<EF9@O. !4K4?PA4S >BAH<7GD4J<S E<EF9@O GEF4A46-

?<649FES E GK9FB@ ;484AAOI C4D4@9FDB6, F4><I >4> CB?B:9A<9 < F<CO K4EF<J.

2. �9A9D4J<S E?GK4=AB= >BAH<7GD4J<<. !4 >4:8B@ L479  BAF9-�4D?B

CDB<;6B?PAB 6O5<D49FES B8A4 <; K4EF<J E<EF9@O, 4 99 I4D4>F9D<EF<>< <;@9-

ASRFES E?GK4=AO@ B5D4;B@. 1FB @B:9F 5OFP E@9M9A<9 J9AFD4 K4EF<JO A4

E?GK4=AB9 D4EEFBSA<9 <?< 6D4M9A<9 @47A<FAB7B @B@9AF4 6B>DG7 E?GK4=AB=

BE<. #B8B5AB9 <;@9A9A<9 >BAH<7GD4J<< 6OCB?AS9FES E GK9FB@ QA9D79F<K9E>B=

HGA>J<< E<EF9@O < ;A4K9A<S CBF9AJ<4?B6 6;4<@B89=EF6<S @9:8G K4EF<J4@<.

3. �OK<E?9A<9 QA9D7<< E<EF9@O. #BE?9 <;@9A9A<S >BAH<7GD4J<< 6O-

K<E?S9FES AB64S QA9D7<S E<EF9@O E GK9FB@ <;@9A9A<S I4D4>F9D<EF<> K4EF<J.

�4AAO= QF4C 6>?RK49F 6 E95S 6OK<E?9A<9 <;@9A9A<S QA9D7<< E<EF9@O A4

BEAB69 EBBF69FEF6GRM9= HGA>J<< CBF9AJ<4?PAB= QA9D7<<.

4. #D<ASF<9 <?< BF>?BA9A<9 AB6B= >BAH<7GD4J<<. %D46A9A<9 AB6B= QA9D-

7<< E<EF9@O E CD98O8GM9= QA9D7<9=. �E?< AB64S QA9D7<S A<:9 CD98O8GM9=, FB

AB64S >BAH<7GD4J<S CD<A<@49FES. �E?< AB64S QA9D7<S 6OL9 CD98O8GM9=, FB

>BAH<7GD4J<S CD<A<@49FES E A9>BFBDB= 69DBSFABEFPR, >BFBD4S BCD989?S9FES

4?7BD<F@B@  9FDBCB?<E4 [1263130], KFB CB;6B?S9F E<EF9@9 <;59:4FP ;4EFD964-

A<S 6 ?B>4?PAOI @<A<@G@4I QA9D7<<.

5. #B6FBD9A<9. ,47< 2-4 CB6FBDSRFES BCD989?9AAB9 K<E?B <F9D4J<= <?<

8B 8BEF<:9A<S QA9D79F<K9E>B7B D46AB69E<S E<EF9@O. #GF9@ @AB7B>D4FAB7B

CB6FBD9A<S QF<I L47B6 @B:AB CB?GK<FP EF4F<EF<K9E><9 BJ9A>< D4;?<KAOI

F9D@B8<A4@<K9E><I 69?<K<A, F4><I >4> ED98ASS QA9D7<S, F9@C9D4FGD4, A4@47-

A<K9AABEFP, 6BECD<<@K<6BEFP, 4 F4>:9 4A4?<;<DB64FP 8DG7<9 E6B=EF64 E<EF9@O.

 9FB8  BAF9-�4D?B 8?S >4ABA<K9E>B7B NV T -4AE4@5?S S6?S9FES @BM-

AO@ <AEFDG@9AFB@ 6 >B@CPRF9DAB@ @B89?<DB64A<< < CB;6B?S9F <EE?98B64FP

D4;?<KAO9 F9D@B8<A4@<K9E><9 E6B=EF64 E<EF9@O CD< ;484AAOI C4D4@9FD4I.
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1.4. "EAB6AO9 D9;G?PF4FO 7?46O

 47A<FBKG6EF6<F9?PAO9 69M9EF64 CD98EF46?SRF EB5B= <E>GEEF69AAB E<A-

F9;<DG9@O9 E<EF9@O, EBEFBSM<9 <; @47A<FAOI A4ABK4EF<J, 6EFDB9AAOI 6 CB?<-

@9DAGR @4FD<JG <?< CB@9M9AAOI 6 A9@47A<FAGR :<8>BEFP-ABE<F9?P. �4AAO9

7<5D<8AO9 E<EF9@O, S6?SRM<9ES EB6D9@9AAO@< @AB7BHGA>J<BA4?PAO@< @4-

F9D<4?4@<, B5?484RF B5L<DAO@ A45BDB@ I<@<K9E><I, H<;<K9E><I < @9I4A<K9-

E><I E6B=EF6 CB?<@9DAOI < :<8><I ED98 E E<?PAO@ BF>?<>B@ A4 G@9D9AAO9

6A9LA<9 @47A<FAO9 CB?S, ?97>B 8BEF<:<@O9 6 CD4>F<K9E><I < ?45BD4FBDAOI

GE?B6<SI. #B8B5A4S CD4>F<KABEFP < 64D<4F<6ABEFP CB;6B?S9F 4>F<6AB <ECB?P-

;B64FP H9DDB:<8>BEF<, H9DDB79?< < CDBK<9 @47A<FBKG6EF6<F9?PAO9 69M9EF64

6 @98<J<A9, DB5BFBF9IA<>9, <A:9A9D<< < 8DG7<I A9 @9A99 64:AOI BFD4E?SI.

!9E@BFDS A4 6BEFD95B64AABEFP 84AAB= F9@4F<>< < B5L<DAB9 >B?<K9EF6B

Q>EC9D<@9AF4?PAOI < F9BD9F<K9E><I <EE?98B64A<=, D4;D45BF>4 F9BD<<, CBE6S-

M9AAB= 6?<SA<R 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= A4 B5N9@AO9 E6B=EF64

H9DDB:<8>BEF9=, CB-CD9:A9@G BEF49FES 8BEF4FBKAB E?B:AB= ;484K9=.

�4AA4S 8<EE9DF4J<BAA4S D45BF4 CBE6SM9A4 <EE?98B64A<R 6?<SA<S

8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<=, CDBEFD4AEF69AAB= < BD<9AF4J<BAAB= 4DI<-

F9>FGDO A4 @47A<FAO9 E6B=EF64 4AE4@5?9= A9CB86<:AOI EGC9DC4D4@47A<FAOI

K4EF<J, A4IB8SM<IES 6 CBEFBSAAB@ 6A9LA9@ @47A<FAB@ CB?9.
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�?464 2. %6B=EF64 4AE4@5?9=

B8<ABKAOI 6;4<@B89=EF6GRM<I

EGC9DC4D4@47A<FAOI K4EF<J

2.1.  B89?P

�EE?98G9@O= B5D4;9J CD98EF46?S9F EB5B= @BAB8<EC9DEAGR E<EF9@G <; N

A9CB86<:AOI EGC9DC4D4@47A<FAOI EH9D<K9E><I K4EF<J, A4 >BFBDO9 6B;89=-

EF6G9F CBEFBSAAB9 @47A<FAB9 CB?9. $94>J<S E<EF9@O A4 @47A<FAB9 CB?9 CDB<E-

IB8<F CB A99?96E>B@G @9I4A<;@G.

�E9 K4EF<JO <@9RF B8<A4>B6O= 8<4@9FD @47A<FAB7B S8D4 x < @47A<FAO=

@B@9AF m = vmMs, 789 Ms - A4@47A<K9AABEFP A4EOM9A<S @47A<FAB7B @4F9-

D<4?4, 4 vm = Ãx3/6 3 B5N9@ @47A<FAB7B S8D4. $48<GE-69>FBD < @47A<FAO=

@B@9AF i-B= K4EF<JO ;484RFES EBBF69FEF69AAB ri = rir̂i < mi = mim̂i, 789 r̂i =

(sin ςi cosϑi, sin ςi sinϑi, cos ςi) < m̂i = (sinÉi cos εi, sinÉi sin εi, cosÉi) S6?SRFES

98<A<KAO@< 69>FBD4@<.

!4CD46?9A<9 CBEFBSAAB7B @47A<FAB7B CB?SH C4D4??9?PAB BE<Oz, FB 9EFP

H = H(0, 0, 1).

�?S BC<E4A<S A4CD46?9A<S BE9= ?97>B7B A4@47A<K<64A<S 5G89@ <ECB?P-

;B64FP 69>FBD n, >BFBDO= BCD989?S9FES G7?4@< ϕ < ¹, 789 ϕ 3 CB?SDAO= G7B? 6

C?BE>BEF< Oxy, 4 ¹ 3 G7B? @9:8G 69>FBD4@< H < n : ¹ = "(H,n).

�4:8O= @47A<FAO= @B@9AF EFD9@<FES ;4ASFP QA9D79F<K9E>< A4<5B?99 6O-

7B8AB9 D4ECB?B:9A<9 68B?P BE< ?97>B7B A4@47A<K<64A<S, >BFBD4S B5GE?46?<64-

9F 869 BEAB6AOI >BAH<7GD4J<< E<EF9@O: C4D4??9?PAGR < 4AF<C4D4??9?PAGR.
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(4) (5)

$<E. 2.1.1 3 %<EF9@4 >BBD8<A4F. "EP Oz C4D4??9?PA4 A4CD46?9A<R CBEFBSAAB7B 6A9LA97B

@47A<FAB7B CB?S H. "EP ?97>B7B A4@47A<K<64A<S n (4), D48<GE-69>FBD4 ri, rj < @47A<FAO9

@B@9AFO mi, mj 8?S i-B= < j-B= K4EF<J (5).

1A9D7<S !99?S UN ;4849FES 6 6<89 HGA>J<<, ;46<ESM9= BF G7?4 @9:8G

@47A<FAO@ @B@9AFB@ mi < 69>FBDB@ n:

UN(i) = −Kvm(m̂i · n̂)
2, (2.1.1)

789 n̂ - 98<A<KAO= 69>FBD, 4 K 3 >BAEF4AF4 @47A<FAB= >D<EF4??B7D4H<K9E>B=

4A<;BFDBC<<, S6?SRM4SES I4D4>F9D<EF<>B= @4F9D<4?4.

1A9D7<S �99@4A4 BC<EO649F 6;4<@B89=EF6<9 @9:8G @47A<FAO@ @B@9AFB@

mi < B8ABDB8AO@ 6A9LA<@ @47A<FAO@ CB?9@ H:

Um(i) = −µ0(mi ·H) = −µ0mH(m̂i · ĥ), (2.1.2)

789 µ0 - @47A<FA4S CDBA<J49@BEFP ED98O, ĥ - 98<A<KAO= 69>FBD.

#4DAB9 8<CB?P-8<CB?PAB9 6;4<@B89=EF6<9 i-B= < j-B= K4EF<J BCD989?S9FES

E CB@BMPR 4A<;BFDBCAB7B CBF9AJ<4?4 Ud:

Ud(ij) =
µ0m

2

4Ãr3ij

[

(m̂i · m̂j)− 3(m̂i · r̂ij)(m̂j · r̂ij)
]

, (2.1.3)

789 rij = rij r̂ij = rj−ri B;A4K49F 69>FBD 8?<AB= rij = |rij|, EB98<ASRM<= J9AFDO

i-B= < j-B= K4EF<J.
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#B?A4S CBF9AJ<4?PA4S QA9D7<S, ABD@<DB64AA4S A4 F9C?B6GR QA9D7<R

kBT = ´−1 BCD989?S9FES 6 E?98GRM9@ 6<89:

´U = ´

N
∑

j>i=1

Ud(ij)− ³

N
∑

i=1

(m̂i · ĥ)− Ã

N
∑

i=1

(m̂i · n̂)
2, (2.1.4)

789 ³ = ´µ0mH - C4D4@9FD �4A:969A4, 4 Ã = ´vmK - 59;D4;@9DAO= C4D4@9FD

4A<;BFDBC<<.

#B?B:9A<9 K4EF<JO 6 FB= <?< <AB= FBK>9 B5N9@4 BC<EO649FES E CB@BMPR

HGA>J<< 69DBSFABEF< D4ECD989?9A<S, BCD989?9AAB= K9D9; 89?PF4-HGA>J<R �<-

D4>4, J9AFD<DB64AAGR 6 FBK>9 r(0)k , 789 r
(0)
k 3 CB?B:9A<9 k-B= K4EF<JO 6 A9CB-

86<:AB= E<EF9@9:

p(rk) = ¶(rk − r
0
k), (2.1.5)

�?S BC<E4A<S <AF9AE<6ABEF< @47A<FAB7B 6;4<@B89=EF6<S 86GI K4EF<J,

D4ECB?B:9AAOI 6 G;?4I CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F><, 6 98<A<J4I F9C?B6B=

QA9D7<< 6BECB?P;G9@ES 59;D4;@9DAO@ C4D4@9FDB@ ¼e:

¼e =
µ0m

2´

4Ãd3
, (2.1.6)

CD< BCD989?9A<< >BFBDB7B GK<FO649FES FBF H4>F, KFB 869 A4ABK4EF<JO A9 @B7GF

A4IB8<FPES 5?<:9, K9@ C9D<B8 D9L9F>< d g x.

�?S E?GK4S CDB<;6B?PAB7B D4ECD989?9A<S K4EF<J CB B5N9@G 5G89@ <E-

CB?P;B64FP 4A4?B7<KAO= C4D4@9FD ¼:

¼ =
µ0m

2´

4Ãx3
. (2.1.7)

�?S 5B?99 89F4?PAB7B BC<E4A<S @B89?< < 99 @47A<FAB= 6BECD<<@K<6BEF<

6BECB?P;G9@ES EF4A84DFAO@ C4D4@9FDB@ 3 A4K4?PAB= 6BECD<<@K<6BEFPR �4A-

:969A4:

ÇL =
1

3
µ0m

2´Ä, (2.1.8)

789 Ä 3 K<E?B64S >BAJ9AFD4J<S H9DDBK4EF<J 6 B5D4;J9. �?S E?GK4S CDBEFB=

>G5<K9E>B= D9L9F>< Ä = 1/d3.
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2.2. $4EE@BFD9AAO9 >BAH<7GD4J<< K4EF<J

"5D4;9J <@99F HBD@G J<?<A8D4, E<?PAB 6OFSAGFB7B 68B?P BE< Oz 8?S

FB7B, KFB5O <;59:4FP 6B;A<>AB69A<S D4;@47A<K<64RM<I CB?9=.

� D4@>4I 84AAB= 8<EE9DF4J<BAAB= D45BFO 5O?B D4EE@BFD9AB A9E>B?P>B

64D<4AFB6 D4ECD989?9A<S K4EF<J CB B5N9@G:

1. $4ECD989?9A<9 K4EF<J CB G;?4@ CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F><.

4) #4D4??9?PA4S >BAH<7GD4J<S: BE< ?97>B7B A4@47A<K<64A<S C4D4??9?P-

AO A4CD46?9A<R @47A<FAB7B CB?S (D<EGAB> 2.2.1).

$<E. 2.2.1 3 1E><; E<EF9@O EGC9DC4D4@47A<FAOI K4EF<J, D4ECD989?9AAOI CB G;?4@ CDBEFB=
>G5<K9E>B= D9L9F>< E BES@< ?97>B7B A4@47A<K<64A<S (>D4EAO9 EFD9?><), 6ODB6A9AAO@<

C4D4??9?PAB A4CD46?9A<R @47A<FAB7B CB?S (E<ASS EFD9?>4).

5) #9DC9A8<>G?SDA4S >BAH<7GD4J<S: BE< ?97>B7B A4@47A<K<64A<S C9D-

C9A8<>G?SDAO A4CD46?9A<R @47A<FAB7B CB?S (D<EGAB> 2.2.2).

$<E. 2.2.2 3 1E><; E<EF9@O EGC9DC4D4@47A<FAOI K4EF<J, D4ECD989?9AAOI CB G;?4@ CDBEFB=
>G5<K9E>B= D9L9F>< E BES@< ?97>B7B A4@47A<K<64A<S (>D4EAO9 EFD9?><), 6ODB6A9AAO@<

C9DC9A8<>G?SDAB A4CD46?9A<R @47A<FAB7B CB?S (E<ASS EFD9?>4).
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6) "E< ?97>B7B A4@47A<K<64A<S 6ODB6A9AAO@< CB8 CDB<;6B?PAO@ G7?B@

> A4CD46?9A<R @47A<FAB7B CB?S (D<EGAB> 2.2.3).

$<E. 2.2.3 3 1E><; E<EF9@O EGC9DC4D4@47A<FAOI K4EF<J, D4ECD989?9AAOI CB G;?4@ CDBEFB=
>G5<K9E>B= D9L9F>< E BES@< ?97>B7B A4@47A<K<64A<S (>D4EAO9 EFD9?><), 6ODB6A9AAO@< CB8

G7?B@ > A4CD46?9A<R @47A<FAB7B CB?S (E<ASS EFD9?>4).

2. %?GK4=AB9 D4ECD989?9A<9 K4EF<J CB B5N9@G, BE< ?97>B7B A4@47A<K<64-

A<S 6ODB6A9AAO@< CB8 CDB<;6B?PAO@ G7?B@ > A4CD46?9A<R @47A<FAB7B CB?S

(D<EGAB> 2.2.4).

$<E. 2.2.4 3 1E><; E<EF9@O EGC9DC4D4@47A<FAOI K4EF<J, D4ECD989?9AAOI CB B5N9@G E?G-
K4=AO@ B5D4;B@ E BES@< ?97>B7B A4@47A<K<64A<S (>D4EAO9 EFD9?><), 6ODB6A9AAO@< CB8

G7?B@ > A4CD46?9A<R @47A<FAB7B CB?S (E<ASS EFD9?>4).
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2.3. "5M4S EI9@4 6<D<4?PAB7B D4;?B:9A<S

E6B5B8AB= QA9D7<< �9?P@7B?PJ4

�?S <EE?98B64A<S @47A<FAOI < F9D@B8<A4@<K9E><I E6B=EF6 E<EF9@O 5G-

89@ <ECB?P;B64FP >?4EE<K9E><= @9FB8 D4;?B:9A<S E6B5B8AB= QA9D7<< �9?P@-

7B?PJ4 F 6 6<D<4?PAO= DS8 [25329].

�4C<L9@ BCD989?9A<9 F K9D9; >BAH<7GD4J<BAAO= <AF97D4? Z, >BFBDO=

BC<EO649F 6E9 BF>?BA9A<S E<EF9@O BF <894?PAB7B EBEFBSA<S:

´F = − ln (Z) . (2.3.1)

�?S FB7B KFB5O GEF4AB6<FP 6>?48 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= 6

>BAH<7GD4J<BAAO= <AF97D4?, CD98EF46<@ F 6 6<89 86GI E?4749@OI:

F = Fid +∆F. (2.3.2)

#9D6B9 E?4749@B9 Fid EBBF69FEF6G9F <894?PAB= E<EF9@9 A96;4<@B89=EF6GR-

M<I EGC9DC4D4@47A<FAOI A4ABK4EF<J 6 CD<?B:9AAB@ @47A<FAB@ CB?9. �FBDB9

E?4749@B9 ∆F CB>4;O649F 6>?48 @9:K4EF<KAOI 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=-

EF6<= 6 E6B5B8AGR QA9D7<R �9?P@7B?PJ4.

�6989@ E?98GRM<9 B5B;A4K9A<S: ∆F SCLF < ∆FRANDOM - 6>?48 6 E6B5B8-

AGR QA9D7<R �9?P@7B?PJ4 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= CD< D4ECB?B:9-

A<< K4EF<J 6 G;?4I >G5<K9E>B= D9L9F>< < <I E?GK4=AB@ D4ECD989?9A<<, EBBF-

69FEF69AAB.

2.3.1. %<EF9@4 59; 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<=

%6B5B8A4S QA9D7<S �9?P@7B?PJ4 8?S <894?PAB= E<EF9@O EGC9DC4D4@47-

A<FAOI A96;4<@B89=EF6GRM<I K4EF<J 6 CBEFBSAAB@ @47A<FAB@ CB?9 Fid, <@99F

E?98GRM<= 6<8:

´Fid = − ln (Zid) , (2.3.3)
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Zid =
N
∏

k=1

∫

p(rk)drkdm̂k ×

× exp

(

N
∑

i=1

[

³(m̂i · ĥ) + Ã(m̂i · n̂)
2
]

)

. (2.3.4)

�89EP drk < k dm̂k B;A4K4RF GED98A9A<S CB 6E9@ 6B;@B:AO@ @9EFBCB?B-

:9A<S@ k-B= K4EF<JO < A4CD46?9A<S@ 99 @47A<FAB7B @B@9AF4:

drk = r2k sin ςkdrkdςkdϑk, (2.3.5)

dm̂k =
1

4Ã
sinÉkdÉkdεk. (2.3.6)

�4> 6<8AB <; BCD989?9A<S (2.3.4), Zid ;46<E<F FB?P>B BF B8ABK4EF<KAOI

F<CB6 6;4<@B89=EF6<S: @47A<FAO= @B@9AF 3 @47A<FAB9 CB?9 < @47A<FAO= @B-

@9AF 3 BEP ?97>B7B A4@47A<K<64A<S. �894?PAO= E?GK4= CB?ABEFPR CD9A95D9749F

@9:K4EF<KAO@< 8<CB?P-8<CB?PAO@< 6;4<@B89=EF6<S@<, >BFBDO9 BCD989?SRF-

ES D4ECB?B:9A<9@ K4EF<J 6 B5N9@9 B5D4;J4, <, >4> E?98EF6<9, A9 ;46<E<F BF

EFDG>FGDO CDBEFD4AEF69AAB7B D4ECB?B:9A<S K4EF<J.

�?S CD98EF46?9A<S D4ECD989?9A<S 69DBSFABEF9= 6BECB?P;G9@ES CD46<?B@

ABD@4?<;4J<<:
∫

p(rk)drk = 1. (2.3.7)

#D<A<@4S 6B 6A<@4A<9 FBF H4>F, KFB 6E9 K4EF<JO Q>6<64?9AFAO 8DG7 8DG7G

CD< BEGM9EF6?9A<< <AF97D<DB64A<S, C9D9C<L9@ 6OD4:9A<9 8?S Zid E?98GRM<@

B5D4;B@:

Zid =

(
∫

dm̂1 exp
[

³(m̂1 · ĥ) + Ã(m̂1 · n̂)
2
]

)N

, (2.3.8)

BF>G84 CB?GK<@ <FB7B6O= 6<8 8?S Fid:

´Fid

N
= − ln

(
∫

dm̂1 exp
[

³(m̂1 · ĥ) + Ã(m̂1 · n̂)
2
]

)

. (2.3.9)
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$9;G?PF4F @B:9F 5OFP A4=89A K<E?9AAB 8?S H<>E<DB64AAB7B A4CD46?9A<S

69>FBD4 n̂ < >4:8B7B A45BD4 C4D4@9FDB6 ³ < Ã. �4@9F<@ F4>:9, KFB >BAH<7G-

D4J<BAAO= <AF97D4? 6 E6B5B8AB= QA9D7<< �9?P@7B?PJ4 8?S <894?PAB= E<EF9@O

A9 ;46<E<F BF >BAJ9AFD4J<< < D4ECB?B:9A<S K4EF<J.

!4 D<EGA>9 2.3.1 CD98EF46?9A4 ;46<E<@BEFP Fid BF G7?4 ¹ @9:8G A4CD46-

?9A<9@ BE9= ?97>B7B A4@47A<K<64A<S n < 6A9LA<@ CB?9@ H.  B:AB ;4@9F<FP,

KFB CD< G69?<K9A<< A4CDS:9AABEF< 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S CBS6?S9FES @<-

A<@G@ 6 FBK>9 Ã/2. #4D4??9?PAO9 >BAH<7GD4J<< >D<6OI QA9D7<<, CD< >BFBDOI

BEP 4A<;BFDBC<< D4ECB?B:9A4 68B?P 69>FBD4 @47A<FAB7B CB?S (¹ = 0 < ¹ = Ã),

CB>4;O64RF 5B?99 5OEFDO= DBEF E6B5B8AB= QA9D7<<, K9@ CD< C9DC9A8<>G?SDAB=

>BAH<7GD4J<< (¹ = Ã/2). �?S <894?PAB7B E?GK4S 6 AG?96B@ @47A<FAB@ CB?9

BFEGFEF6G9F ;46<E<@BEFP <AF97D4?4 BF G7?4 ¹. &4>:9 CD< ?R5OI C4D4@9FD4I

E<EF9@O BA A9 E6S;4A E G7?B@ ϕ. %<EF9@4 CB?ABEFPR <;BFDBCA4 CD< 6D4M9A<<

6 C?BE>BEF< Oxy.

= 0
= 1
= 5
= 20

ID

$<E. 2.3.1 3 %6B5B8A4S QA9D7<S �9?P@7B?PJ4 Fid >4> HGA>J<S, ;46<ESM4S BF G7?4 ¹ =

"(H,n), 8?S <894?PAB= E<EF9@O EGC9DC4D4@47A<FAOI K4EF<J CD< Ã = 10 8?S D4;?<KAOI

;A4K9A<= <AF9AE<6ABEF< 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S ³ = 0, 1, 5 < 20.
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2.3.2. %<EF9@4 E 8<CB?P-8<CB?PAO@< 6;4<@B89=EF6<S@<

$4EE@BFD<@ 6FBDB9 E?4749@B9 ∆F <; (2.3.2), >BFBDB9 BC<EO649F 6>?48

8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= 6 E6B5B8AGR QA9D7<R �9?P@7B?PJ4:

´∆F = − ln

(

Z

Zid

)

, (2.3.10)

Z

Zid

=
1

Zid

N
∏

k=1

∫

p(rk)drkdm̂k ×

× exp

(

N
∑

i=1

[

³(m̂i · ĥ) + Ã(m̂i · n̂)
2
]

−
N
∑

j>i=1

´Ud(ij)

)

. (2.3.11)

�BECB?P;B646L<EP GED98A9A<9@ <AF97D4?4 E 69EB6O@< >BQHH<J<9AF4@<

D4ECD989?9A<S �B?PJ@4A4 CB BD<9AF4J<< @47A<FAB7B @B@9AF4 k-B= A4ABK4EF<-

JO dΨk:

dΨk =
dm̂k exp

[

³(m̂i · ĥ) + Ã(m̂i · n̂)
2
]

∫

dm̂1 exp
[

³(m̂1 · ĥ) + Ã(m̂1 · n̂)2
] , (2.3.12)

4 F4> :9 HGA>J<9=  4=9D4:

fij = exp (−´Ud(ij))− 1, (2.3.13)

C9D9C<L9@ 6OD4:9A<9 (2.3.11) 6 5B?99 >B@C4>FAB@ 6<89:

Z

Zid

=
N
∏

k=1

∫

p(rk)drkdΨk

N
∏

j>i=1

(fij + 1) ≈

≈

N
∏

k=1

∫

p(rk)drkdΨk

(

N
∑

j>i=1

fij + 1

)

=

=
N
∑

j>i=1

fij

∫

p(ri)dridΨi

∫

p(rj)drjdΨj + 1. (2.3.14)
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�ECB?P;GS BCD989?9A<9 (2.1.5), C9D9C<L9@ 6OD4:9A<9 (2.3.14) 6 5B?99 >B-

DBF>B= HBD@9:

Z

Zid

=
N
∑

j>i=1

f
(0)
ij

∫

dΨidΨj + 1 =
N
∑

j>i=1

〈

f
(0)
ij

〉

+ 1, (2.3.15)

f
(0)
ij =

∫

p(ri)dri

∫

p(rj)drjfij, (2.3.16)

〈

f
(0)
ij

〉

=

∫

f
(0)
ij dΨ1dΨj, (2.3.17)

789 f (0)
ij S6?S9FES GED98A9A<9@ HGA>J<<  4=9D4 CB EF9C9AS@ E6B5B8O i-B= < j-

B= A4ABK4EF<J, D4ECB?B:9AAOI 6 D9L9F>9, 4
〈

f
(0)
ij

〉

4 GED98A9A<9 E 69EB6O@<

>BQHH<J<9AF4@< D4ECD989?9A<S �B?PJ@4A4 CB BD<9AF4J<< @47A<FAB7B @B@9AF4

i-B= < j-B= A4ABK4EF<J.

"5B5M<6 6OD4:9A<S (2.3.10) < (2.3.15) @B:AB CB?GK<FP B>BAK4F9?PAO=

6<8 >BAH<7GD4J<BAAB= K4EF< E6B5B8AB= QA9D7<< �9?P@7B?PJ4 6 B7D4A<K9A<<

6FBDO@ 6<D<4?PAO@ >BQHH<J<9AFB@ < ;4C<E4FP <FB7B6B9 6OD4:9A<9 8?S <E-

E?98G9@B= E<EF9@O:

´∆F

N
≈ −

1

2

N
∑

j=2

〈

f
(0)
1j

〉

. (2.3.18)

� BEAB69 84AAB7B CB8IB84 ?9:<F @9FB8 <; D45BFO [125], CD<@9AS9@O=

8?S Ã ≡ 0. "EAB6AB9 BF?<K<9 84AAB= D45BFO ;4>?RK49FES 6 <AB@ BCD989?9A<<

GED98A9A<S dΨk (2.3.12), >BFBDB9 6 A4L9@ E?GK49 F4>:9 ;46<E<F BF C4D4@9FD4

4A<;BFDBC<< Ã g 0 < EB6C4849F E BCD989?9A<9@ <; [125] 8?S E?GK4S Ã = 0, KFB

89@BAEFD<DG9F EB7?4EB64AABEFP F9BD<<.

�4@9F<@, KFB CD<5?<:9A<9 (2.3.18) 8BEF<749FES ;4 EK9F ?B74D<H@<K9E>B7B

D4;?B:9A<S (2.3.10) 6 >?4EE<K9E><= 6<D<4?PAO= DS8 E FBKABEFPR 8B 6FBDB7B

6<D<4?PAB7B >BQHH<J<9AF4, KFB B;A4K49F GK9F FB?P>B C4DAOI @9:K4EF<KAOI

6;4<@B89=EF6<=.
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2.4. $4ECD989?9A<9 @47A<FAOI K4EF<J CB G;?4@

CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F><

$4EE@BFD<@ CB8DB5A99 E?GK4= CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F><. $4;?B:<@

GED98A9A<9 HGA>J<<  4=9D4 (2.3.16) 6 DS8 8B FD9FP97B CBDS8>4 CB 8<CB?PAB=

QA9D7<< K4EF<J Ud:

f
(0)
1j = −´Ud(1j) +

[−´Ud(1j)]
2

2!
+

[−´Ud(1j)]
3

3!
+O(U 4

d ). (2.4.1)

#D<@9ASS GED98A9A<9 E 69EB6O@< >BQHH<J<9AF4@< D4ECD989?9A<S �B?PJ-

@4A4 CB BD<9AF4J<< @47A<FAOI @B@9AFB6m1 <mj, @B:AB CD98EF46<FP ;A4K9A<9

´∆F 6 E?98GRM9@ 6<89:

´∆F

N
= −

1

2

(

b1¼e + b2¼
2
e + b3¼

3
e

)

, (2.4.2)

b1 =
N
∑

j=2

〈

−´Ud(1j)

¼e

〉

, (2.4.3)

b2 =
N
∑

j=2

〈

1

2!

(

−´Ud(1j)

¼e

)2〉

, (2.4.4)

b3 =
N
∑

j=2

〈

1

3!

(

−´Ud(1j)

¼e

)3〉

. (2.4.5)

�BQHH<J<9AFO b1, b2 and b3 D4;?<KAO 8?S C4D4??9?PAB= < C9DC9A8<>G-

?SDAB= >BAH<7GD4J<= < 5G8GF D4EE@BFD9AO BF89?PAB.

2.4.1. %?GK4= C4D4??9?PAB= BD<9AF4J<< BE9= ?97>B7B

A4@47A<K<64A<S < A4CD46?9A<S CBEFBSAAB7B @47A<FAB7B

CB?S

#4D4??9?PAB9 D4ECB?B:9A<9 BE9= ?97>B7B A4@47A<K<64A<S n < A4CD46?9-

A<S CBEFBSAAB7B 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S H B;A4K49F KFB:
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n = n(0, 0, 1),

(m̂i · ĥ) = cosÉi,

(m̂i · n̂i) = cosÉi. (2.4.6)

�?S QFB7B E?GK4S Fid 6 HBD@G?9 (2.3.9) CD<@9F E?98GRM<= 6<8:

´F
||
id

N
= − ln [Q0(³, Ã)] , (2.4.7)

789 Q0(³, Ã) - 6ECB@B74F9?PA4S HGA>J<S:

Q0(³, Ã) =

∫

dm1 exp
(

³cosÉ1 + Ãcos2É1

)

=
1

2

1
∫

−1

exp
(

³t+ Ãt2
)

dt, (2.4.8)

Q0(³, 0) =
sinh³

³
. (2.4.9)

'ED98A9A<9 E 69EB6O@< >BQHH<J<9AF4@< D4ECD989?9A<S �B?PJ@4A4 CB

BD<9AF4J<< @47A<FAB7B @B@9AF4 k-B= A4ABK4EF<JO 8?S C4D4??9?PAB= >BAH<-

7GD4J<< dΨ
||
k 6O7?S8<F E?98GRM<@ B5D4;B@:

dΨ
||
k =

dm̂k exp
(

³ cosÉk + Ã cos2 Ék

)

Q0(³, Ã)
. (2.4.10)

�?S 84AAB7B E?GK4S D9;G?PF4F GED98A9A<S >BQHH<J<9AFB6 b
||
1, b

||
2, b

||
3 CB

BD<9AF4J<< @47A<FAB7B @B@9AF4 CD<@9F E?98GRM<= 6<8:

b
||
1 = 2Q2

1(³, Ã)µ12, (2.4.11)

b
||
2 =

36

35
Q2

2(³, Ã)µ24 +
2

3
Q2(³, Ã)

(

1−
Q2(³, Ã)

7

)

µ22

+
1

3

(

1 +
Q2

2(³, Ã)

5

)

µ20, (2.4.12)
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b
||
3 =

6

77

(

3Q1(³, Ã)− 5Q3(³, Ã)
)2
µ36

+
18

11

(

4Q1(³, Ã)Q3(³, Ã)

5
−

3Q2
1(³, Ã)

7
−

Q2
3(³, Ã)

7

)

µ34

+
1

7

(

3Q2
1(³, Ã) +Q2

3(³, Ã)
)

µ32

+
1

42

(

6Q1(³, Ã)Q3(³, Ã)

5
+ 3Q2

1(³, Ã)−Q2
3(³, Ã)

)

µ30, (2.4.13)

789 8?S GCDBM9A<S <FB7B6B= HBD@O ;4C<E< 5O?< <ECB?P;B64AO 6ECB@B74F9?P-

AO9 HGA>J<< Q
||
1, Q

||
2, Q

||
3:

Q
||
1(³, Ã) =

1

2Q0(³, Ã)

1
∫

−1

exp
(

³t+ Ãt2
)

t dt, (2.4.14)

Q
||
1(³, 0) = L(³),

Q
||
2(³, Ã) =

3

4Q0(³, Ã)

1
∫

−1

exp
(

³t+ Ãt2
)

t2 dt−
1

2
, (2.4.15)

Q
||
2(³, 0) = L3(³),

Q
||
3(³, Ã) =

1

2Q0(³, Ã)

1
∫

−1

exp
(

³t+ Ãt2
)

t3 dt, (2.4.16)

Q
||
3(³, 0) = L(³)−

2

³
L3(³),

789:

L(³) = coth³−
1

³
,

L3(³) = 1− 3
L(³)

³
. (2.4.17)

�BQHH<J<9AFO µpq 6>?RK4RF 6 E95S EG@@G 6OD4:9A<= ;46<ESM<I BF CB-

?B:9A<S K4EF<J, D4ECD989?9AAOI 6 J<?<A8D9:

µpq =
N
∑

j=2

1

r̃3p1j
Pq

(

z̃1j
r̃1j

)

, (2.4.18)

789 Pq B5B;A4K49F CB?<AB@O �9:4A8D4 q-7B CBDS8>4.
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"CD989?9A<9 (2.4.18) 6>?RK49F 6 E95S 69>FBD @9:K4EF<KAB7B D4ECD989?9-

A<S r̃1j = r1j/d, 789 z̃1j S6?S9FES z-B= >B@CBA9AFB= 69>FBD4 r̃1j. #D98CB?4749FES,

KFB A4ABK4EF<J4, >BFBDB= CD<E6B9A 1-O= AB@9D, ;4>D9C?9A4 6 A4K4?PAB= FBK>9

E<EF9@O >BBD8<A4F <EE?98G9@B= @B89?<:

(x̃1, ỹ1, z̃1) ≡ (0, 0, 0). (2.4.19)

�BBD8<A4FO j-B= A4ABK4EF<JO 6 QFB@ E?GK49 @B7GF D4ECB?474FPES 6B 6E9I

BEF4?PAOI G;?4I >G5<K9E>B= D9L9F><, B7D4A<K9AAOI D4;@9DB@ J<?<A8D4:

−R ⩽ x̃j ⩽ R,

−R ⩽ ỹj ⩽ R,

−hR ⩽ z̃j ⩽ hR,

(x̃j)
2+ (ỹj)

2
⩽ R2,

(x̃j)
2+ (ỹj)

2 +(z̃j)
2 > 0, (2.4.20)

789 R 4 59;D4;@9DAO= D48<GE J<?<A8D4, 4 h 4 @AB:<F9?P, BC<EO64RM<= 6O-

FSAGFBEFP J<?<A8D4.

#B>4:9@ EIB8<@BEFP K<E?B6OI DS8B6 6 µpq. �4:8O= Q?9@9AF µpq EB89D:<F

CB?<AB@ �9:4A8D4 Pq, 4D7G@9AF >BFBDB7B B7D4A<K9A:

∣

∣

∣

∣

z̃1j
r̃1j

∣

∣

∣

∣

⩽ 1, (2.4.21)

4 ;A4K<F < E4@ CB?<AB@ �9:4A8D4 Pq 5G89F B7D4A<K9A:

∣

∣

∣

∣

Pq

(

z̃1j
r̃1j

)
∣

∣

∣

∣

⩽ 1, (2.4.22)

KFB CB;6B?S9F CB?GK<FP E?98GRMGR J9CBK>G BJ9AB>:

|µpq| ⩽

N
∑

j=2

1

r̃3p1j
⩽

N
∑

j=2

1

|z̃j|3p
⩽ 2R2

hR
∑

n=1

1

n3p
. (2.4.23)



38

&9D@B8<A4@<K9E><= CD989? 6 84AAB= @B89?< B;A4K49F, KFB CD< CBEFBSA-

AB@ D48<GE9 J<?<A8D4 R 97B G8?<A9A<9 h → ∞, E?98B64F9?PAB, 6 QFB@ E?GK49

@B:AB CB?GK<FP:

|µpq| ⩽ 2R2
∞
∑

n=1

1

n3p
= 2R2·(3p), (2.4.24)

789 ·(x) - 8;9F4-HGA>J<S $<@4A4, EIB8SM4SES 45EB?RFAB < D46AB@9DAB CD<

x ⩽ 1 + ϵ 8?S ?R5B7B ϵ > 0.

� @B89?PAB= E<EF9@9 E N ≃ 25× 106 A4ABK4EF<J4@< 5O?< CB?GK9AO E?9-

8GRM<9 D9;G?PF4FO 8?S µpq:

µ12 = 2.0944,

µ24 = 3.2257,

µ22 = 0.0000,

µ20 = 8.4016,

µ36 = 0.6553,

µ34 = 3.4081,

µ32 = 0.0000,

µ30 = 6.6289. (2.4.25)

� F45?<J9 (2.1) CD98EF46?9AO D9;G?PF4FO 6OK<E?9A<S C4D4@9FDB6 µpq 8?S

E<EF9@ E D4;?<KAO@ K<E?B@ A4ABK4EF<J N , D4ECB?B:9AAOI 6 G;?4I CDBEFB=

>G5<K9E>B= D9L9F><. #BE>B?P>G CB?GK9AAO9 ;A4K9A<S µpq 8?S E<EF9@ E 5B?P-

L<@ >B?<K9EF6B@ A4ABK4EF<J BK9AP 5?<;><, CD98CB?4749FES, KFB A4<5B?PL4S

E<EF9@4 E N = 25141257 A4ABK4EF<J4@< S6?S9FES 8BEF4FBKAB= 8?S K<E?9AAB7B

D4EK9F4 µpq.
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µpq N = 63 717 N = 504 057 N = 3 170 317 N = 25 141 257

µ12 2.0632 2.0634 2.0944 2.0944

µ24 3.2257 3.2257 3.2257 3.2257

µ22 0.0006 0.0001 0.0000 0.0000

µ20 8.3995 8.4016 8.4016 8.4016

µ36 0.6553 0.6553 0.6553 0.6553

µ34 3.4081 3.4081 3.4081 3.4081

µ32 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

µ30 6.6289 6.6289 6.6289 6.6289

&45?<J4 2.1 3 $9;G?PF4FO 6OK<E?9A<S C4D4@9FDB6 µpq E D4;?<KAO@ >B?<K9EF6B@ A4ABK4-

EF<J N , D4ECB?B:9AAOI 6 G;?4I CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F><.

% GK9FB@ 6OL9BC<E4AAOI 6OK<E?9A<= 4A4?<F<K9E>B9 6OD4:9A<9 8?S

∆F || @B:AB ;4C<E4FP 6 <FB7B6B@ 6<89 >4>:

´∆F ||

N
= −2.0944Q2

1(³, Ã)¼e

−
[

1.9390Q2
2(³, Ã) + 1.4003

]

¼2
e

−
[

0.1611Q2
3(³, Ã) + 1.5595Q1(³, Ã)Q3(³, Ã)

− 0.7285Q2
1(³, Ã)

]

¼3
e. (2.4.26)

)BDBLB <;69EFAB, KFB 6<D<4?PAB9 D4;?B:9A<9 8?S E<EF9@O E 8<CB?P-

8<CB?PAO@< 6;4<@B89=EF6<S@< CD98EF46?S9F EB5B= ;A4>BK9D98GRM<=ES DS8

[131, 132], 6E?98EF6<9 K97B BAB >D4=A9 KG6EF6<F9?PAB > ?R5B@G G@9APL9A<R

K<E?4 E?4749@OI. %?98B64F9?PAB, 5G89F 5B?99 QHH9>F<6AB CD9B5D4;B64FP 6<D<-

4?PAB9 D4;?B:9A<9 E6B5B8AB= QA9D7<< �9?P@7B?PJ4 (2.4.26) B5D4FAB > ?B74D<H-

@<K9E>B@G 6<8G (2.3.10):

´∆F ||

N
= − ln

{

1 + 2.0944Q2
1(³, Ã)¼e

+
[

1.9390Q2
2(³, Ã) + 1.4003

]

¼2
e

+
[

0.1611Q2
3(³, Ã) + 1.5595Q1(³, Ã)Q3(³, Ã)

− 0.7285Q2
1(³, Ã)

]

¼3
e

}

, (2.4.27)
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789 CD464S K4EFP 6OD4:9A<S (2.4.26) S6?S9FES C9D6O@< K?9A4@< D4;?B:9A<S

6 DS8  4>?BD9A4 ?B74D<H@4 <; 6OD4:9A<S (2.4.27). #D9<@GM9EF6B ?B74D<H-

@<K9E>B= HBD@O EBEFB<F 6 FB@, KFB ?B74D<H@ CB?<AB@4 @9A99 KG6EF6<F9?9A

> G@9APL9A<R >B?<K9EF64 K?9AB6 EF9C9AAB7B DS84 K9@ 6<D<4?PAB9 D4;?B:9A<9

CB ¼e. 1FBF @9FB8 6C9D6O9 5O? CD98?B:9A 6 [133] < CB;6B?<? D4EL<D<FP CD<@9-

A<@BEFP F9BD<< >4> CB B5N9@AB= >BAJ9AFD4J<< A4ABK4EF<J, F4> < CB C4D4@9FDG

8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= [125,134,135].

�?<SA<9 8<CB?P-8<CB?PAB7B 6;4<@B89=EF6<S A4 E6B5B8AGR QA9D7<R

�9?P@7B?PJ4 ∆F >4> HGA>J<< C4D4@9FD4 4A<;BFDBC<< Ã CB>4;4AB A4 D<EGA-

>9 2.4.1 8?S ;A4K9A<= ³ = 0, 1, 2, < 5, <AF9AE<6ABEF< 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<-

@B89=EF6<= ¼e = 0.5 < ÇL = 2.1. � C4D4??9?PAB= >BAH<7GD4J<< BE< 4A<;BFDB-

C<< S6?SRFES 8BCB?A<F9?PAO@ EF<@G?B@ > 6OD46A<64A<R @47A<FAOI @B@9AFB6

68B?P 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S, KFB CD<6B8<F > G69?<K9A<R E6B5B8AB= QA9D-

7<< �9?P@7B?PJ4 E DBEFB@ C4D4@9FD4 4A<;BFDBC<< Ã. �DB@9 FB7B, G69?<K9A<9

<AF9AE<6ABEF< @47A<FAB7B CB?S 6989F > DBEFG ∆F .

$<E. 2.4.1 3 �>?48 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= ∆F 6 E6B5B8AGR QA9D7<R 8?S C4-

D4??9?PAB= >BAH<7GD4J<< >4> HGA>J<S C4D4@9FD4 4A<;BFDBC<< Ã 8?S E<EF9@O E ¼e = 0.5,

ÇL = 2.1 < D4;?<KAO@< ;A4K9A<S@< C4D4@9FD4 ³ = 0, 1, 2 < 5.
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�46<E<@BEFP ∆F BF A4CDS:9AABEF< 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S CB>4;4A4

A4 D<EGA>9 2.4.2 8?S ;A4K9A<= Ã = 0, 2, 5, < 10, < ¼e = 0.5. �>?48 ∆F 5B?99

KG6EF6<F9?9A > <;@9A9A<R C4D4@9FD4 4A<;BFDBC<< 6 @47A<FAOI CB?SI ED98A9=

<AF9AE<6ABEF< 1 f ³ f 5, FB784 >4> CD< ³ ≃ 10 <;@9A9A<9 ;A4K9A<S ∆F CD<

DBEF9 C4D4@9FD4 Ã A9 EFB?P ;A4K<F9?PAB.

$<E. 2.4.2 3 �>?48 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= ∆F 6 E6B5B8AGR QA9D7<R 8?S C4-

D4??9?PAB= >BAH<7GD4J<< >4> HGA>J<S C4D4@9FD4 �4A:969A4 ³ 8?S E<EF9@O E ¼e = 0.5,

ÇL = 2.1 < D4;?<KAO@< ;A4K9A<S@< C4D4@9FD4 Ã = 0, 2, 5 < 10.

2.4.2. %?GK4= C9DC9A8<>G?SDAB= BD<9AF4J<< BE9= ?97>B7B

A4@47A<K<64A<S < A4CD46?9A<S CBEFBSAAB7B @47A<FAB7B

CB?S

#9DC9A8<>G?SDAB9 D4ECB?B:9A<9 BE9= ?97>B7B A4@47A<K<64A<S n BFABE<-

F9?PAB A4CD46?9A<S CBEFBSAAB7B 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S H B;A4K49F, KFB:

n = n(1, 0, 0),

(m̂i · ĥ) = cosÉi,

(m̂i · n̂i) = sinÉi cos εi. (2.4.28)
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�?S QFB7B E?GK4S Fid 6 HBD@G?9 (2.3.9) CD<@9F E?98GRM<= 6<8:

´F§
id

N
= − ln [R0(³, Ã)] , (2.4.29)

789 R0(³, Ã) - 6ECB@B74F9?PA4S HGA>J<S:

R0(³, Ã) =

∫

dm1 exp
(

³cosÉ1 + Ã sin2 É1 cos
2 ε1
)

=

1
∫

0

exp
(

Ãt2
)

I0(³
√

1− t2)dt (2.4.30)

R0(³, 0) =
sinh³

³
. (2.4.31)

�89EP I0(x) S6?S9FES @B8<H<J<DB64AAB= HGA>J<9= �9EE9?S AG?96B7B CB-

DS8>4.

'ED98A9A<9 <AF97D4?4 E 69EB6O@< >BQHH<J<9AF4@< D4ECD989?9A<S

�B?PJ@4A4 CB BD<9AF4J<< @47A<FAB7B @B@9AF4 k-B= A4ABK4EF<JO 8?S C9DC9A-

8<>G?SDAB= >BAH<7GD4J<< dΨ§
k 6O7?S8<F E?98GRM<@ B5D4;B@:

dΨ§
k =

dm̂k exp
(

³ cosÉk + Ã sin2 Ék cos
2 εk
)

R0(³, Ã)
. (2.4.32)

�?S 84AAB7B E?GK4S D9;G?PF4F GED98A9A<S >BQHH<J<9AFB6 b§1 , b
§
2 , b

§
3 CB

BD<9AF4J<< @47A<FAB7B @B@9AF4 CD<@9F E?98GRM<= 6<8:

b§1 = 2R2
1(³, Ã)ϵ1, (2.4.33)

b§2 =
(

R2
2(³, Ã) + 3R2

3(³, Ã)− 2R3(³, Ã) + 1
)

ϵ2

+
9

4

(

2R3(³, Ã)− 3R2
3(³, Ã)−R2

2(³, Ã) + 1
)

ϵ3 +
9

4
ϵ3, (2.4.34)

b§3 =
4

3
R2

5(³, Ã)ϵ4 + 4
[

(R4(³, Ã)−R5(³, Ã))
2 +R2

6(³, Ã)
]

ϵ5

+ 18
[

R2
4(³, Ã) +R2

6(³, Ã) +R5(³, Ã)R6(³, Ã)−R4(³, Ã)R5(³, Ã)
]

ϵ6

+ 9(R4(³, Ã)−R5(³, Ã))R6(³, Ã)ϵ7, (2.4.35)
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789 8?S GCDBM9A<S <FB7B6B= HBD@O ;4C<E< 5O?< <ECB?P;B64AO 6ECB@B74F9?P-

AO9 HGA>J<< R§
1 , R

§
2 , R

§
3 , R

§
4 , R

§
5 , R

§
6 :

R§
1 (³, Ã) =

1

R0(³, Ã)

1
∫

0

exp
(

Ãt2
)

I0(³
√

1− t2)
√

1− t2dt, (2.4.36)

R§
1 (³, 0) = L(³),

R§
2 (³, Ã) =

1

R0(³, Ã)

1
∫

0

exp
(

Ãt2
)

I2(³
√

1− t2)
(

1− t2
)

dt, (2.4.37)

R§
2 (³, 0) = L3(³),

R§
3 (³, Ã) =

1

R0(³, Ã)

1
∫

0

exp
(

Ãt2
)

I0(³
√

1− t2)t2dt, (2.4.38)

R§
3 (³, 0) =

L(³)

³
,

R§
4 (³, Ã) =

1

R0(³, Ã)

1
∫

0

exp
(

Ãt2
)

I1(³
√

1− t2)
√

1− t2
3
dt, (2.4.39)

R§
4 (³, 0) = L(³)−

L3(³)

³
,

R§
5 (³, Ã) =

1

R0(³, Ã)

1
∫

0

exp
(

Ãt2
)

I3(³
√

1− t2)
√

1− t2
3
dt, (2.4.40)

R§
5 (³, 0) = L(³)− 2

L3(³)

³
,

R§
6 (³, Ã) =

1

R0(³, Ã)

1
∫

0

exp
(

Ãt2
)

I1(³
√

1− t2)
√

1− t2t2dt, (2.4.41)

R§
6 (³, 0) =

L3(³)

³
.

� 84AAB= ;4C<E< Ik(x) 3 QFB @B8<H<J<DB64AA4S HGA>J<S �9EE9?S k-7B

CBDS8>4. �A4K9A<S ϵk 6>?RK4RF 6 E95S EG@@G 6OD4:9A<=, ;46<ESM<I BF CB?B-

:9A<S K4EF<J CB G;?4@ >G5<K9E>B= D9L9F><, B7D4A<K9AAB= D4;@9DB@ J<?<A8D4:
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ϵ1 =
N
∑

j=2

1

r̃31j
P2

(

x̃1j
r̃1j

)

≃ 2.0944, (2.4.42)

ϵ2 =
N
∑

j=2

1

r̃61j
P 2
2

(

x̃1j
r̃1j

)

≃ 3.3393, (2.4.43)

ϵ3 =
N
∑

j=2

x̃21j z̃
2
1j

r̃101j
≃ 0.1915, (2.4.44)

ϵ4 =
N
∑

j=2

1

r̃91j
P 3
2

(

x̃1j
r̃1j

)

≃ 1.4880, (2.4.45)

ϵ5 =
N
∑

j=2

1

r̃91j
P2

(

x̃1j
r̃1j

)

P 2
2

(

z̃1j
r̃1j

)

≃ −0.7440, (2.4.46)

ϵ6 =
N
∑

j=2

x̃21j z̃
2
1j

r̃131j
P2

(

z̃1j
r̃1j

)

≃ 0.0114, (2.4.47)

ϵ7 =
N
∑

j=2

ỹ21j z̃
2
1j(8x̃

2
1j − ỹ21j − z̃21j)

r̃151j
≃ −0.0318. (2.4.48)

% GK9FB@ 6OL9BC<E4AAOI 6OK<E?9A<= 4A4?<F<K9E>B9 6OD4:9A<9 8?S

∆F§ @B:AB ;4C<E4FP 6 <FB7B6B@ 6<89 >4>:

´∆F§

N
= − ln

{

1 + 2.0944R2
1(³, Ã)¼e

+
[

1.4542R2
2(³, Ã) + 4.3627R2

3(³, Ã)

− 2.9085R3(³, Ã) + 1.8851
]

¼2
e

+
[

2.8736R4(³, Ã)R5(³, Ã)− 0.1429R4(³, Ã)R6(³, Ã)

+ 0.2454R5(³, Ã)R6(³, Ã)− 1.3856R2
4(³, Ã)

− 0.4960R2
5(³, Ã)− 1.3856R2

6(³, Ã)
]

¼3
e

}

. (2.4.49)

�?<SA<9 8<CB?P-8<CB?PAB7B 6;4<@B89=EF6<S ∆F A4 E6B5B8AGR QA9D7<R

�9?P@7B?PJ4 >4> HGA>J<< C4D4@9FD4 4A<;BFDBC<< Ã CB>4;4AB A4 D<EGA>9 2.4.3

8?S ;A4K9A<= ³ = 0, 1, 2, < 5, <AF9AE<6ABEF< 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=-

EF6<= ¼e = 0.5 < ÇL = 2.1. %?98G9F BF@9F<FP, KFB ;46<E<@BEF< A9 S6?SRFES

@BABFBAAO@<, ;4 <E>?RK9A<9@ E?GK4S ³ = 0.
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$<E. 2.4.3 3 �>?48 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<=∆F 6 E6B5B8AGR QA9D7<R 8?S C9DC9A-

8<>G?SDAB= >BAH<7GD4J<< >4> HGA>J<S C4D4@9FD4 4A<;BFDBC<< Ã 8?S E<EF9@O E ¼e = 0.5,

ÇL = 2.1 < D4;?<KAO@< ;A4K9A<S@< C4D4@9FD4 ³ = 0, 1, 2 < 5.

#D< @4?OI ;A4K9A<SI C4D4@9FD4 4A<;BFDBC<< G69?<K9A<9 A4CDS:9AAB-

EF< @47A<FAB7B CB?S CD<6B8<F > G69?<K9A<R 6>?484 8<CB?P-8<CB?PAB7B 6;4<-

@B89=EF6<S 6 E6B5B8AGR QA9D7<R �9?P@7B?PJ4, AB CD< QFB@ 6E9 >D<6O9 EB6-

C484RF 8DG7 E 8DG7B@ < CB>4;O64RF CBEFBSAAB9 ;A4K9A<9 CD< Ã g 8. 1FB

B;A4K49F, KFB 8?S C9DC9A8<>G?SDAB= >BAH<7GD4J<< KG6EF6<F9?PA4S > 8<CB?P-

8<CB?PAO@ 6;4<@B89=EF6<S@ K4EFP E6B5B8AB= QA9D7<< �9?P@7B?PJ4 ∆F 8?S E<-

EF9@O E Ã k 0 CD4>F<K9E>< A9 ;46<E<F BF ³ < Ã. 1FBF H4>F F4>:9 6<89A A4

D<EGA>9 2.4.4, 789 ∆F CB>4;4A4 >4> HGA>J<S, ;46<ESM4S BF ³. #D< Ã = 10

CB6989A<9 ∆F A9 BK9AP KG6EF6<F9?PAB > G69?<K9A<R C4D4@9FD4 �4A:969A4.
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$<E. 2.4.4 3 �>?48 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= ∆F 6 E6B5B8AGR QA9D7<R 8?S C9D-

C9A8<>G?SDAB= >BAH<7GD4J<< >4> HGA>J<S C4D4@9FD4 �4A:969A4 ³ 8?S E<EF9@O E ¼e = 0.5,

ÇL = 2.1 < D4;?<KAO@< ;A4K9A<S@< C4D4@9FD4 Ã = 0, 2, 5 < 10.

2.4.3. %?GK4= 6OD46A<64A<S BE9= ?97>B7B

A4@47A<K<64A<S CB8 CDB<;6B?PAO@ G7?B@ > A4CD46?9A<R

CBEFBSAAB7B @47A<FAB7B CB?S

"F K4EFAOI (C4D4??9?PAO= < C9DC9A8<>G?SDAO=) E?GK496 C9D9=89@ > 5B-

?99 B5M9@G: CD98CB?B:<@, KFB BE< ?97>B7B A4@47A<K<64A<S, >4> < CD9:89, C4-

D4??9?PAO 8DG7 8DG7G, AB F9C9DP 6ODB6A9AO CB8 CDB<;6B?PAO@ G7?B@ > EF4F<-

K9E>B@G @47A<FAB@G CB?R.

� B5M9@ E?GK49 8?S >G5<K9E>B= D9L9F>< >BAH<7GD4J<BAAGR K4EFP E6B-

5B8AB= QA9D7<< �9?P@7B?PJ4 ∆F @B:AB ;4C<E4FP 6 E?98GRM9@ 6<89, B7D4A<-

K<6L<EP 86G@S E?4749@O@<:

´∆F

N
= −

1

2

(

bSCLF
1 + bSCLF

2

)

≃ − ln

[

1 +
1

2

(

bSCLF
1 + bSCLF

2

)

]

, (2.4.50)
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bSCLF
1 =

N
∑

j=2

〈

− ´Ud(1j)

〉

, (2.4.51)

bSCLF
2 =

N
∑

j=2

〈

1

2!
(−´Ud(1j))

2

〉

. (2.4.52)

$9;G?PF4F GED98A9A<S >BQHH<J<9AF4 bSCLF
1 CB BD<9AF4J<< @47A<FAB7B @B-

@9AF4 CD<A<@49F 6<8:

bSCLF
1 =

µ0m
2´

2Ã

[

Q2
xµx +Q2

yµy +Q2
zµz

]

+
3µ0m

2´

2Ã

[

QxQyµxy +QxQzµxz +QyQzµyz

]

. (2.4.53)

(GA>J<< Qx, Qy, Qz ;46<ESF BF <AF9AE<6ABEF< 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S,

C4D4@9FD4 4A<;BFDBC<< < A4CD46?9A<S BE9= ?97>B7B A4@47A<K<64A<S:

Qx(³, Ã, n̂) =

∫

dΨ1 sinÉ1 cos ε1, (2.4.54)

Qy(³, Ã, n̂) =

∫

dΨ1 sinÉ1 sin ε1, (2.4.55)

Qz(³, Ã, n̂) =

∫

dΨ1 cosÉ1, (2.4.56)

4 ;A4K9A<S µx, µy, µz, µxy, µxz < µyz D4EEK<FO64RFES E <ECB?P;B64A<9@ r1j =

(x1j, y1j, z1j):

µx =
N
∑

j=2

1

r31j
P2

(

x1j
r1j

)

, (2.4.57)

µy =
N
∑

j=2

1

r31j
P2

(

y1j
r1j

)

, (2.4.58)

µz =
N
∑

j=2

1

r31j
P2

(

z1j
r1j

)

, (2.4.59)
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µxy =
N
∑

j=2

x1jy1j
r51j

, (2.4.60)

µxz =
N
∑

j=2

x1jz1j
r51j

, (2.4.61)

µyz =
N
∑

j=2

y1jz1j
r51j

(2.4.62)

< D46AO EBBF69FEF69AAB:

µx = µy = −
Ã

3d3
, (2.4.63)

µz =
2Ã

3d3
, (2.4.64)

µxy = µxz = µyz = 0. (2.4.65)

#D<A<@4S 6B 6A<@4A<9 <FB7B6O9 ;A4K9A<S (2.4.63)-(2.4.65), 6OD4:9A<9

(2.4.53) 8?S bSCLF
1 @B:9F 5OFP ;4C<E4AB >4>:

bSCLF
1 = ÇL

[

Q2
z − 0.5Q2

x − 0.5Q2
y

]

, (2.4.66)

�FB7B6B9 6OD4:9A<9 8?S bSCLF
2 5O?B CB?GK9AB 4A4?B7<KAO@ B5D4;B@ CG-

F9@ D4;?B:9A<S 6 DS8 8<CB?PAB= QA9D7<<:

bSCLF
2 = Ç2

L

[

0.381
(

Q2
xx +Q2

yy +Q2
zz

)

+ 0.098 (QxxQyy +QxxQzz +QyyQzz)

− 0.282
(

Q2
xy +Q2

xz +Q2
yz

)

]

, (2.4.67)
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789 8?S GCDBM9A<S <FB7B6B= HBD@O ;4C<E< 5O?< <ECB?P;B64AO 6ECB@B74F9?P-

AO9 HGA>J<< Qxx, Qyy, Qzz, Qxy, Qxz, Qyz:

Qxx(³, Ã, n̂) =

∫

dΨ1 sin
2 É1 cos

2 ε1, (2.4.68)

Qyy(³, Ã, n̂) =

∫

dΨ1 sin
2 É1 sin

2 ε1, (2.4.69)

Qzz(³, Ã, n̂) =

∫

dΨ1 cos
2 É1, (2.4.70)

Qxy(³, Ã, n̂) =

∫

dΨ1 sin
2 É1 sin ε1 cos ε1, (2.4.71)

Qxz(³, Ã, n̂) =

∫

dΨ1 sinÉ1 cosÉ1 cos ε1, (2.4.72)

Qyz(³, Ã, n̂) =

∫

dΨ1 sinÉ1 cosÉ1 sin ε1. (2.4.73)

#D<@9ASS ?B74D<H@<K9E>B9 CD9B5D4;B64A<9 > D4EE@BFD9AAO@ E?4749@O@

bSCLF
1 <; (2.4.66) < bSCLF

2 <; (2.4.67) E GK9FB@ (2.4.50), CB?GK49@:

´∆F SCLF

N
= − ln

{

1 + 0.5ÇL

[

Q2
z − 0.5Q2

x − 0.5Q2
y

]

+ 0.5Ç2
L

[

0.381
(

Q2
xx +Q2

yy +Q2
zz

)

+ 0.098 (QxxQyy +QxxQzz +QyyQzz)

− 0.282
(

Q2
xy +Q2

xz +Q2
yz

)

]}

. (2.4.74)

�4@9F<@, KFB CB8EF4AB6>4 GE?B6<= (2.4.6) < (2.4.28) 6 <FB7B6GR HBD@G?G

(2.4.74) CB;6B?S9F CD<=F< > FB@G :9 6<8G, >BFBDO= 5O? CB?GK9A 6 6OD4:9A<-

SI (2.4.27) < (2.4.49) EBBF69FEF69AAB. %B7?4EB64AABEFP D9;G?PF4FB6 8?S E?GK4S

6OD46A<64A<S BE9= ?97>B7B A4@47A<K<64A<S CB8 CDB<;6B?PAO@ G7?B@ BFABE<-

F9?PAB A4CD46?9A<S CBEFBSAAB7B @47A<FAB7B CB?S E D9;G?PF4F4@<, CB?GK9AAO-

@< 8?S C4D4??9?PAB= < C9DC9A8<>G?SDAB= >BAH<7GD4J<=, CB8F69D:849F FBK-

ABEFP < B5MABEFP CB?GK9AAOI 6OD4:9A<=.
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2.5. %?GK4=AB9 D4ECD989?9A<9 @47A<FAOI K4EF<J

CB B5N9@G

$4EE@BFD<@ @B89?P E?GK4=AB7B D4ECD989?9A<9 K4EF<J CB B5N9@G E BES@<

?97>B7B A4@47A<K<64A<S, 6ODB6A9AAO@< CB8 CDB<;6B?PAO@ G7?B@ > A4CD46?9-

A<R @47A<FAB7B CB?S.

"CD989?9A<9 ∆F <; (2.3.18) ECD4698?<6B 8?S 8<E>D9FAOI F<CB6 D4ECD989-

?9A<S A4ABK4EF<J 6 B5N9@9 E<EF9@O, F4><I, A4CD<@9D, >4> >G5<K9E>4S D9L9F>4.

�?S E?GK4=AB7B D4;@9M9A<S @47A<FAOI A4ABK4EF<J 6 B5N9@9 B5D4;J4 A9B5IB-

8<@B GED98A<FP (2.3.18) CB 6E9@ 6B;@B:AO@ E?GK4=AO@ >BAH<7GD4J<S@. 1FB

B;A4K49F, KFB 6 CD989?9 >4:84S j-4S K4EF<J4 6 EG@@9 (2.3.18) @B:9F ;4A<@4FP

?R5B9 CB?B:9A<9 6 B5N9@9 B5D4;J4, ;4 <E>?RK9A<9@ CB?B:9A<S 1-B= K4EF<JO:

´∆FRANDOM

N
= −

1

2

N
∑

j=2

∫

dr1j
V

ïf1jð

= −
N

2V

∫

dr12 ïf12ð = −
Ä

2

∫

dr12

〈

f12

〉

, (2.5.1)

$4;?B:<@ HGA>J<R  4=9D4 (2.3.13) 6 DS8 8B 6FBDB7B CBDS8>4 8<CB?PAB=

QA9D7<< Ud:

f12 = −´Ud(12) +
1

2!
[−´Ud(12)]

2 +O(U 3
d ), (2.5.2)

� B7D4A<K9A<< 6FBDO@ 6<D<4?PAO@ >BQHH<J<9AFB@ < 6FBDB= EF9C9APR CB

8<CB?PAO@ 6;4<@B89=EF6<S@, E GK9FB@ (2.5.2), 8?S E?GK4=AB7B D4ECD989?9A<S

>BAH<7GD4J<BAAGR K4EFP E6B5B8AB= QA9D7<< �9?P@7B?PJ4 ∆F @B:AB ;4C<E4FP

6 6<89:

´∆FRANDOM

N
= −

Ä

2

(

bRANDOM
1 + bRANDOM

2

)

≃ − ln
[

1 +
Ä

2

(

bRANDOM
1 + bRANDOM

2

)

]

, (2.5.3)
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789:

bRANDOM
1 =

∫

dr12

〈

− ´Ud(12)

〉

, (2.5.4)

bRANDOM
2 =

1

2!

∫

dr12

〈

[−´Ud(12)]
2

〉

. (2.5.5)

$9;G?PF4F GED98A9A<S >BQHH<J<9AF4 bRANDOM
1 CB BD<9AF4J<< @47A<FAB7B

@B@9AF4 CD<A<@49F 6<8:

bRANDOM
1 =

µ0m
2´

2Ã

[

Q2
xµx +Q2

yµy +Q2
zµz

]

+
3µ0m

2´

2Ã

[

QxQyµxy +QxQzµxz +QyQzµyz

]

, (2.5.6)

789 <ECB?P;GRFES HGA>J<< Qx, Qy Qz, BCD989?9AAO9 6 (2.4.54)-(2.4.56). �A4K9-

A<S µx, µy, µz, µxy, µxz < µyz @B7GF 5OFP CD98EF46?9AO 6 <AF97D4?PAB= HBD@9:

µx =

∫

dr12
1

r312
P2 (sin ς cosϑ) , (2.5.7)

µy =

∫

dr12
1

r312
P2 (sin ς sinϑ) , (2.5.8)

µz =

∫

dr12
1

r312
P2 (cos ς) , (2.5.9)

µxy =

∫

dr12
1

r312
sin2 ς sinϑ cosϑ, (2.5.10)

µxz =

∫

dr12
1

r312
sin ς cos ς cosϑ, (2.5.11)

µyz =

∫

dr12
1

r312
sin ς cos ς sinϑ, (2.5.12)

789 r12 = r12(sin ς cosϑ, sin ς sinϑ, cos ς), ;A4K9A<S µx, µy, µz, µxy, µxz, µyz D46AO

EBBF69FEF69AAB:

µx = µy = −
Ã

3
, (2.5.13)

µz =
2Ã

3
, (2.5.14)

µxy = µxz = µyz = 0. (2.5.15)
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#D<A<@4S 6B 6A<@4A<9 ;A4K9A<S (2.5.13)-(2.5.15), <FB7B6O= D9;G?PF4F 8?S

bRANDOM
1 @B:9F 5OFP ;4C<E4A >4>:

bRANDOM
1 = 8vm¼

[

Q2
z − 0.5Q2

x − 0.5Q2
y

]

, (2.5.16)

�FB7B6B9 6OD4:9A<9 8?S bRANDOM
2 5O?B CB?GK9AB 4A4?B7<KAO@ B5D4;B@

CGF9@ 6OK<E?9A<S D4;?B:9AAB= 6 DS8 8<CB?PAB= QA9D7<< 8B 6FBDB7B CBDS8>4:

bRANDOM
2 =

8

5
vm¼

2

[

2
(

Q2
xx +Q2

yy +Q2
zz

)

+Q2
xy +Q2

xz +Q2
yz

+ 3 (QxxQyy +QxxQzz +QyyQzz)

]

, (2.5.17)

789 6ECB@B74F9?PAO9 HGA>J<< Qxx, Qyy, Qzz, Qxy, Qxz, Qyz 5O?< BCD989?9AO

6 (2.4.68)-(2.4.73). #D<@9ASS ?B74D<H@<K9E>B9 CD9B5D4;B64A<9 > D4EE@BFD9A-

AO@ E?4749@O@ bRANDOM
1 <; (2.5.16) < bRANDOM

2 <; (2.5.17), E GK9FB@ (2.5.3),

CB?GK49@:

´∆FRANDOM

N
= − ln

{

1 + 0.5ÇL

[

Q2
z − 0.5Q2

x − 0.5Q2
y

]

+ 0.1ÇL¼
[

2
(

Q2
xx +Q2

yy +Q2
zz

)

+ 3 (QxxQyy +QxxQzz +QyyQzz)
]

+ Q2
xy +Q2

xz +Q2
yz

}

. (2.5.18)

+<E?9AAO= D4EK9F ;A4K9A<= Q < R, <ECB?P;B64AAOI 8?S BCD989?9A<S

∆F ||, ∆F§, ∆F SCLF < ∆FRANDOM CDB6B8<?ES 6 CDB7D4@@AB@ >B@C?9>E9 [35],

BC<E4AAB@ 6 K9F69DFB= 7?469.



53

2.6. �?<SA<9 CDBEFD4AEF69AAB= <

BD<9AF4J<BAAB= 4DI<F9>FGDO 4AE4@5?S

EGC9DC4D4@47A<FAOI K4EF<J A4 97B E6B=EF64

2.6.1. �>?48 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= 6

E6B5B8AGR QA9D7<R �9?P@7B?PJ4

�4@9F<@, KFB E?4749@O9 CBDS8>4 ÇL 6OD4:9A<= (2.4.74) < (2.5.18) EB6C4-

84RF. &9BD9F<K9E><= GK9F BF?<K<= 6 EFDG>FGD4I CDBEFD4AEF69AAB7B D4ECB?B:9-

A<S K4EF<J 6B;@B:9A FB?P>B 6 E?4749@OI CBDS8>4 ÇL¼, Ç2
L. �?S FB7B KFB5O A4

>BA>D9FAB@ CD<@9D9 ED46A<FP 864 D4;?<KAOI 6OD4:9A<S E6B5B8AB= QA9D7<<,

BF69K4RM<I 86G@ @B89?S@ D4;@9M9A<S K4EF<J 6 B5D4;J9, A9B5IB8<@B ;484FP

;A4K9A<S 6BECD<<@K<6BEF< �4A:969A4 ÇL < C4D4@9FD4 ¼ F4><@ B5D4;B@, KFB-

5O EB@AB:<F9?< ÇL¼ < Ç2
L <; 6OL9GCB@SAGFOI HBD@G? S6?S?<EP EBCBEF46<-

@O@<. $4EE@BFD<@ E<EF9@O E H<>E<DB64AAB= B5N9@AB= >BAJ9AFD4J<9= K4EF<J

Ävm = 0.125, KFB EBBF69FEF6G9F B5D4;JG E G@9D9AAB= >BAJ9AFD4J<9= < A9 8B?:-

AB CD<6B8<FP > >4><@-?<5B A9B:<84AAO@ QHH9>F4@. "FE?98<@ CB6989A<9 ∆F

8?S >G5<K9E>B= D9L9F>< < E?GK4=AB7B D4ECD989?9A<S K4EF<J, ;4H<>E<DB646

¼ = 1.25 < ÇL = 1.25.

$4EE@BFD<@ 7D4H<>< ∆F 8?S >G5<K9E>B= D9L9F>< CD< Ã = 10. � E?GK49

AG?96B7B @47A<FAB7B CB?S A4 D<EGA>9 2.6.1(4) CD< ϕ = 0 G HGA>J<< A45?R84-

9FES FD< @4>E<@G@4 < 864 @<A<@G@4, D4ECB?B:9AAOI A4 B8<A4>B6OI GDB6ASI,

EBBF69FEF69AAB. (<;<K9E>4S CD<K<A4 6B;A<>AB69A<S 86GI @<A<@G@B6 6 FBK>4I

¹ = Ã/4 < ¹ = 3Ã/4 ;4>?RK49FES 6 FB@, KFB CD< QF<I ;A4K9A<SI G7?4 8<CB?<,

A4IB8SM<9ES 6 BD<9AF4J<< «7B?B643I6BEF», B>4;O64RFES D4ECB?B:9AAO@< CB

8<47BA4?< CDBEFD4AEF69AAB= D9L9F><, 4 ;A4K<F D4EEFBSA<9 @9:8G 8<CB?S@<

5G89F @4>E<@4?PAO@, KFB CD<6B8<F > G@9APL9A<R QA9D7<< <I 6;4<@B89=EF6<S.

#D< G69?<K9A<< G7?4 ϕ BF 0 8B Ã/4 8<CB?< G84?SRFES 8DG7 BF 8DG74, <, >4> E?98-

EF6<9, ED98A<= @4>E<@G@ E@9M49FES 6A<; BFABE<F9?PAB CD46B7B < ?96B7B @4>-

E<@G@B6. !4 D<EGA>9 2.6.1(5) 6<8AB, KFB CBS6?9A<9 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S

@4?B= A4CDS:9AABEF< ;4@9FAB G69?<K<649F E<?G 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=-

EF6<= FB?P>B 8?S C4D4??9?PAOI >BAH<7GD4J<= CD< ¹ = 0 < ¹ = Ã, 4 @4>E<@G@ 6
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FBK>9 ¹ = Ã/2 CD4>F<K9E>< A9 86<:9FES 669DI. �E9 BEB59AABEF<, BF@9K9AAO9 6

CD98O8GM9@ E?GK49, CDBS6?SRFES BFK9F?<699 E G69?<K9A<9@ 6A9LA97B @47A<F-

AB7B CB?S A4 D<EGA>9 2.6.1(6). �?S E<?PAOI @47A<FAOI CB?9=, CB>4;4AAOI A4

D<EGA>9 2.6.1(7), EBBF69FEF6GRM<I EBEFBSA<R @47A<FAB7B A4EOM9A<S E<EF9@O,

KG6EF6<F9?PABEFP > 69?<K<A9 G7?4 ϕ <EK9;49F, 4 F4>:9 <@99F @9EFB 69DF<>4?P-

AO= E86<7 ED98A97B ?B>4?PAB7B @4>E<@G@4 < 86GI @<A<@G@B6 669DI, K97B A9

A45?R84?BEP 6 CD98O8GM<I E?GK4SI.

#D< 4A4?<;9 7D4H<>B6 ∆F 8?S >G5<K9E>B= D9L9F>< >4> HGA>J<< 4;<@G-

F4?PAB7B G7?4 ¹ @B:AB ;4@9F<FP, KFB CD< 6E9I C4D4@9FD4I 6E9784 EGM9EF6G9F

864 @<A<@G@4. &4>:9 CDBE@4FD<649FES K9F>4S ;46<E<@BEFP BF G7?4 ϕ. #D< QFB@

7D4H<> 8?S ϕ = Ã/3 EB6C4849F E 7D4H<>B@ 8?S ϕ = Ã/6, 4 7D4H<> ϕ = Ã/2 4

E 7D4H<>B@ 8?S ϕ = 0. �E?98EF6<9 QFB7B 8BCB?A<F9?PAO9 E?GK4< ϕ = Ã/3 <

ϕ = Ã/2 A4 D<EGA>9 A9 CD98EF46?9AO.

$4EE@BFD<@ 7D4H<>< ∆F 8?S CDB<;6B?PAB7B D4ECD989?9A<S K4EF<J CD<

Ã = 10 >4> HGA>J<< 4;<@GF4?PAB7B G7?4 ¹ (D<EGAB> 2.6.2). "F@9F<@, KFB ;46<-

E<@BEFP ∆F BF G7?4 ϕ BFEGFEF6G9F CD< ?R5OI C4D4@9FD4I E<EF9@O, BA4 CB?-

ABEFPR <;BFDBCA4 CD< 6D4M9A<< 6 C?BE>BEF< Oxy. �4> < 6 <894?PAB@ E?GK49,

BFEGFEF6G9F ;46<E<@BEFP BF G7?4 ¹ 6 AG?96B@ @47A<FAB@ CB?9. % G69?<K9A<9@

A4CDS:9AABEF< 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S CBS6?SRFES 864 @<A<@G@4, >BFBDO9

CD<5?<:4RFES > ¹ = Ã/2 E DBEFB@ C4D4@9FD4 ³. #4D4??9?PAO9 >BAH<7GD4J<<,

CD< >BFBDOI BEP 4A<;BFDBC<< D4ECB?B:9A4 68B?P 69>FBD4 @47A<FAB7B CB?S, FB

9EFP ¹ = 0 < ¹ = Ã, CB>4;O64RF 5B?99 5OEFDO= DBEF ∆F , K9@ C9DC9A8<>G?SDA4S

>BAH<7GD4J<S ¹ = Ã/2. % GE<?9A<9@ CB?S A45?R849FES A9 FB?P>B 69DF<>4?PAB9

86<:9A<9 7D4H<>4 669DI, AB < G69?<K9A<9 6OEBFO 97B CDB7<54. � E<?PAB@ @47-

A<FAB@ CB?9 ³ = 20, 6 EBEFBSA<< @47A<FAB7B A4EOM9A<S E<EF9@O, CDB<EIB8<F

69DF<>4?PAO= E86<7 ED98A97B ?B>4?PAB7B @4>E<@G@4 < 86GI @<A<@G@B6 669DI,

K97B A9 A45?R849FES 8?S ³ = 1 < ³ = 5, CD< QFB@ 6>?48 8<CB?P-8<CB?PAOI

6;4<@B89=EF6<= 6 E6B5B8AGR QA9D7<R 8?S C4D4??9?PAOI >BAH<7GD4J<= CD4>-

F<K9E>< A9 <;@9AS9FES CB ED46A9A<R E EBEFBSA<9@ 6 CB?9 ³ = 5.
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(4) (5)

(6) (7)

$<E. 2.6.1 3 �>?48 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= ∆F 6 E6B5B8AGR QA9D7<R 8?S >G5<-

K9E>B= D9L9F>< CD< ÇL = ¼ = 1.25, Ã = 10 >4> HGA>J<S, ;46<ESM4S BF G7?4 ¹ = "(H,n), 8?S

D4;?<KAOI ;A4K9A<= <AF9AE<6ABEF< 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S ³ = 0 (4), 1 (5), 5 (6) < 20 (7).
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$<E. 2.6.2 3 �>?48 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<=∆F 6 E6B5B8AGR QA9D7<R 8?S E?GK4=-

AB7B D4ECD989?9A<S CD< ÇL = ¼ = 1.25, Ã = 10 >4> HGA>J<S, ;46<ESM4S BF G7?4 ¹ = "(H,n),

8?S D4;?<KAOI ;A4K9A<= <AF9AE<6ABEF< 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S ³ = 0, 1, 5 < 20.

"5B5M4S D9;G?PF4FO, CB?GK9AAO9 8?S >G5<K9E>B= D9L9F>< < E?GK4=AB7B

D4ECD989?9A<S K4EF<J, @B:AB E89?4FP E?98GRM<9 6O6B8O:

3 D4;?<K<9 @9:8G 86G@S ECBEB54@< D4;@9M9A<S K4EF<J 6AGFD< B5D4;J4

;4>?RK49FES 6 E?98GRM9@: 6 >G5<K9E>B= D9L9F>9 ∆F ;46<E<F BF G7?4 ϕ 6B

6E9I E?GK4SI, >DB@9 EBEFBSA<S @47A<FAB7B A4EOM9A<S; E?GK4=AB9 D4ECD989?9-

A<9 CB?ABEFPR <;BFDBCAB CD< 6D4M9A<< 6 C?BE>BEF< Oxy;

3 6 AG?96B@ @47A<FAB@ CB?9∆F 8?S CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F>< ;46<E<F

BF G7?4 ¹, 6 FB 6D9@S >4> 8?S E?GK4=AB7B D4ECD989?9A<S F4>B= ;46<E<@BEF< A9F;

3 8?S >4:8B7B ECBEB54 D4ECD989?9A<S K4EF<J 6AGFD< B5D4;J4 7D4H<><

<@9RF CBIB:<= I4D4>F9D E 86G@S @<A<@G@4@< < FD9@S @4>E<@G@4@< CD< C4-

D4??9?PAB= (¹ = 0 < ¹ = Ã) < C9DC9A8<>G?SDAB= (¹ = Ã/2) A4CD46?9AABEF<

69>FBDB6.
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2.6.2. %F4F<K9E>4S A4@47A<K9AABEFP

�A4?<F<K9E><= 6<8 EF4F<K9E>B= A4@47A<K9AABEF< @B:9F 5OFP D4EEK<F4A

E <ECB?P;B64A<9@ 4A4?<F<K9E>B7B 6OD4:9A<S E6B5B8AB= QA9D7<< �9?P@7B?PJ4:

M = Mid −
∂

∂³

(

´∆F

N

)

, (2.6.1)

789Mid B;A4K49F EF4F<K9E>GR A4@47A<K9AABEFP <894?PAB= E<EF9@O 59; 8<CB?P-

8<CB?PAB7B 6;4<@B89=EF6<S:

Mid = −
∂

∂³

(

´Fid

N

)

. (2.6.2)

!4 D<EGA>9 2.6.3 CD98EF46?9AO 7D4H<>< EF4F<K9E>B= A4@47A<K9AABEF<

CD< ϕ = 0 (8?S >G5<K9E>B= D9L9F><), ÇL = ¼ = 1.25, Ã = 10 >4> HGA>J<<,

;46<ESM9= BF G7?4 ¹, 8?S >G5<K9E>B= D9L9F>< -MSCLF ((2.4.74) < (2.6.1), SD><9

?<A<<) < CDB<;6B?PAB7B D4ECD989?9A<S - MRANDOM ((2.5.18) < (2.6.1), 5?98-

AO9 ?<A<<), EBBF69FEF69AAB. �4> 6<8AB <; 7D4H<>B6, 6 E?45B@ CB?9 ³ = 1

6>?48 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= BEB59AAB ;4@9F9A. % G69?<K9A<9@ A4-

CDS:9AABEF< CB?S, ³ = 5 < 20, @47A<FAO9 @B@9AFO 6OD46A<64RFES 68B?P CB-

?S < G:9 A9 89@BAEFD<DGRF EFB?P 6OD4:9AAB7B 6?<SA<S 8DG7 A4 8DG74. 1FB

E6S;4AB E F9@, KFB QA9D7<S �9=@4A4 6 QFB= E<EF9@9 CD9B5?4849F A48 QA9D7<9=

8<CB?P-8<CB?PAB7B 6;4<@B89=EF6<S. "F?<K<9 7D4H<>B6 A4@47A<K9AABEF< 8?S

>G5<K9E>B= D9L9F>< < CDB<;6B?PAB7B D4ECD989?9A<S BEB59AAB ;4@9FAB 6 E?4-

5OI CB?SI (³ = 1), >B784 8<CB?P-8<CB?PAO9 6;4<@B89=EF6<S E<?PAB 6?<SRF A4

CB6989A<9 E<EF9@O. !4<5B?PL<9 D4;?<K<S A45?R84RFES CD< ¹ = 0 < ¹ = Ã. 1FB

CDB<EIB8<F CBFB@G, KFB A4@47A<K<64A<9 CD46<?PAB= EFDG>FGDO >G5<K9E>B= D9-

L9F>< ;4FDG8A9AB CBS6?9A<9@ QA9D79F<K9E>< A96O7B8AOI >BAH<7GD4J<= F<C4

«5B> B 5B>» EBE98A<I K4EF<J, >BFBDO9 E @9APL9= 69DBSFABEFPR D94?<;GRFES 6

E<EF9@9 E CDB<;6B?PAO@ D4ECD989?9A<9@ K4EF<J. � E<?PAOI CB?SI CB6989A<9

E<EF9@O B5GE?46?<649FES QA9D7<9= �9=@4A4, BCD989?SRM9= A4CD46?9A<9 @47-

A<FAOI @B@9AFB6 K4EF<J A9;46<E<@B BF F<C4 <I D4ECD989?9A<S, 6 E6S;< E K9@

CD< ³ = 20 CB?ABEFPR BFEGFEF6GRF BF?<K<S @9:8G >G5<K9E>B= D9L9F>B= <

CDB<;6B?PAO@ D4ECD989?9A<9@.
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(4)

$<E. 2.6.3 3 %F4F<K9E>4S A4@47A<K9AABEFP 8?S >G5<K9E>B= D9L9F>< MSCLF ((2.4.74) <

(2.6.1), SD><9 ?<A<<) < CDB<;6B?PAB7B D4ECD989?9A<S K4EF<J MRANDOM ((2.5.18) < (2.6.1),

5?98AO9 ?<A<<), CD< ϕ = 0 (8?S >G5<K9E>B= D9L9F><), ÇL = ¼ = 1.25, Ã = 10 >4> HGA>J<S,

;46<ESM4S BF G7?4 ¹ = "(H,n), 8?S D4;?<KAOI ;A4K9A<= C4D4@9FD4 ³ = 1, 5 < 20.
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2.6.3.  47A<FA4S 6BECD<<@K<6BEFP

!4K4?PAGR @47A<FAGR 6BECD<<@K<6BEFP 4A4?B7<KAB CB?GK<@ K9D9; E6B-

5B8AGR QA9D7<R �9?P@7B?PJ4:

Ç = Çid −
1

V

∂2∆F

∂H2

∣

∣

∣

∣

∣

H=0

, (2.6.3)

789 Çid B;A4K49F A4K4?PAGR @47A<FAGR 6BECD<<@K<6BEFP <894?PAB= E<EF9@O 59;

8<CB?P-8<CB?PAB7B 6;4<@B89=EF6<S:

Çid = −
1

V

∂2Fid

∂H2

∣

∣

∣

∣

∣

H=0

. (2.6.4)

!4 D<EGA>9 2.6.4 <;B5D4:9AO 7D4H<>< A4K4?PAB= @47A<FAB= 6BECD<<@-

K<6BEF< CD< ϕ = 0 (8?S >G5<K9E>B= D9L9F><), ÇL = ¼ = 1.25 >4> HGA>J<<,

;46<ESM9= BF G7?4 ¹, 8?S >G5<K9E>B= D9L9F>< 4 ÇSCLF ((2.4.74) < (2.6.3), SD><9

?<A<<) < CDB<;6B?PAB7B D4ECD989?9A<S 4 ÇRANDOM ((2.5.18) < (2.6.3), 5?98AO9

?<A<<), EBBF69FEF69AAB. �4> 6<8AB <; 7D4H<>B6, 6BECD<<@K<6BEFP 8BEF<749F

E6B97B @<A<@G@4 6 E?GK49 C9DC9A8<>G?SDAB7B CB?B:9A<S BE9= ?97>B7B A4@47-

A<K<64A<S BFABE<F9?PAB 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S, FB 9EFP >B784 ¹ = Ã/2. &4-

>B9 CB6989A<9 A45?R849FES >4> 8?S >G5<K9E>B= D9L9F><, F4> < 8?S E?GK4=AB7B

D4ECD989?9A<S H9DDBK4EF<J 6 B5D4;J9. #D< QFB@ CD< @4?B@ ;A4K9A<< C4D4@9F-

D4 4A<;BFDBC<< Ã = 2 ;A4K9A<9 6BECD<<@K<6BEF< 6OL9, K9@ CD< Ã = 5 < 10,

CBE>B?P>G DBEF QA9D7<< 4A<;BFDBC<< ;4FDG8AS9F BF>?BA9A<9 K4EF<J BF A4CD46-

?9A<S BE9= ?97>B7B A4@47A<K<64A<S, KFB A974F<6AB E>4;O649FES A4 6BECD<<@-

K<6BEF< K4EF<J. #D< E@9A9 CB?B:9A<S <; C9DC9A8<>G?SDAB7B > C4D4??9?PAB@G

EF4AB6SFES ;4@9FAO@< D4;?<K<S 6 CB6989A<< 7D4H<>B6: 8?S E?GK4=AB7B D4E-

CD989?9A<S DBEF A4K4?PAB= @47A<FAB= 6BECD<<@K<6BEF< CDB<EIB8<F D9;>B, 6

FB 6D9@S >4> 8?S >G5<K9E>B= D9L9F>< BA ABE<F 5B?99 C?46AO= I4D4>F9D. �4A-

A4S BEB59AABEFP E6S;4A4 E F9@, KFB @47A<FAO9 @B@9AFO K4EF<J, D4ECB?B:9AAOI

6 G;?4I >G5<K9E>B= D9L9F>< <;A4K4?PAB ;4A<@4RF 5B?99 6O7B8AB9 CB?B:9A<9,

CDB8<>FB64AAB9 BEB59AABEFS@< 6AGFD9AA9= 4DI<F9>FGDO < B>4;O64RFES @9A99

6BECD<<@K<6O@<, K9@ E?GK4=AB D4ECD989?9AAO9 K4EF<JO.
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$<E. 2.6.4 3 !4K4?PA4S @47A<FA4S 6BECD<<@K<6BEFP CD< ϕ = 0 (8?S >G5<K9E>B= D9L9F><),

ÇL = ¼ = 1.25 >4> HGA>J<S, ;46<ESM4S BF G7?4 ¹ = "(H,n), 8?S >G5<K9E>B= D9L9F>< ÇSCLF

((2.4.74) < (2.6.3), SD><9 ?<A<<) < CDB<;6B?PAB7B D4ECD989?9A<S K4EF<J ÇRANDOM ((2.5.18) <

(2.6.3), 5?98AO9 ?<A<<), 8?S D4;?<KAOI ;A4K9A<= C4D4@9FD4 4A<;BFDBC<< Ã = 2, 5 < 10.
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2.6.4. &9C?B9@>BEFP

(BD@G?4 8?S F9C?B9@>BEF<, 6OD4:9AA4S K9D9; >BAH<7GD4J<BAAO= <AF9-

7D4?, 6O7?S8<F E?98GRM<@ B5D4;B@:

CV =
∂

∂T

(

kBT
2∂ lnZ

∂T

)

. (2.6.5)

�4C<L9@ 99 >4>:

CV = kB

[

Ç2
L

∂2 lnZ

∂Ç2
L

+ ³2∂
2 lnZ

∂³2
+ Ã2∂

2 lnZ

∂Ã2

+ 2ÇL³
∂

∂ÇL

(

∂ lnZ

∂³

)

+ 2ÇLÃ
∂

∂ÇL

(

∂ lnZ

∂Ã

)

+ 2³Ã
∂

∂³

(

∂ lnZ

∂Ã

)]

. (2.6.6)

!4 D<EGA>4I 2.6.5 < 2.6.6 CB>4;4AB ED46A9A<9 7D4H<>B6 F9C?B9@>BEF< CD<

ϕ = 0 (8?S >G5<K9E>B= D9L9F><), ÇL = ¼ = 1.25 >4> HGA>J<< C4D4@9FD4 4A<-

;BFDBC<< Ã 8?S >G5<K9E>B= D9L9F>< 3 CSCLF ((2.4.74) < (2.6.5), E<A<9 ?<A<<)

< E?GK4=AB7B D4ECD989?9A<S K4EF<J 3 CRANDOM ((2.5.18) < (2.6.5), >D4EAO9 ?<-

A<<) CD< D4;?<KAOI ;A4K9A<SI 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S ³, 4 F4>:9 CD< C4-

D4??9?PAB@ (¹ = 0) < C9DC9A8<>G?SDAB@ (¹ = Ã/2) CB?B:9A<< BE9= ?97>B7B

A4@47A<K<64A<S BFABE<F9?PAB 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S. &9C?B9@>BEFP CD98-

EF46?9A4 6 ABD@<DB64AAB@ 6<89 CV /NkB.  AB:<F9?P kB CD<EGFEF6G9F 6 HBD-

@G?9 2.6.6 6 S6AB@ 6<89, 4 @AB:<F9?P N E>DOF 6AGFD< HGA>J<< lnZ. �4> 6<8AB

<; 7D4H<>B6 8?S C4D4??9?PAB7B E?GK4S (¹ = 0), A95B?PL<9 BF?<K<S 6 CB6989A<<

F9C?B9@>BEF< E<EF9@ A45?R84RFES CD< Ã f 8, 6 FB 6D9@S >4> CD< 5B?99 6OEB-

><I ;A4K9A<SI C4D4@9FD4 D4;?<K<S EF4AB6SFES ;A4K<F9?PAB @9A99 ;4@9FAO@<.

!4 D<EGA>9 2.6.6 6<8AB, KFB 8?S C9DC9A8<>G?SDAB7B E?GK4S (¹ = Ã/2) GE<?9A<9

C4D4@9FD4 4A<;BFDBC<< Ã CD<6B8<F > F9@ :9 D9;G?PF4F4@, KFB A45?R84?<EP 6

C4D4??9?PAB@ E?GK49 (¹ = 0).
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(4) (5)

(6) (7)

$<E. 2.6.5 3 &9C?B9@>BEFP 8?S >G5<K9E>B= D9L9F>< CSCLF ((2.4.74) < (2.6.6), E<A<9 ?<A<<)

< E?GK4=AB7B D4ECD989?9A<S K4EF<J CRANDOM ((2.5.18) < (2.6.6), >D4EAO9 ?<A<<) CD< ϕ =

0 (8?S >G5<K9E>B= D9L9F><), ÇL = ¼ = 1.25, Ã = 10, ¹ = 0 >4> HGA>J<S, ;46<ESM4S BF

C4D4@9FD4 4A<;BFDBC<< Ã, 8?S D4;?<KAOI ;A4K9A<= C4D4@9FD4 ³: 0 (4), 1 (5), 5 (6) < 20 (7).
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(4) (5)

(6) (7)

$<E. 2.6.6 3 &9C?B9@>BEFP 8?S >G5<K9E>B= D9L9F>< CSCLF ((2.4.74) < (2.6.6), E<A<9 ?<A<<) <

E?GK4=AB7B D4ECD989?9A<S K4EF<J CRANDOM ((2.5.18) < (2.6.6), >D4EAO9 ?<A<<), CD< ÇL = ¼ =

1.25, Ã = 10, ¹ = Ã/2 >4> HGA>J<S, ;46<ESM4S BF C4D4@9FD4 4A<;BFDBC<< Ã, 8?S D4;?<KAOI

;A4K9A<= C4D4@9FD4 ³: 0 (4), 1 (5), 5 (6) < 20 (7).
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2.7. %D46A9A<9 F9BD<< E D9;G?PF4F4@<

>B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S

�?S BJ9A>< FBKABEF< CB?GK9AAOI 4A4?<F<K9E><I 6OD4:9A<= CDB6B8<?BEP

<I ED46A9A<9 E D9;G?PF4F4@< >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S, CD98EF46?9AAB7B

6 D45BF9 [31].

!4 D<EGA>4I 2.7.1-2.7.4 CD98EF46?9AB ED46A9A<9 4A4?<F<K9E><I 7D4H<>B6

EF4F<K9E>B= A4@47A<K9AABEF< < F9C?B9@>BEF< E D9;G?PF4F4@< >B@CPRF9DAB7B

@B89?<DB64A<S 8?S D9L9F>< < E?GK4=AB7B D4ECD989?9A<S EBBF69FEF69AAB.

!4 D<EGA>4I 2.7.1 < 2.7.2 CB>4;4AO 7D4H<>< EF4F<K9E>B= A4@47A<K9AABEF<

CD< ϕ = 0 (8?S >G5<K9E>B= D9L9F><), ÇL = ¼ = 1.25, Ã = 10 >4> HGA>J<<, ;46<-

ESM<9 BF G7?4 ¹ = "(H,n). %C?BLAO9 ?<A<<, EBBF69FEF6GRM<9 F9BD<< MSCLF

<MRANDOM , ED46A<64RFES E E<@6B?4@<, CB?GK9AAO@< E CB@BMPR >B@CPRF9D-

AB7B @B89?<DB64A<S @9FB8B@  BAF9-�4D?B [31]. � J9?B@ CB?GK9AA4S F9BD<S

IBDBLB EB7?4EG9FES E D9;G?PF4F4@< >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S < 8?S >G-

5<K9E>B= D9L9F><, < 8?S E?GK4=AB7B D4ECD989?9A<S, < @B:9F 5OFP CD<@9A9A4

8?S CDB7AB;<DB64A<S CB6989A<S G@9D9AAB >BAJ9AFD<DB64AAOI E<EF9@. !9;A4-

K<F9?PAB9 D4EIB:89A<9 E 84AAO@< >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S, A45?R849F-

ES FB?P>B E?45B@ CB?9 ³ = 1 (E<A<= J69F) CD< ¹ ≈ Ã/4 < 3Ã/4.
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(4)

$<E. 2.7.1 3 %F4F<K9E>4S A4@47A<K9AABEFP MSCLF >4> HGA>J<S, ;46<ESM4S BF G7?4

¹ = "(H,n), 8?S >G5<K9E>B= D9L9F>< E ϕ = 0, ÇL = ¼ = 1.25, Ã = 10. %C?BLAO9 ?<A<<

EBBF69FEF6GRF F9BD<< MSCLF , E<@6B?4@< B5B;A4K9AO D9;G?PF4FO >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB-

64A<S [31]. $9;G?PF4FO CB>4;4AO 8?S D4;?<KAOI ;A4K9A<= ³ = 1, 5 < 20.

(5)

$<E. 2.7.2 3 %F4F<K9E>4S A4@47A<K9AABEFP MRANDOM >4> HGA>J<S, ;46<ESM4S BF G7?4 ¹ =

"(H,n), 8?S E?GK4=AB7B D4ECD989?9A<S K4EF<J 6 B5N9@9 E ÇL = ¼ = 1.25, Ã = 10. %C?BLAO9

?<A<< EBBF69FEF6GRF F9BD<< MRANDOM , E<@6B?4@< B5B;A4K9AO D9;G?PF4FO >B@CPRF9DAB7B

@B89?<DB64A<S [31]. $9;G?PF4FO CB>4;4AO 8?S D4;?<KAOI ;A4K9A<= ³ = 1, 5 < 20.
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!4 D<EGA>4I 2.7.3 < 2.7.4 CB>4;4A4 F9C?B9@>BEFP Cv CD< ϕ = 0 (8?S >G-

5<K9E>B= D9L9F><), ÇL = ¼ = 1.25 >4> HGA>J<S C4D4@9FD4 4A<;BFDBC<< Ã 8?S

>G5<K9E>B= D9L9F>< < E?GK4=AB7B D4ECD989?9A<S EBBF69FEF69AAB E D4;?<KAO-

@< ;A4K9A<S@< 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S. %C?BLAO9 ?<A<<, EBBF69FEF6GRM<9

F9BD<< CSCLF < CRANDOM , ED46A<64RFES E E<@6B?4@<, CB?GK9AAO@< E CB@B-

MPR >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S @9FB8B@  BAF9-�4D?B [31].

&5>D<O  С

(4)

&5>D<O  С

(5)

&5>D<O  С

(6)

&5>D<O  С

(7)

$<E. 2.7.3 3 &9C?B9@>BEFP Cv >4> HGA>J<S, ;46<ESM4S BF C4D4@9FD4 4A<;BFDBC<< Ã, 8?S

>G5<K9E>B= D9L9F>< CD< ϕ = 0, ÇL = ¼ = 1.25 < D4;?<KAOI ;A4K9A<= 6A9LA97B @47A<FAB7B

CB?S: ³ = 0 (4), 1 (5), 5 (6) < 20 (7). %C?BLAO9 ?<A<< EBBF69FEF6GRF F9BD<< CSCLF , E<@6B?4@<

B5B;A4K9AO D9;G?PF4FO >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S [31]. $9;G?PF4FO CB>4;4AO 8?S ¹ = 0

(>D4EAO= J69F) < Ã/2 (E<A<= J69F).
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&5>D<O  С

(4)

&5>D<O  С

(5)

&5>D<O  С

(6)

&5>D<O  С

(7)

$<E. 2.7.4 3 &9C?B9@>BEFP Cv >4> HGA>J<S, ;46<ESM4S BF C4D4@9FD4 4A<;BFDBC<< Ã, 8?S

E?GK4=AB7B D4ECD989?9A<S CD< ÇL = ¼ = 1.25 < D4;?<KAOI ;A4K9A<= 6A9LA97B @47A<FAB7B

CB?S: ³ = 0 (4), 1 (5), 5 (6) < 20 (7). %C?BLAO9 ?<A<< EBBF69FEF6GRF F9BD<< CRANDOM ,

E<@6B?4@< B5B;A4K9AO D9;G?PF4FO >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S [31]. $9;G?PF4FO CB>4;4AO

8?S ¹ = 0 (>D4EAO= J69F) < Ã/2 (E<A<= J69F).

�?S E?GK4S >G5<K9E>B= D9L9F>< CD98EF46?9AA4S F9BD<S < D9;G?PF4FO

>B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S 89@BAEFD<DGRF IBDBLGR EB7?4EB64AABEFP A9;4-

6<E<@B BF <AF9AE<6ABEF< CD<?B:9AAB7B CB?S (D<EGAB> 2.7.3). %D46A9A<9 F9BD<<

E 84AAO@< >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S 8?S E?GK4=AB7B D4ECD989?9A<S CD<-

6B8<F > 4A4?B7<KAO@ D9;G?PF4F4@ (D<EGAB> 2.7.4).
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2.8. "EAB6AO9 D9;G?PF4FO 7?46O

� D4;89?9 2.1 #D98EF46?9A4 @B89?P, A4 BEAB69 >BFBDB= <;GK4RFES E6B=-

EF64 @47A<FB4>F<6AOI >B@CB;<FB6. �6989AO CBF9AJ<4?O < 59;D4;@9DAO9 C4D4-

@9FDO <ECB?P;GRM<9ES CD< @B89?<DB64A<< E6B=EF6 >B@CB;<FB6.

� D4;89?9 2.2 CD98EF46?9AO 864 64D<4AF4 D4ECD989?9A<S K4EF<J CB B5N-

9@G: 6 G;?4I CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F>< < E?GK4=AO@ B5D4;B@. $4EE@BFD9AO

D4;?<KAO9 CB?B:9A<S BE9= ?97>B7B A4@47A<K<64A<S BFABE<F9?PAB7B A4CD46?9-

A<S CBEFBSAAB7B @47A<FAB7B CB?SH. #B8B5A4S 64D<4F<6ABEFP CB;6B?S9F CDB69-

EF< ED46A<F9?PAO= 4A4?<; @47A<FAOI I4D4>F9D<EF<> E<EF9@ E D4;?<KAB= CDB-

EFD4AEF69AAB= < BD<9AF4J<BAAB= 4DI<F9>FGDB= < 6OS6<FP <I BF?<K<F9?PAO9

BEB59AABEF<.

� D4;89?9 2.3 BC<E4A4 B5M4S EI9@4 6<D<4?PAB7B D4;?B:9A<S E6B5B8-

AB= QA9D7<< �9?P@7B?PJ4. #DB6989A 4A4?<; CB6989A<S QA9D7<< �9?P@7B?PJ4 8?S

E<EF9@O A9 GK<FO64RM9= @9:K4EF<KAO9 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<=.

'EF4AB6?9AB, KFB QA9D7<S �9?P@7B?PJ4 6 E<EF9@9 59; 6;4<@B89=EF6<= A9 ;46<E<F

BF CDBEFD4AEF69AAB7B D4ECB?B:9A<S K4EF<J, AB KG6EF6<F9?PA4 > BD<9AF4J<BA-

AB@G F9>EFGD<DB64A<R BE9= ?97>B7B A4@47A<K<64A<S < 6A9LA9@G CB?R.

� D4;89?9 2.4 6O6989AO 4A4?<F<K9E><9 6OD4:9A<S 8?S D4EK9F4 6>?484

8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= ∆F 6 E6B5B8AGR QA9D7<R �9?P@7B?PJ4 E<-

EF9@O, K4EF<JO 6 >BFBDB= D4ECB?B:9AO 6 G;?4I CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F><.

(BD@G?O CB?GK9AO 8?S E?GK496 C4D4??9?PAB= < C9DC9A8<>G?SDAB= >BAH<7GD4-

J<= BE9= ?97>B7B A4@47A<K<64A<S E FBKABEFPR 8B U 3
d , 4 F4>:9 6 B5M9@ E?GK49,

>B784 BE< ?97>B7B A4@47A<K<64A<S 6ODB6A9AO < A4CD46?9AO > CB?R CB8 CDB-

<;6B?PAO@ G7?B@ ¹ E FBKABEFPR 8B U 2
d .

'EF4AB6?9AB, KFB 8?S C4D4??9?PAB= >BAH<7GD4J<< BE< ?97>B7B A4@47A<-

K<64A<S S6?SRFES 8BCB?A<F9?PAO@ EF<@G?B@ > 6OD46A<64A<R @47A<FAOI @B-

@9AFB6 68B?P 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S, KFB CD<6B8<F > G69?<K9A<R E6B5B8AB=

QA9D7<< �9?P@7B?PJ4 E DBEFB@ C4D4@9FD4 4A<;BFDBC<<. �?S C9DC9A8<>G?SDAB=

>BAH<7GD4J<< 6>?48 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= ∆F 6 E6B5B8AGR QA9D-

7<R 6 E<EF9@4I E 6OEB><@ C4D4@9FDB@ 4A<;BFDBC<< CD9<@GM9EF69AAB BCD989-

?S9FES <AF9AE<6ABEFPR 8<CB?PAB7B 6;4<@B89=EF6<S < CD4>F<K9E>< A9 ;46<E<F

BEF4?PAOI C4D4@9FDB6.
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%?GK4< C4D4??9?PAB= < C9DC9A8<>G?SDAB= BD<9AF4J<< ?97><I BE9= BF-

ABE<F9?PAB A4CD46?9A<S CBEFBSAAB7B @47A<FAB7B CB?S EB6C484RF EB E?GK49@

BD<9AF4J<< BE9= ?97>B7B A4@47A<K<64A<S CB8 CDB<;6B?PAO@ G7?B@ CD< ¹ = 0

< ¹ = Ã/2 EBBF69FEF69AAB. %B7?4EB64AABEFP CB?GK9AAOI D9;G?PF4FB6 CB8F69D-

:849F B5MABEFP CD98EF46?9AAOI 4A4?<F<K9E><I 6OD4:9A<=.

� D4;89?9 2.5 6O6989AB 4A4?<F<K9E>B9 6OD4:9A<9 8?S 6>?484 8<CB?P-

AOI 6;4<@B89=EF6<= ∆F 6 E6B5B8AGR QA9D7<R �9?P@7B?PJ4 8?S E<EF9@O E CDB-

<;6B?PAO@ D4ECD989?9A<9@ @47A<FAOI K4EF<J CB B5N9@G <EE?98G9@B7B B5D4;J4

E FBKABEFPR 8B U 2
d .

� D4;89?9 2.6 CDB6989A ED46A<F9?PAO= 4A4?<; @47A<FAOI < F9D@B8<-

A4@<K9E><I I4D4>F9D<EF<> 8?S D4;?<KAOI ECBEB5B6 D4ECD989?9A<S K4EF<J CB

B5N9@G. !4 BEAB69 4A4?<F<K9E><I 6OD4:9A<=, BC<EO64RM<I 6>?48 8<CB?P-

8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= 6 E6B5B8AGR QA9D7<R �9?P@7B?PJ4, 5O?< BCD989-

?9AO < <EE?98B64AO A4K4?PA4S @47A<FA4S 6BECD<<@K<6BEFP, EF4F<K9E>4S A4-

@47A<K9AABEFP < F9C?B9@>BEFP.

�?S A4@47A<K9AABEF< < F9C?B9@>BEF< A45?R84?4EP B5M4S F9A89AJ<S: 6

E?45B@ CB?9 ³ = 1 6>?48 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= 5O? BEB59AAB ;4-

@9F9A, AB G69?<K9A<9 A4CDS:9AABEF< CB?S 8B ³ = 5 < 20 CD<6B8<?B > CD9B5-

?484A<R QA9D7<< �9=@4A4 A48 QA9D7<9= 8<CB?P-8<CB?PAB7B 6;4<@B89=EF6<S <

A<69?<DB64?B BF?<K<S BF <894?PAB= E<EF9@O.

� D4;89?9 2.7 A4 CD<@9D9 EF4F<K9E>B= A4@47A<K9AABEF< < F9C?B9@>BEF<

CDB6989AB ED46A9A<9 CB?GK9AAOI 4A4?<F<K9E><I 6OD4:9A<= < D9;G?PF4FB6

>B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S @9FB8B@  BAF9-�4D?B [31]. #B?GK9AA4S F9BD<S

CB>4;O649F IBDBL99 EB7?4EB64A<9 E 84AAO@< >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S

< CB8F69D:849F ;A4K<@BEFP GK9F4 6?<SA<S @9:K4EF<KAOI 6;4<@B89=EF6<= A4

@47A<FAO9 I4D4>F9D<EF<>< E<EF9@O, BEB59AAB 6 E?45OI CB?SI.

"EAB6AB9 EB89D:4A<9 7?46O 5O?B BCG5?<>B64AB 6 D45BF4I [30332].
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�?464 3. %F4F<K9E><= @47A<FAO=

BF>?<> @AB7B7D4AG?PAOI K4EF<J

( �+) E D4;?<KAO@ K<E?B@

7D4AG?

3.1.  B89?P

�EE?98G9@4S E<EF9@4 CD98EF46?S9F EB5B=  �+, 6AGFD< >BFBDB= D4ECB?4-

749FES N A9CB86<:AOI EGC9DC4D4@47A<FAOI EH9D<K9E><I K4EF<J, A4 >BFBDO9

6B;89=EF6G9F 6A9LA99 @47A<FAB9 CB?9. �D4AG?O @B89?<DG9@ >4> D46AB@9DAB

A4@47A<K9AAO9 A4ABEH9DO E B8<A4>B6O@< 8<4@9FDB@ @47A<FAB7B S8D4 x < @47-

A<FAO@ @B@9AFB@ m. 1A9D7<S @47A<FAB= 4A<;BFDBC<< 7D4AG? ED46A<@4 E F9C-

?B6B= QA9D7<9=, 6E?98EF6<9 K97B, @47A<FAO= @B@9AF @B:9F E6B5B8AB 6D4M4FPES

6AGFD< >4:8B= 7D4AG?O (C4D4@9FD 4A<;BFDBC<< Ã = 0).

(BD@<DB64A<9 @B89?9= BEGM9EF6?S9FES CGF9@ EB6@9M9A<S CDBEFB= >G-

5<K9E>B= D9L9F>< E D95DB@, EBEFBSM<@ <; n 7D4AG?, A4IB8SM<IES 6 C?BFAB@

>BAF4>F9, < 6A9LA9= EH9DO 8<4@9FDB@ D = nx, J9AFD >BFBDB= EB6C489F E J9A-

FDB@ 6O5D4AAB= D9L9F><. �E9 7D4AG?O, A9 6BL98L<9 J9?<>B@ 6AGFDP EH9DO,

BFE9>4RFES. � E?GK49, >B784 K<E?B 7D4AG? S6?S9FES A9K9FAO@, J9AFD >G5<K9-

E>B= D9L9F>< EB6C4849F E J9AFDB@ 7D4AG?O. #B8B5AB9 HBD@<DB64A<9 K4EF<JO

CD<6B8<F > FB@G, KFB 6AGFD< EH9DO BEF49FES A9K9FAB9 >B?<K9EF6B 7D4AG?, E<@-

@9FD<KAB D4ECD989?9AAOI BFABE<F9?PAB J9AFD4. �E?< :9 K<E?B 7D4AG? n S6?S-

9FES K9FAO@, J9AFD >G5<K9E>B= D9L9F>< EB6C4849F FB?P>B E J9AFDB@ K4EF<JO,

4 >B?<K9EF6B 7D4AG? BEF46L<IES 6 E<EF9@9 5G89F K9FAO@. �?S >D4F>BEF<, E<-
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EF9@O E CB8B5AB= 4DI<F9>FGDB= 6 84?PA9=L9@ 5G8GF A4;O64FPES A9K9FAO@< <

K9FAO@< EBBF69FEF69AAB. #DBJ9EE HBD@<DB64A<S @B89?9= CBL47B6B CB>4;4A A4

D<EGA>4I 3.1.1 < 3.1.2.

$<E. 3.1.1 3 #DBJ9EE HBD@<DB64A<S  �+ CGF9@ A4?B:9A<S EH9DO A4 >G5<K9E>GR D9L9F>G
8?S A9K9FAB= E<EF9@O.

$<E. 3.1.2 3 #DBJ9EE HBD@<DB64A<S  �+ CGF9@ A4?B:9A<S EH9DO A4 >G5<K9E>GR D9L9F>G
8?S K9FAB= E<EF9@O.
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#D<?B:9AAB9 @47A<FAB9 CB?9 H A4CD46?9AB C4D4??9?PAB BE< Oz, FB 9EFP

H = H(0, 0, 1). #BE>B?P>G 6E9 7D4AG?O B59;86<:9AO, CB?A4S CBF9AJ<4?PA4S

QA9D7<S E<EF9@O I4D4>F9D<;G9FES 86G@S E?4749@O@<:

U = Um(i) + Ud(ij), (3.1.1)

C9D6B9 <; >BFBDOI BC<EO649F 6;4<@B89=EF6<9 @47A<FAB7B @B@9AF4 7D4AG?O E

6A9LA<@ @47A<FAO@ CB?9@ (2.1.2), 4 6FBDB9 3 8<CB?P-8<CB?PAO9 6;4<@B89=-

EF6<S @9:8G i-B= < j-B= K4EF<J4@< (2.1.3).

�AF9AE<6ABEFP 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S I4D4>F9D<;G9FES C4D4@9FDB@

�4A:969A4 ³ = ´µ0mH, 789 µ0 - @47A<FA4S CDBA<J49@BEFP ED98O, ´ - F9C?B64S

QA9D7<S, 4 <AF9AE<6ABEFP 8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= C4D4@9FDB@ ¼e (2.1.6).

�?S E?GK4S A9C?BFAB7B >BAF4>F4 7D4AG? 6AGFD< K4EF<JO 66989@ C4D4-

@9FD l, I4D4>F9D<;GRM<= >D4FK4=L99 D4EEFBSA<9 @9:8G EBE98A<@< 7D4AG?4@<,

ABD@<DB64AAB9 A4 <I 8<4@9FD x.

3.2. $4EE@BFD9AAO9 >BAH<7GD4J<<  �+

3.2.1. �B?<K9EF6B 7D4AG?

� 84AAB@ <EE?98B64A<< 5O?< D4EE@BFD9AO E?98GRM<9 64D<4AFO D4ECD9-

89?9A<S 7D4AG? CB B5N9@G K4EF<JO:

1. !9K9FAO9 E<EF9@O.

4) %?GK4= 7 7D4AG?, D4ECB?B:9AAOI 6 G;?4I CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F><,

CB@9M9AAB= 6 K4EF<JG (D<EGAB> 3.2.1(4)).

5) %?GK4= 33 7D4AG?, D4ECB?B:9AAOI 6 G;?4I CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F-

><, CB@9M9AAB= 6 K4EF<JG (D<EGAB> 3.2.1(5)).

6) %?GK4= 123 7D4AG?, D4ECB?B:9AAOI 6 G;?4I CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F-

><, CB@9M9AAB= 6 K4EF<JG (D<EGAB> 3.2.1(6)).



73

2. +9FAO9 E<EF9@O.

4) %?GK4= 8 7D4AG?, D4ECB?B:9AAOI 6 G;?4I CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F><,

CB@9M9AAB= 6 K4EF<JG (D<EGAB> 3.2.2(4)).

5) %?GK4= 32 7D4AG?, D4ECB?B:9AAOI 6 G;?4I CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F-

><, CB@9M9AAB= 6 K4EF<JG (D<EGAB> 3.2.2(5)).

6) %?GK4= 136 7D4AG?, D4ECB?B:9AAOI 6 G;?4I CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F-

><, CB@9M9AAB= 6 K4EF<JG (D<EGAB> 3.2.2(6)).

(a) (5) (6)

$<E. 3.2.1 3 �AGFD9AASS EFDG>FGD4 <EE?98G9@OI  �+. !9K9FAO9 E<EF9@O. %?GK4< 7(4),
33(5), 123(6) 7D4AG?, D4;@9M9AAOI 6 G;?4I >G5<K9E>B= D9L9F><, E 7D4AG?B=, D4;@9M9AAB= 6

J9AFD9 K4EF<JO. �B 6E9I E?GK4SI 6A9LA99 @47A<FAB9 CB?9 H CD<?B:9AB 68B?P BE< Oz.

(a) (5) (6)

$<E. 3.2.2 3 �AGFD9AASS EFDG>FGD4 <EE?98G9@OI  �+. !9K9FAO9 E<EF9@O. %?GK4< 8(4),
32(5), 136(6) 7D4AG?, D4;@9M9AAOI 6 G;?4I >G5<K9E>B= D9L9F><, E J9AFDB@ >G5<K9E>B= D9L9F-

><, D4;@9M9AAO@ 6 J9AFD9 K4EF<JO. �B 6E9I E?GK4SI 6A9LA99 @47A<FAB9 CB?9 H CD<?B:9AB

68B?P BE< Oz.
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3.2.2. #BA<:9A<9 B5N9@AB= >BAJ9AFD4J<<

�;A4K4?PAB 6 <EE?98B64A<< 5O?< <ECB?P;B64AO E<EF9@O E K4EF<J4@<, A4-

IB8SM<@<ES 6 C?BFAB@ >BAF4>F9. "5N9@A4S >BAJ9AFD4J<S D4EEK<FO64?4EP CB

B5N9@G, B7D4A<K9AAB@G EH9DB=, >BFBD4S <ECB?P;B64?4EP CD< CBEFDB9A<<  �+.

�A4K9A<S B5N9@AB= >BAJ9AFD4J<< φ = Ävm 8?S 84AAOI B5D4;JB6 CD98EF46?9AO

6 F45?<J9 (3.1).

N (A9K9FAO9) 7 33 123

φ 0.259 0.264 0.358

N (K9FAO9) 8 32 136

φ 0.125 0.148 0.265

&45?<J4 3.1 3 #4D4@9FDO  �+ 8?S E?GK4S C?BFAB7B >BAF4>F4 7D4AG?. "5N9@A4S >BAJ9A-
FD4J<S 7D4AG? 6AGFD< K4EF<JO φ 6 ;46<E<@BEF< BF K<E?4 7D4AG? N .

�4> 6<8AB <; 84AAOI, CD<6989AAOI 6 F45?<J9, BC<E4AAO= D4A99 4?7BD<F@

CBEFDB9A<S @B89?9= CD<6B8<F > HBD@<DB64A<R E<EF9@ E 6OEB>B= B5N9@AB= >BA-

J9AFD4J<9= φ, >BFBD4S CDB8B?:49F D4EF< E G69?<K9A<9@ >B?<K9EF64 7D4AG?,

D4ECB?B:9AAOI 6  �+. �;@9A9A<S B5N9@AB= >BAJ9AFD4J<< 6 D4;?<KAOI B5-

D4;J4I 89?4RF ED46A<F9?PAO= 4A4?<; @9A99 B5N9>F<6AO@, K9@ EBCBEF46?9A<9

E<EF9@ E B8<A4>B6B= >BAJ9AFD4J<9=.

#DBEF9=L<@ ECBEB5B@ CBA<:9A<S B5N9@AB= >BAJ9AFD4J<< < «6OD46A<64-

A<S»  �+ CB >BAJ9AFD4J<< S6?S9FES G69?<K9A<9 D4EEFBSA<S @9:8G 7D4AG?4@<

< C9D9IB8 BF C?BFAB7B >BAF4>F4 > E?GK4R D46ABG84?9AAOI 7D4AG?. #DBJ9EE CD9-

B5D4;B64A<S @B89?9= A47?S8AB CB>4;4A A4 D<EGA>9 3.2.3.

"5N9@A4S >BAJ9AFD4J<S 7D4AG? 6 K4EF<J4I 8?S E?GK4S A9C?BFAB7B >BA-

F4>F4 6OK<E?S9FES CB HBD@G?9:

φ =
N

(n+ (n− 1)l)3
. (3.2.1)
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(4) (5)

$<E. 3.2.3 3 #DBJ9EE CBA<:9A<S B5N9@AB= >BAJ9AFD4J<< φ CGF9@ G69?<K9A<S D4EEFBSA<S l

@9:8G EBE98A<@< 7D4AG?4@< 8?S K9FAOI (4) < A9K9FAOI (5) E<EF9@.

� A4EFBSM9= D45BF9 5G8GF D4EE@BFD9AO D9;G?PF4FO 8?S K9FAOI  �+ E

>BAJ9AFD4J<9= 7D4AG? φ = 0.10 < φ = 0.05, < A9K9FAOI  �+ E >BAJ9AFD4J<9=

7D4AG? φ = 0.20, φ = 0.15, φ = 0.10 < φ = 0.05 EBBF69FEF69AAB.
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3.3. �OK<E?9A<9 EF4F<K9E>B7B @47A<FAB7B

BF>?<>4  �+

"EAB6B= 8?S F9BD<<, BC<EO64RM9= @47A<FAO= BF>?<>  �+, E?G:<F @4-

F9@4F<K9E>4S 4CCDB>E<@4J<S EF4F<K9E>B= A4@47A<K9AABEF< 5B?PLB7B 4AE4@5?S

A9CB86<:AOI EGC9DC4D4@47A<FAOI A4ABK4EF<J, D4ECB?B:9AAOI 6 G;?4I CDB-

EFB= >G5<K9E>B= D9L9F><, BC<E4AA4S 6 CD98O8GM9= 7?469.

�4:AO@ QF4CB@ S6?S9FES 484CF4J<S @9FB8B6 EF4F<EF<K9E>B= @9I4A<><

> 4A4?<;G E<EF9@ E @4?O@ >B?<K9EF6B@ 7D4AG?. %F4F<K9E>4S A4@47A<K9AABEFP

@B89?<, 6OK<E?S9FES CB HBD@G?9:

M = ML −
∂

∂³

(

´∆F

N

)

, (3.3.1)

789:

ML(³) = L(³) ≡ coth(³)−
1

³
(3.3.2)

S6?S9FES A4@47A<K9AABEFPR �4A:969A4, 4 HGA>J<S ∆F B5B;A4K49F 6>?48

8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= 6 E6B5B8AGR QA9D7<R �9?P@7B?PJ4 D4EE@4F-

D<649@B7B B5D4;J4.

�A4?<F<K9E>B9 6OD4:9A<9 8?S ∆F EB89D:<F 6FBDB= 6<D<4?PAO= >BQH-

H<J<9AF, BCD989?9AAO= E FBKABEFPR 8B FD9FP9= EF9C9A< CB C4D4@9FDG 8<CB?P-

8<CB?PAB7B 6;4<@B89=EF6<S:

´∆F

N
= −

1

2

(

b1¼e + b2¼
2
e + b3¼

3
e

)

, (3.3.3)

789:

b1 =
(x)3

(x+ l)3
2L2(³)µ12, (3.3.4)

b2 =
(x)6

(x+ l)6

(

36

35
L2
3(³)µ24 +

2

3
L3(³)

(

1−
L3(³)

7

)

µ22

+
1

3

(

1 +
L2
3(³)

5

)

µ20

)

, (3.3.5)
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b3 =
(x)9

(x+ l)9

(

24

77

(

L2(³)− 10
L(³)L3(³)

³
+ 25

L2
3(³)

(³)2

)

µ36

+
72

385

(

2L2(³)− 9
L(³)L3(³)

³
− 5

L2
3(³)

(³)2

)

µ34

+
4

7

(

L2(³)−
L(³)L3(³)

³
+

L2
3(³)

(³)2

)

µ32

+
2

105

(

4L2(³) + 2
L(³)L3(³)

³
− 5

L2
3(³)

(³)2

)

µ30

)

. (3.3.6)

"EAB6B= 84AAB7B 6OD4:9A<S S6?SRFES BC<E4AAO9 D4A99 6ECB@B74F9?P-

AO9 Q-HGA>J<<, D4EEK<F4AAO9 8?S Ã = 0 (2.4.14)-(2.4.16), < µ->BQHH<J<9AFO

(2.4.18). #D< 6OK<E?9A<< >BQHH<J<9AFB6 µpq EG@@<DB64A<9 CDB6B8<?BEP CB

5B?PLB@G 4AE4@5?R EGC9DC4D4@47A<FAOI A4ABK4EF<J (N > 103). � QFB@ E?GK49

;A4K9A<S µpq 5O?< A9 KG6EF6<F9?PAO > G69?<K9A<R >B?<K9EF64 EGC9DC4D4@47-

A<FAOI A4ABK4EF<J 6 E<EF9@9. �?S BCD989?9A<S ;A4K9A<= r̃1j < z̃1j 6 (2.4.18)

6O5<D4?4EP CDB<;6B?PA4S EGC9DC4D4@47A<FA4S A4ABK4EF<J4 E AB@9DB@ 1, BA4

H<>E<DB64?4EP 6 J9AFD9 E<EF9@O >BBD8<A4F, CBE?9 K97B, r̃1j < z̃1j A4IB8<?<EP 8?S

6E9I K4EF<J c AB@9D4@< j, D4ECB?B:9AAOI 6 G;?4I >G5<K9E>B= D9L9F><, D4ECB-

?B:9AAB= 6AGFD< J<?<A8D4. #BE>B?P>G D4EE@BFD9AAO= 6 CD98O8GM9= 7?469 4A-

E4@5?P EGC9DC4D4@47A<FAOI K4EF<J EB89D:4? 5B?PLB9 >B?<K9EF6B A4ABK4EF<J,

FB ;A4K9A<9 µpq A9 ;46<E9?B BF 6O5BD4 K4EF<JO, D4;@9M9AAB= 6 J9AFD9 E<EF9@O

>BBD8<A4F. �?S  �+, D4EE@4FD<649@OI 6 84AAB= 7?469, ;A4K9A<S >BQHH<J<-

9AFB6 µpq E<?PAB KG6EF6<F9?PAO >4> > >B?<K9EF6G 7D4AG? N , F4> < > 6O5BDG

7D4AG?O E AB@9DB@ 1 CD< BCD989?9A<< r̃1j < z̃1j, CBQFB@G HBD@G?4 (2.4.18) 5O?4

@B8<H<J<DB64A4 E?98GRM<@ B5D4;B@:

µpq =
1

N

N
∑

j=1

N
∑

i ̸=j,i=1

1

r̃3pji
Pq

(

z̃ji
r̃ji

)

. (3.3.7)

!4 QF4C9 HBD@<DB64A<S  �+ BCD989?S?<EP >BBD8<A4FO >4:8B= 7D4AG?O,

6 E6S;< E K9@ ;A4K9A<S rji < zji S6?SRFES <;69EFAO@< 69?<K<A4@< 8?S ?R5B=

<; D4EE@BFD9AAOI E<EF9@.
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3.4. �B@CPRF9DAB9 @B89?<DB64A<9

A4@47A<K9AABEF<  �+

3.4.1. "J9A>4 FBKABEF< < B5?4EFP CD<@9A<@BEF< F9BD<<

"J9A>4 FBKABEF< CB?GK9AAB= F9BD<< BEGM9EF6?S?4EP E CB@BMPR >B@CPR-

F9DAB7B @B89?<DB64A<S E<EF9@ @9FB8B@  BAF9-�4D?B. � >4K9EF69 A4K4?PAB-

7B D4ECD989?9A<S @47A<FAOI @B@9AFB6 6O5<D4?<EP CDB<;6B?PAO9 A4CD46?9A<S

98<A<KAOI 69>FBDB6, CBE?9 K97B D4EEK<FO64?4EP CB?A4S CBF9AJ<4?PA4S QA9D-

7<S E<EF9@O. �4?99 @47A<FAO= @B@9AF >4:8B= <; K4EF<J CBBK9D98AB <;@9-

AS?ES; EBEFBSA<9 E<EF9@O CD<A<@4?BEP EB7?4EAB 4?7BD<F@G  9FDBCB?<E4. !4

>4:8B@ 8648J4FB@ L479 EBID4AS?<EP F9>GM<9 C4D4@9FDO E<EF9@O. #DB7D4@@4

;469DL4?4 D45BFG CBE?9 EBID4A9A<S 250000 <;@9D9A<=. � IB89 @B89?<DB64A<S

<EE?98B64?4EP ;46<E<@BEFP @47A<FAB7B BF>?<>4  �+ BF F4><I C4D4@9FDB6, >4>

>B?<K9EF6B 7D4AG? N , D4ECB?B:9AAOI 6AGFD<  �+, B5N9@A4S >BAJ9AFD4J<S

E<EF9@O φ, <AF9AE<6ABEFP 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= ¼e < C4D4@9FD

�4A:969A4 ³.

%F4F<K9E><= @47A<FAO= BF>?<> 6E9=  �+ BC<EO64?ES EG@@4DAO@ @47-

A<FAO@ @B@9AFB@ M , ABD@<DB64AAO@ A4 K<E?B 7D4AG? N , 6OK<E?S9@O@ CB

HBD@G?9:

M =
1

N

〈

N
∑

i=1

cosÉi

〉

t

, (3.4.1)

789 ï. . .ðt B;A4K49F GED98A9A<9 CB 6E9@ L474@ @B89?<DB64A<S, 4 Éi = " (mi,H)

S6?S9FES G7?B@ @9:8G @47A<FAO@ @B@9AFB@ i-B= K4EF<JO < 6A9LA<@ @47A<F-

AO@ CB?9@ H.

%D46A9A<9 F9BD<< MMCP (3.3.1), (3.3.3) - (3.3.7) (>D4EA4S ?<A<S) E 84A-

AO@< >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S (3.4.1) (K9DAO9 FBK><) CDB6B8<?BEP 8?S

E?GK496 E?45OI (¼e = 1), G@9D9AAOI (¼e = 2) < E<?PAOI (¼e = 3) 8<CB?PAOI

6;4<@B89=EF6<= < D4;?<KAOI ;A4K9A<= B5N9@AB= >BAJ9AFD4J<< B5D4;JB6 E K9F-

AO@ < A9K9FAO@ >B?<K9EF6B@ 7D4AG?; E<ASS ?<A<S EBBF69FEF6G9F B8ABK4EF<K-

AB= F9BD<< �4A:969A4: ML(³) = L(³). $9;G?PF4FO ED46A9A<S F9BD9F<K9E><I

84AAOI < >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S CD<6989AO A4 D<EGA>4I 3.4.1 - 3.4.6.
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Ç=0.05

7 G4EF<F 33 G4EF<FO 123 G4EF<FO

»е=1

»е=2

»е=3

$<E. 3.4.1 3  47A<FAO= BF>?<> E<EF9@O >4> HGA>J<S, ;46<ESM4S BF 69?<K<AO 6A9LA97B
@47A<FAB7B CB?S ³, CD< φ = 0.05 8?S A9K9FAOI E<EF9@ E D4;?<KAO@ >B?<K9EF6B@ 7D4AG?. &BK-

>4@< B5B;A4K9AO D9;G?PF4FO >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S. �D4EA4S ?<A<S EBBF69FEF6G9F

F9BD9F<K9E><@ 84AAO@MMCP (6OD4:9A<S (3.3.1), (3.3.3) - (3.3.7)), E<ASS ?<A<S EBBF69FEF6G-

9F B8ABK4EF<KAB= F9BD<< �4A:969A4 ML(³) = L(³). �9DF<>4?P 89@BAEFD<DG9F <;@9A9A<9

A4@47A<K9AABEF< E GE<?9A<9@ @9:K4EF<KAB7B 6;4<@B89=EF6<S ¼e, 7BD<;BAF4?P - <;@9A9A<9

A4@47A<K9AABEF< E DBEFB@ K<E?4 7D4AG? N .

!4 D<EGA>9 3.4.1 6<8AB, KFB CD< A<;>B= >BAJ9AFD4J<< φ = 0.05 A9K9FAO9

E<EF9@O A9 KG6EF6<F9?PAO > >B?<K9EF6G K4EF<J, 4 6>?48 8<CB?P-8<CB?PAOI

6;4<@B89=EF6<= 6 A4@47A<K9AABEFP E<EF9@O B>4;O649FES A9;A4K<F9?PAO@ 84:9

8?S E?GK496 E<?PAOI @9:K4EF<KAOI 6;4<@B89=EF6<=.
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Ç=0.1

7 G4EF<F 33 G4EF<FO 123 G4EF<FO

»е=1

»е=2

»е=3

$<E. 3.4.2 3  47A<FAO= BF>?<> E<EF9@O >4> HGA>J<S, ;46<ESM4S BF 69?<K<AO 6A9LA97B
@47A<FAB7B CB?S ³, CD< φ = 0.10 8?S A9K9FAOI E<EF9@ E D4;?<KAO@ >B?<K9EF6B@ 7D4AG?. &BK-

>4@< B5B;A4K9AO D9;G?PF4FO >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S. �D4EA4S ?<A<S EBBF69FEF6G9F

F9BD9F<K9E><@ 84AAO@MMCP (6OD4:9A<S (3.3.1), (3.3.3) - (3.3.7)), E<ASS ?<A<S EBBF69FEF6G-

9F B8ABK4EF<KAB= F9BD<< �4A:969A4 ML(³) = L(³). �9DF<>4?P 89@BAEFD<DG9F <;@9A9A<9

A4@47A<K9AABEF< E GE<?9A<9@ @9:K4EF<KAB7B 6;4<@B89=EF6<S ¼e, 7BD<;BAF4?P - <;@9A9A<9

A4@47A<K9AABEF< E DBEFB@ K<E?4 7D4AG? N .

!4 D<EGA>9 3.4.2 6<8AB, KFB CD< CB6OL9A<< >BAJ9AFD4J<< 8B φ = 0.10

6?<SA<9 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= A4 B5MGR A4@47A<K9AABEFP A9K9F-

AOI E<EF9@ EF4AB6<FES 5B?99 EGM9EF69AAO@, CD< QFB@ F9BD<S 6E9 9M9 89@BA-

EFD<DG9F IBDBL99 EB7?4EB64A<9 E @B89?<DB64A<9@.
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Ç=0.15

7 G4EF<F 33 G4EF<FO 123 G4EF<FO

»е=1

»е=2

»е=3

$<E. 3.4.3 3  47A<FAO= BF>?<> E<EF9@O >4> HGA>J<S, ;46<ESM4S BF 69?<K<AO 6A9LA97B
@47A<FAB7B CB?S ³, CD< φ = 0.15 8?S A9K9FAOI E<EF9@ E D4;?<KAO@ >B?<K9EF6B@ 7D4AG?. &BK-

>4@< B5B;A4K9AO D9;G?PF4FO >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S. �D4EA4S ?<A<S EBBF69FEF6G9F

F9BD9F<K9E><@ 84AAO@MMCP (6OD4:9A<S (3.3.1), (3.3.3) - (3.3.7)), E<ASS ?<A<S EBBF69FEF6G-

9F B8ABK4EF<KAB= F9BD<< �4A:969A4 ML(³) = L(³). �9DF<>4?P 89@BAEFD<DG9F <;@9A9A<9

A4@47A<K9AABEF< E GE<?9A<9@ @9:K4EF<KAB7B 6;4<@B89=EF6<S ¼e, 7BD<;BAF4?P - <;@9A9A<9

A4@47A<K9AABEF< E DBEFB@ K<E?4 7D4AG? N .

!4 D<EGA>9 3.4.3 6<8AB, KFB 8?S >BAJ9AFD4J<< φ = 0.15 A4K<A4RF A4-

5?R84FPES A95B?PL<9 BF>?BA9A<S F9BD<< BF D9;G?PF4FB6 @B89?<DB64A<S CD<

N = 7 < 33, KFB B;A4K49F, KFB B5?4EFP CD<@9A<@BEF< F9BD<< 8?S  �+ E @4?O@

K<E?B@ 7D4AG? EBEF46?S9F φ f 0.15. &9@ A9 @9A99 CD< E<?PAOI @9:K4EF<KAOI

6;4<@B89=EF6<SI, D9;G?PF4FO 84RF IBDBL99 EB7?4EB64A<9 8?S E?GK4S  �+, EB-

89D:4M9= 5B?99 100 7D4AG?.
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Ç=0.2

7 G4EF<F 33 G4EF<FO 123 G4EF<FO

»е=1

»е=2

»е=3

$<E. 3.4.4 3  47A<FAO= BF>?<> E<EF9@O >4> HGA>J<S, ;46<ESM4S BF 69?<K<AO 6A9LA97B
@47A<FAB7B CB?S ³, CD< φ = 0.20 8?S A9K9FAOI E<EF9@ E D4;?<KAO@ >B?<K9EF6B@ 7D4AG?. &BK-

>4@< B5B;A4K9AO D9;G?PF4FO >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S. �D4EA4S ?<A<S EBBF69FEF6G9F

F9BD9F<K9E><@ 84AAO@MMCP (6OD4:9A<S (3.3.1), (3.3.3) - (3.3.7)), E<ASS ?<A<S EBBF69FEF6G-

9F B8ABK4EF<KAB= F9BD<< �4A:969A4 ML(³) = L(³). �9DF<>4?P 89@BAEFD<DG9F <;@9A9A<9

A4@47A<K9AABEF< E GE<?9A<9@ @9:K4EF<KAB7B 6;4<@B89=EF6<S ¼e, 7BD<;BAF4?P - <;@9A9A<9

A4@47A<K9AABEF< E DBEFB@ K<E?4 7D4AG? N .

!4 D<EGA>9 3.4.4 6<8AB, KFB CD< CB6OL9A<< >BAJ9AFD4J<< 8B φ = 0.2

A45?R849FES GE<?9A<9 6E9I F9A89AJ<=, A4@9K9AAOI 8?S >BAJ9AFD4J<< φ = 0.15.
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Ç=0.05

8 G4EF<F 32 G4EF<FO 136 G4EF<F

»е=1

»е=2

»е=3

$<E. 3.4.5 3  47A<FAO= BF>?<> E<EF9@O >4> HGA>J<S, ;46<ESM4S BF 69?<K<AO 6A9LA97B
@47A<FAB7B CB?S ³, CD< φ = 0.05 8?S K9FAOI E<EF9@ E D4;?<KAO@ >B?<K9EF6B@ 7D4AG?. &BK-

>4@< B5B;A4K9AO D9;G?PF4FO >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S. �D4EA4S ?<A<S EBBF69FEF6G9F

F9BD9F<K9E><@ 84AAO@MMCP (6OD4:9A<S (3.3.1), (3.3.3) - (3.3.7)), E<ASS ?<A<S EBBF69FEF6G-

9F B8ABK4EF<KAB= F9BD<< �4A:969A4 ML(³) = L(³). �9DF<>4?P 89@BAEFD<DG9F <;@9A9A<9

A4@47A<K9AABEF< E GE<?9A<9@ @9:K4EF<KAB7B 6;4<@B89=EF6<S ¼e, 7BD<;BAF4?P - <;@9A9A<9

A4@47A<K9AABEF< E DBEFB@ K<E?4 7D4AG? N .

!4 D<EGA>9 3.4.5 6<8AB, KFB CD< A<;>B= >BAJ9AFD4J<< φ = 0.05 K9FAO9 E<-

EF9@O, >4> < A9K9FAO9, A9 KG6EF6<F9?PAO > >B?<K9EF6G K4EF<J, 4 6>?48 8<CB?P-

8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<= 6 A4@47A<K9AABEFP E<EF9@O B>4;O649FES A9;A4K<-

F9?PAO@ 84:9 8?S E?GK496 E<?PAOI @9:K4EF<KAOI 6;4<@B89=EF6<=.



84

Ç=0.1

8 G4EF<F 32 G4EF<FO 136 G4EF<F

»е=1

»е=2

»е=3

$<E. 3.4.6 3  47A<FAO= BF>?<> E<EF9@O >4> HGA>J<S, ;46<ESM4S BF 69?<K<AO 6A9LA97B
@47A<FAB7B CB?S ³, CD< φ = 0.10 8?S K9FAOI E<EF9@ E D4;?<KAO@ >B?<K9EF6B@ 7D4AG?. &BK-

>4@< B5B;A4K9AO D9;G?PF4FO >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S. �D4EA4S ?<A<S EBBF69FEF6G9F

F9BD9F<K9E><@ 84AAO@MMCP (6OD4:9A<S (3.3.1), (3.3.3) - (3.3.7)), E<ASS ?<A<S EBBF69FEF6G-

9F B8ABK4EF<KAB= F9BD<< �4A:969A4 ML(³) = L(³). �9DF<>4?P 89@BAEFD<DG9F <;@9A9A<9

A4@47A<K9AABEF< E GE<?9A<9@ @9:K4EF<KAB7B 6;4<@B89=EF6<S ¼e, 7BD<;BAF4?P - <;@9A9A<9

A4@47A<K9AABEF< E DBEFB@ K<E?4 7D4AG? N .

!4 D<EGA>9 3.4.6 6<8AB, KFB 8?S K9FAB= E<EF9@O E >BAJ9AFD4J<9= φ = 0.1

EB7?4EB64A<9 F9BD<< < @B89?<DB64A<S 8?S E?GK496 ¼e = 2 < 3 GIG8L49FES. #D<

QFB@ F9BD<S 849F IBDBL<= D9;G?PF4F 8?S E?GK4S  �+, EB89D:4M9= 5B?99 100

7D4AG? CD< 6E9I ;A4K9A<SI ¼e.
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&4><@ B5D4;B@, 8?S 6E9I CD98EF46?9AAOI E?GK496 A4@47A<K9AABEFP  �+

?9:<F A<:9 >D<6B= �4A:969A4. 1FB @B:9F 5OFP B5NSEA9AB HBD@<DB64A<9@

>B@C9AE<DGRM<I BD<9AF4J<BAAOI EFDG>FGD @47A<FAOI @B@9AFB6 7D4AG?, CDB-

<EIB8SM<@ CB8 6?<SA<9@ 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<=. "D<9AF4J<BAAO9

EFDG>FGDO EB E>B@C9AE<DB64AAO@ @47A<FAO@ @B@9AFB@ E?45B D947<DGRF A4

@47A<FAB9 CB?9, KFB CD<6B8<F > G@9APL9A<R A4@47A<K9AABEF<  �+. $BEF K<E-

?4 7D4AG? 6 K4EF<J9 CD<6B8<F > CB6OL9A<R FBKABEF< F9BD<<. !4<?GKL99 EB-

7?4EB64A<9 F9BD<< < @B89?<DB64A<S A45?R849FES 8?S E?GK496 123 7D4AG? < 136

7D4AG?. &9BD9F<K9E><9 CB8IB8O, D4;6<FO9 6B 6FBDB= 7?469 < 484CF<DB64AAO9

8?S A95B?PLB7B K<E?4 A4ABK4EF<J, @B7GF FBKAB BC<EO64FP E6B=EF64  �+ E @4-

?O@ K<E?B@ 7D4AG? CD< φ f 0.10 < ¼e f 1 , 4 8?S  �+, EB89D:4M<I 5B?99 100

7D4AG?, QF< CB8IB8O @B7GF GEC9LAB CD<@9ASFPES 8?S >B?<K9EF69AAB7B CDB7AB-

;<DB64A<S E6B=EF6  �+ 84:9 8?S E<?PAOI @9:K4EF<KAOI 6;4<@B89=EF6<= CD<

¼e = 3 . )BDBL99 EB7?4EB64A<9 D9;G?PF4FB6 CD< A<;><I ;A4K9A<SI B5N9@AB= >BA-

J9AFD4J<<  �+ B5GE?B6?9AB F9@, KFB 8?S 8BEF<:9A<S EFB?P @4?OI ;A4K9A<=

C4D4@9FD4 φ A9B5IB8<@B ;A4K<F9?PAB G69?<K<FP D4EEFBSA<S @9:8G EBE98A<@<

7D4AG?4@<, KFB @4>E<@4?PAB BE?45?S9F @9:K4EF<KAO9 6;4<@B89=EF6<S < CBKF<

CB?ABEFPR A<69?<DG9F <I 6>?48 6 A4@47A<K9AABEFP  �+.
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3.4.2. �?<SA<9 >B?<K9EF64 7D4AG? A4 @47A<FAO= BF>?<>

 �+

!4 D<EGA>4I 3.4.7 - 3.4.8 CD<6989AO D9;G?PF4FO >B@CPRF9DAB7B @B89?<-

DB64A<S A4@47A<K9AABEF<  �+, 89@BAEFD<DGRM<9 ;46<E<@BEFP >D<6OI A4@47-

A<K<64A<S M BF A4CDS:9AABEF< CD<?B:9AAB7B @47A<FAB7B CB?S ³ 8?S @9:K4-

EF<KAOI 6;4<@B89=EF6<= D4;?<KAB= E<?O, I4D4>F9D<;G9@OI C4D4@9FDB@ ¼e <

D4;?<KAB= B5N9@AB= >BAJ9AFD4J<< φ.

»е=1 »е=2 »е=3

Ç=0.05

Ç=0.1

$<E. 3.4.7 3 +9FAB9 >B?<K9EF6B 7D4AG?. �D<6O9 A4@47A<K<64A<S  �+ >4> HGA>J<S ;4-
6<ESM4S BF 69?<K<AO 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S ³ E D4;?<KAO@ >B?<K9EF6B@ 7D4AG? 8?S

D4;?<KAOI ;A4K9A<= C4D4@9FD4 φ < ¼e.
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»е=1 »е=2 »е=3

Ç=0.05

Ç=0.1

Ç=0.15

Ç=0.2

$<E. 3.4.8 3 !9K9FAB9 >B?<K9EF6B 7D4AG?. �D<6O9 A4@47A<K<64A<S  �+ >4> HGA>J<S ;4-
6<ESM4S BF 69?<K<AO 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S ³ E D4;?<KAO@ >B?<K9EF6B@ 7D4AG? 8?S

D4;?<KAOI ;A4K9A<= C4D4@9FD4 φ < ¼e.
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�?S 6E9I 7D4H<>B6 @B:AB BF@9F<FP B5MGR F9A89AJ<R: 6 E?45OI < G@9D9A-

AOI CB?SI G69?<K9A<9 K<E?4 7D4AG? CD<6B8<F > G69?<K9A<R A4@47A<K9AABEF<

 �+. �E>?RK9A<9@ <; CD46<?4 S6?S9FES E?GK4=  �+ E 7 7D4AG?4@<. !4 D<EGA-

>9 3.4.8 6<8AB, KFB 84AA4S >BAH<7GD4J<S 89@BAEFD<DG9F E4@O9 6OEB><9 ;A4K9-

A<S A4@47A<K9AABEF<, BEB59AAB 6 E?45OI CB?SI. 1F4 BEB59AABEFP B5NSEAS9FES

CB6989A<9@ 69DIA9= < A<:A9= 7D4AG?O  �+ (D<EGAB> 3.2.1(4)), >BFBDO9 BK9AP

KG6EF6<F9?PAO > 6A9LA9@G @47A<FAB@G CB?R. �4:9 CD< A95B?PLB@ 6A9LA9@

CB?9 A4CD46?9A<9 @47A<FAOI @B@9AFB6 QF<I 7D4AG? CB?ABEFPR EB6C4849F E A4-

CD46?9A<9@ CB?S, @4>E<@<;<DGS @47A<FAO= @B@9AF 6E9= E<EF9@O. "EF4?PAO9

7D4AG?O E?45B D947<DGRF A4 6A9LA99 CB?9 < CBKF< A9 6?<SRF A4 A4K4?PAO=

A4>?BA >D<6B= A4@47A<K9AABEF<.

#D< 8BEF<:9A<< 6OEB><I ;A4K9A<= A4CDS:9AABEF< CD<?B:9AAB7B @47-

A<FAB7B CB?S (³ > 10) 6E9 E<EF9@O CD<IB8SF > EBEFBSA<R @47A<FAB7B A4EOM9-

A<S < A9 89@BAEFD<DGRF EGM9EF69AAOI BF?<K<=.
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3.5. "J9A>4 CB7D9LABEF< 6OK<E?9A<=

#D< 6OK<E?9A<< EF4F<K9E>B= A4@47A<K9AABEF<  �+, A4IB8SM9=ES 6 CB-

EFBSAAB@ @47A<FAB@ CB?9, CDB8B?:<F9?PABEFP >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S

EBEF46?S9F 5000 FOESK  �-L47B6, <; >BFBDOI 6 <FB7B6GR 6O5BD>G CBC4849F

250 FOESK ;A4K9A<= (>4:8O= 8648J4FO= L47).

� EBBF69FEF6<< E BC<E4AAB= 6 [136] CDBJ98GDB= BJ9A>< ED98A<I CB 5?B>4@

5O? CDB6989A 4A4?<; CB7D9LABEF< EF4F<EF<K9E><I D4EK9FB6. 1FBF @9FB8 CB;-

6B?S9F CD<A<@4FP 6B 6A<@4A<9 >BDD9?SJ<R @9:8G EF4F<EF<K9E><@< 84AAO@<

6 6O5BD>9 < B59EC9K<649F A489:AGR BJ9A>G ED98A9>648D4F<KAB7B BF>?BA9A<S.

�?S QFB7B D9;G?PF4FO >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S, 6BL98L<9 6 <FB7B6GR

6O5BD>G, B5B;A4K9AAO9 >4> M1, ...,Mi, ...,ML, 789 L = 250 FOESK, 5O?< CD9B5-

D4;B64AO 6 AB6O= A45BD 84AAOI 686B9 @9APL97B D4;@9D4, E?98GRM<@ B5D4;B@:

Mnewi
= 0.5 (M2i−1 +M2i) ,

Lnew = 0.5L.

#D< QFB@ ED98A99 ;A4K9A<9Mavg <EIB8AB7B @AB:9EF64 5G89F EB6C484FP EB

ED98A<@ ;A4K9A<9@ AB6B7B @AB:9EF64 A4 >4:8B@ CBE?98GRM9@ L479:

Mavg =
1

L

(

L
∑

i=1

Mi

)

=
1

Lnew

(

Lnew
∑

i=1

Mnewi

)

. (3.5.1)

!9B5IB8<@B 6OCB?A<FP CB6FBDAO9 7DGCC<DB6>< 6 5?B>< A9E>B?P>B D4; <

6OK<E?<FP AB6O9 ;A4K9A<SMnewi
8?S >4:8B7B 5?B>4. �BDD9?SJ<< @9:8G F4><-

@< ;A4K9A<S@<, CB?GK9AAO@< <; CBE?98B64F9?PAOI 5?B>B6, 5G8GF EA<:4FPES CB

@9D9 G69?<K9A<S D4;@9D4 5?B>4. �E?< >B@CPRF9DAB9 @B89?<DB64A<9 5O?B CDB-

6989AB 6 F9K9A<9 8BEF4FBKAB CDB8B?:<F9?PAB7B 6D9@9A<, FB CBE?9 A9E>B?P><I

CB6FBDAOI 7DGCC<DB6B> ;A4K9A<S Mnewi
EF4AGF CB?ABEFPR A9>BDD9?<DB64AAO-

@<. 1FB CD<6989F > GEF4AB6?9A<R CBEFBSAAB7B ;A4K9A<S ED98A9>648D4F<KAB7B

BF>?BA9A<S S:

S =

√

∑Lnew

i=1 (Mnewi
−Mavg)2

Lnew

≈ const. (3.5.2)
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�?S A95B?PLB7B ;A4K9A<S K<E?4 BC9D4J<= B5N98<A9A<S 6 5?B>< K, 6O-

K<E?9AAO9 84AAO9 B>4;O64RFES >BDD9?<DB64AAO@<, KFB CD<6B8<F > G69?<K9-

A<R ;A4K9A<= ED98A9>648D4F<KAB7B BF>?BA9A<S S CD< 6OCB?A9A<< BC9D4J<=

B5N98<A9A<S 6 5?B><. #D< 6OEB><I ;A4K9A<SI K, 6O5BD>4 EF4AB6<FES >D4=A9

@4?9AP>B=, KFB CD<6B8<F > A9EF45<?PAB= EF4F<EF<K9E>B= CB7D9LABEF< 6 BJ9A>9

S. #?4FB, 6B;A<>4RM99 6 E9D98<A9 CDBJ9EE4, BCD989?S9F <E>B@B9 ;A4K9A<9 S,

CB;6B?SRM99 BJ9A<FP 69?<K<AG ED98A9>648D4F<KAB7B BF>?BA9A<S.

"J9A>4 FBKABEF< >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S CD98EF46?9A4 A4 CD<@9-

D9  �+, EBEFBSM9= <; 7 7D4AG?, A4IB8SM9=ES 6 @47A<FAB@ CB?9 ³ = 5 CD<

6OEB>B@ ;A4K9A<< B5N9@AB= >BAJ9AFD4J<< φ = 0.20 < E<?PAOI @9:K4EF<KAOI

6;4<@B89=EF6<SI ¼e = 3.

3.5.1. #D<6989A<9 E<EF9@O > D46AB69EAB@G EBEFBSA<R

� A4K4?9 @B89?<DB64A<S @47A<FAO= @B@9AF >4:8B= 7D4AG?O BCD989?S?ES

CDB<;6B?PAB A4CD46?9AAO@ 98<A<KAO@ 69>FBDB@, 6 D9;G?PF4F9 K97B E<EF9@4 A4-

IB8<FES 6 A9D46AB69EAB@ EBEFBSA<<, 4 CDBJ9EE 8BEF<:9A<S D46AB69E<S ;4A<@4-

9F A9>BFBDB9 6D9@S. #9D6<KAO9 >BAH<7GD4J<<, CB?GK9AAO9 ED4;G CBE?9 A4K4?4

@B89?<DB64A<S, A9 @B7GF BFD4:4FP <EF<AAB9 EBEFBSA<9 E<EF9@O. "F5D4EO64A<9

A4K4?PAOI <F9D4J<= ;A4K<F9?PAB G@9APL49F CB7D9LABEFP 6OK<E?9A<= < 89?49F

4A4?<; CB6989A<S  �+ < BJ9A>G 99 I4D4>F9D<EF<> 5B?99 B5N9>F<6AO@<.

!4 D<EGA>9 3.5.1 CD98EF46?9A4 ;46<E<@BEFP BJ9A>< ED98A9>648D4F<KAB-

7B BF>?BA9A<S S >4> HGA>J<<, ;46<ESM9= BF D4;@9D4 5?B>4 8?S 100 FOESK

<;@9D9A<=.  B:AB BF@9F<FP, KFB <E>?RK9A<9 A4K4?PAOI 84AAOI (C9D6O9 50

FOESK <F9D4J<=) CB;6B?S9F G@9APL<FP 69?<K<AG ED98A9>648D4F<KAB7B BF>?B-

A9A<S 8?S D4EE@BFD9AAB= E<EF9@O A4 19% (E 82% 8B 63% ).
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82 %

63 %

$<E. 3.5.1 3 ED98A9>648D4F<KAB9 BF>?BA9A<9 S EF4F<K9E>B= A4@47A<K9AABEF<  �+ (E<EF9@4
<; E9@< 7D4AG?, ³ = 5, φ = 0.20, ¼e = 3) >4> HGA>J<S K<E?4 BC9D4J<= B5N98<A9A<S 6 5?B><

K 8?S >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S GK<FO64RM97B A4K4?PAO9 <F9D4J<< (;9?9AO= J69F) <

BF5D4EO64RM<= A4K4?PAO9 <F9D4J<< (>D4EAO= J69F).

3.5.2. $4EL<D9A<9 EF4F<EF<K9E>B= 6O5BD><

'69?<K9A<9 >B?<K9EF64 <;@9D9A<= CB;6B?S9F EGM9EF69AAB CB6OE<FP EF4-

F<EF<K9E>GR FBKABEFP D9;G?PF4F4. �B?99 8?<F9?PAB9 6OCB?A9A<9 @B89?<DB64-

A<S 849F 6B;@B:ABEFP GED98A<FP D9;G?PF4FO E @9APL<@< H?G>FG4J<S@< < 8B-

EF<KP 5B?99 FBKAOI BJ9AB> A4@47A<K9AABEF<.

!4 D<EGA>9 3.5.2 CD98EF46?9A4 ;46<E<@BEFP BJ9A>< ED98A9>648D4F<KAB7B

BF>?BA9A<S S >4> HGA>J<<, ;46<ESM9= BF D4;@9D4 5?B>4 8?S 100 FOESK < 250

FOESK <;@9D9A<= (E GK9FB@ <E>?RK9A<S A4K4?PAOI 84AAOI).  B:AB BF@9F<FP,

KFB G69?<K9A<9 >B?<K9EF64 <F9D4J<= G@9APL49F 69?<K<AG ED98A9>648D4F<KAB7B

BF>?BA9A<S 8?S D4EE@BFD9AAB= E<EF9@O 9M9 A4 42% (E 63% 8B 21% ).
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63 %

21 %

$<E. 3.5.2 3 ED98A9>648D4F<KAB9 BF>?BA9A<9 S EF4F<K9E>B= A4@47A<K9AABEF<  �+ (E<EF9-
@4 <; E9@< 7D4AG?, ³ = 5, φ = 0.20, ¼e = 3) >4> HGA>J<S K<E?4 BC9D4J<= B5N98<A9A<S 6

5?B>< K 8?S >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S 8?<AB= 100 FOESK <;@9D9A<=, BF5D4EO64RM97B

A4K4?PAO9 <F9D4J<< (>D4EAO= J69F) < >B@CPRF9DAB7B @B89?<DB64A<S 8?<AB= 250 FOESK <;-

@9D9A<=, BF5D4EO64RM97B A4K4?PAO9 <F9D4J<< (E<A<= J69F).

&4><@ B5D4;B@, CD<9@O, BC<E4AAO9 6 84AAB@ D4;89?9, CB;6B?<?< EGM9-

EF69AAB CB6OE<FP FBKABEFP 6OK<E?9A<= < G@9APL<FP <FB7B6GR CB7D9LABEFP 8B

;A4K9A<S ≈ 5%.
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3.6. "EAB6AO9 D9;G?PF4FO 7?46O

� D4;89?9 3.1 BC<E4A4 <EE?98G9@4S @B89?P, CD98EF46?SRM4S EB5B=

 �+, 6AGFD< >BFBDB= D4ECB?474RFES A9CB86<:AO9 EGC9DC4D4@47A<FAO9 EH9-

D<K9E><9 7D4AG?O, A4IB8SM<9ES CB8 6B;89=EF6<9@ CBEFBSAAB7B 6A9LA97B @47-

A<FAB7B CB?S, < BCD989?9AO 99 BEAB6AO9 @47A<FAO9 I4D4>F9D<EF<><. #B>4;4A

4?7BD<F@ HBD@<DB64A<S  �+ 8?S K9FAB7B < A9K9FAB7B E?GK4S.

� D4;89?9 3.2 BCD989?9AO EFDG>FGDO  �+, <EE?98B64A<S >BFBDOI CDB-

6B8<FES 6 D45BF9. #B>4;4A 4?7BD<F@ <;@9A9A<S ;A4K9A<S B5N9@AB= >BAJ9AFD4-

J<< φ CGF9@ G69?<K9A<S D4EEFBSA<S l @9:8G EBE98A<@< 7D4AG?4@<  �+.

� D4;89?9 3.3 CDB6989A4 484CF4J<S F9BD<<, D4;6<FB= 6 7?469 2, BC<EO64-

RM9= EF4F<K9E>GR A4@47A<K9AABEFP 5B?PLB7B 4AE4@5?S A9CB86<:AOI EGC9DC4-

D4@47A<FAOI A4ABK4EF<J, D4ECB?B:9AAOI 6 G;?4I CDBEFB= >G5<K9E>B= D9L9F><,

8?S 6OK<E?9A<S @47A<FAB7B BF>?<>4  �+ EB EIB:9= 4DI<F9>FGDB=.

� D4;89?9 3.4 BC<E4A 4?7BD<F@ @B89?<DB64A<S @47A<FAB7B @B@9AF4

 �+ @9FB8B@  BAF9 �4D?B < CDB6989A ED46A<F9?PAO= 4A4?<; E<EF9@ E D4;AO@

>B?<K9EF6B@ 7D4AG?, D4;?<KAB= B5N9@AB= >BAJ9AFD4J<9= < E<?B= @9:K4EF<K-

AOI 6;4<@B89=EF6<=.

'EF4AB6?9AB, KFB A4@47A<K9AABEFP  �+ KG6EF6<F9?PA4 > K<E?G 7D4AG?

< A9 CD96BEIB8<F A4@47A<K9AABEF<, CD98E>4;4AAB= B8ABK4EF<KAB= @B89?PR

�4A:969A4. �4AA4S BEB59AABEFP B5NSEAS9FES HBD@<DB64A<9@ >B@C9AE<DGRM<I

BD<9AF4J<BAAOI EFDG>FGD @47A<FAOI @B@9AFB6 7D4AG?, CDB<EIB8SM<@ CB8 6?<-

SA<9@ 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B89=EF6<=. '69?<K9A<9 K<E?4 7D4AG? 6 K4EF<J9

CD<6B8<F > CB6OL9A<R FBKABEF< F9BD<<, E<EF9@O EB89D:4M<9 5B?99 100 7D4-

AG? @B7GF GEC9LAB BC<EO64FPES CB?GK9AAB= F9BD<9= 84:9 CD< E<?PAB@ @9:K4-

EF<KAB@ 6;4<@B89=EF6<< ¼e = 3 < 6OEB><I B5N9@AOI >BAJ9AFD4J<SI B5D4;JB6

φ = 0.1 < 0.2. 8?S K9FAB7B < A9K9FAB7B E?GK496 EBBF69FEF69AAB.

'EF4AB6?9AB, KFB 6 E?45OI < G@9D9AAOI CB?SI G69?<K9A<9 K<E?4 7D4AG?

CD<6B8<F > G69?<K9A<R A4@47A<K9AABEF<  �+. �E>?RK9A<9@ S6?S9FES E?GK4=

E9@< 7D4AG?, 89@BAEFD<DGRM<= 6OEB>GR KG6EF6<F9?PABEFP > 6A9LA9@G @47-

A<FAB@G CB?R <;-;4 BEB59AABEF9= E6B9= 4DI<F9>FGDO.
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� D4;89?9 3.5 BC<E4A @9FB8 BJ9A>< CB7D9LABEF< K<E?9AAB7B D4EK9F4

>D<6B= A4@47A<K<64A<S. 'K9F BEB59AABEF9= E<EF9@O CD< D45BF9 EB EF4F<-

EF<K9E><@< 84AAO@< CB;6B?<? G@9APL<FP 69?<K<AG ED98A9>648D4F<KAB7B

BF>?BA9A<S A4 61% <, 8BEF<7AG6 CB7D9LABEF< ≈ 5%, 8B5<FPES 6OEB>B= FBKAB-

EF< @9FB84 CD< D45BF9 E D4EE@4FD<649@O@< E<EF9@4@<.

"EAB6AB9 EB89D:4A<9 7?46O BCG5?<>B64AB 6 D45BF4I [33,34].



95

�?464 4. $4;D45BF4AAO9

CDB7D4@@AO9 >B@C?9>EO

� 84AAB= 7?469 CD<6989AO BEAB6AO9 I4D4>F9D<EF<>< 86GI D4;D45BF4AAOI

CDB7D4@@AOI >B@C?9>EB6. #9D6O= CB;6B?S9F D4EEK<FO64FP @47A<FAO9 I4D4>F9-

D<EF<>< B8AB8B@9AAOx B59;86<:9AAOI 6;4<@B89=EF6GRM<I EGC9DC4D4@47A<F-

AOI K4EF<J, A4IB8SM<IES 6B 6A9LA9@ @47A<FAB@ CB?9, D4ECD989?9AAOI CB B5N-

9@G CDB<;6B?PAO@ B5D4;B@ ?<5B D4;@9M9AAOI 6 G;?4I CDBEFB= >G5<K9E>B= D9-

L9F>< 8?S E<EF9@, CD98EF46?SRM<I EB5B= EC?BLAO9 ED98O. �FBDB= CB;6B?S9F

@B89?<DB64FP  �+ E H<>E<DB64AAO@ >B?<K9EF6B@ < D4ECB?B:9A<9@ 7D4AG?.

#9D6O= CDB7D4@@AO= >B@C?9>E 5O? A4C<E4A E CB@BMPR E<EF9@O >B@-

CPRF9DAB= 4?795DO Mathcad (69DE<S: Mathcad 15), 4 6FBDB= E <ECB?P;B64A<-

9@ S;O>B6 CDB7D4@@<DB64A<S C++ (69DE<S EF4A84DF4: ISO/IEC 14882:2011) <

Fortran (69DE<S EF4A84DF4: ISO/IEC 1539:1997). #D< A4C<E4A<< >B84 6FBDB7B

>B@C?9>E4 <ECB?P;B64?BEP CDBJ98GDAB9 CDB7D4@@<DB64A<9, I4D4>F9D<;GRM<=-

ES ?<A9=AO@ A<EIB8SM<@ CB8IB8B@ < D4;89?PAO@ D4EE@BFD9A<9@ 84AAOI <

CDBJ98GD >4> D4;?<KAOI B5N9>FB6. #DBJ98GDAB9 CDB7D4@@<DB64A<9, BEAB6O64-

SEP A4 >BAJ9CJ<< 6O;B64 CDBJ98GD, EFDG>FGD<DG9F CDB7D4@@G CGF9@ D4;89?9-

A<S 99 A4 CDBJ98GDO, EB89D:4M<9 CBE?98B64F9?PABEFP L47B6 8?S 6OCB?A9A<S

BCD989?9AAOI ;484K.

$45BFBECBEB5ABEFP CDB7D4@@AOI >B@C?9>EB6 CDB69D9A4 6 BC9D4J<BAAOI

E<EF9@4I Windows (10, 11) < Unix-E<EF9@4I (MacOS 12.6, 13.3).
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4.1. #B?B:9A<9 K4EF<J 6 E<EF9@9

!4 A4K4?PAB@ QF4C9 A9B5IB8<@B EB5D4FP <AHBD@4J<R B CB?B:9A<< 6E9I

D4EE@4FD<649@OI K4EF<J. �4AAO9 6OK<E?9A<S BEGM9EF6?S9F EC9J<4?PA4S CB8-

7BFB6<F9?PA4S CDB7D4@@4, 6 D9;G?PF4F9 <ECB?A9A<S >BFBDB= 6 F9>EFB6O= H4=?

;4C<EO64RFES K<E?B6O9 ;A4K9A<S >BBD8<A4F 6E9I K4EF<J (8?S >G5<K9E>B= D9-

L9F>< < E?GK4=AB7B D4ECD989?9A<S). #D<@9D D45BFO 4?7BD<F@4 8?S >G5<K9E>B=

D9LёF>< CD98EF46?9A A4 D<EGA>9 4.1.1.

$<E. 4.1.1 3 �?7BD<F@ CDB7D4@@O, ;4C<EO64RM9= 84AAO9 B CB?B:9A<< K4EF<J.

!4 6OIB89 79A9D<DG9FES H4=? HBD@4F4 .txt E 84AAO@< B X-B=, Y -B=, Z-

B= >BBD8<A4F4I K4EF<JO. #D<@9D H4=?4 E 6OIB8AO@< 84AAO@< CD98EF46?9A A4

D<EGA>9 4.1.2.

$<E. 4.1.2 3 #D<@9D H4=?4 EB89D:4M97B 6OIB8AO9 84AAO9 B CB?B:9A<< K4EF<J.
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4.2. $4EKёF F9D@B8<A4@<K9E><I E6B=EF6 E<EF9@O

A9CB86<:AOI EGC9DC4D4@47A<FAOI

H9DDBK4EF<J, D4ECB?B:9AAOI 6 G;?4I

>G5<K9E>B= D9LёF><, A4IB8SM<IES CB8

6B;89=EF6<9@ 6A9LA97B @47A<FAB7B CB?S,

A4CD46?9AAB7B C4D4??9?PAB <?<

C9DC9A8<>G?SDAB BES@ ?ё7>B7B A4@47A<K<64A<S

4.2.1. �IB8AO9 < 6OIB8AO9 84AAO9 CDB7D4@@AB7B

>B@C?9>E4

!4 6IB8 CDB7D4@@9 A9B5IB8<@B CB84FP H4=? E A45BDB@ 84AAOI, F4><I >4>

C4D4@9FD ¼ (lambda), BC<EO64RM<= <AF9AE<6ABEFP 8<CB?P-8<CB?PAOI 6;4<@B-

89=EF6<=, C4D4@9FD �4A:969A4 ³ (alpha), I4D4>F9D<;GRM<= 69?<K<AG EF4F<K9-

E>B7B @47A<FAB7B CB?S, C4D4@9FD @47A<FAB= 4A<;BFDBC<< Ã (sigma), 6BECD<<@-

K<6BEFP �4A:969A4 ÇL (chi_l) < B5N9@A4S >BAJ9AFD4J<S φ (phi).

#D<@9D H4=?4 «Input_1.txt», содержащего входные данные для первого

комплекса представлен на рисунке 4.2.1.

Рис. 4.2.1 – #D<@9D H4=?4 EB89D:4M97B 6IB8AO9 84AAO9 8?S C9D6B7B >B@C?9>E4.



98

На выходе генерируется три файла формата .txt со статической намагни-

ченностью M , магнитной восприимчивостью Ç и теплоемкостью CV . Примеры

файлов с выходными данными для всех трех парамеров представлены на ри-

сунке (4.2.2).

(a)

C CC

(б) (в)

Рис. 4.2.2 – #D<@9DO H4=?B6 EB89D:4M<I 6OIB8AO9 84AAO9 C9D6B7B >B@C?9>E4 B EF4F<K9-

E>B= A4@47A<K9AABEF< M(4), @47A<FAB= 6BECD<<@K<6BEF< Ç(5) < F9C?B9@>BEF< CV (6).

4.2.2. "EAB6AO9 HGA>J<< CDB7D4@@AB7B >B@C?9>E4

Данный программный комплекс создан для расчета значений статической

намагниченности, магнитной восприимчивости и теплоемкости с помощью раз-

ложения свободной энергии Гельмгольца в классический вириальный ряд с точ-

ностью до второго коэффициента и вычисления. Программа позволяет сравни-

вать результаты компьютерного и численного моделирования для систем непо-

движных феррочастиц, помещенных во внешнее магнитное поле, направленное

параллельно, перпендикулярно осям легкого намагничивания или выровненное.

На рисунке (4.2.3) изображена блок-схема алгоритма первого программ-

ного комплекса.
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Рис. 4.2.3 – �?B>-EI9@4 4?7BD<F@4 C9D6B7B CDB7D4@@AB7B >B@C?9>E4.
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4.3. $4EKёF EF4F<K9E>B= A4@47A<K9AABEF<

@AB7B7D4AG?PAOI K4EF<J E B7D4A<K9AAO@

K<E?B@ 7D4AG?

4.3.1. �IB8AO9 < 6OIB8AO9 84AAO9 CDB7D4@@AB7B

>B@C?9>E4

На вход программе необходимо подать файл с набором данных, таких как

параметр ¼ (lambda), описывающий интенсивность диполь-дипольных взаимо-

действий, параметр Ланжевена ³ (alpha), характеризующий величину статиче-

ского магнитного поля, кратчайшее расстояние между соседними гранулами l,

нормированное на их диаметр x (period grid), определяющее объемную концен-

трацию образца φ и ряд параметров определяющих особенности компьютерного

моделирования (alphabox, nblock, nstep, ncalc, dphimax, seed1, seed2).

Пример файла «Input_2.txt», содержащего входные данные для второго

комплекса представлен на рисунке (4.3.1).

Рис. 4.3.1 – #D<@9D H4=?4 EB89D:4M97B 6IB8AO9 84AAO9 8?S 6FBDB7B >B@C?9>E4.
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На выходе генерируется файл формата .txt со статической намагниченно-

стью M . Пример файла с выходными данными представлен на рисунке (4.3.2).

Рис. 4.3.2 – #D<@9D H4=?4 EB89D:4M97B 6OIB8AO9 84AAO9 6FBDB7B >B@C?9>E4 B EF4F<K9E>B=

A4@47A<K9AABEF< M .

4.3.2. "EAB6AO9 HGA>J<< CDB7D4@@AB7B >B@C?9>E4

Данный программный комплекс создан для моделирования многогра-

нульных частиц с фиксированным количеством и расположением гранул, а так-

же фиксированной объемной концентрацией образца. Информация о точном

количестве гранул и их положении позволяет визуализировать внешний вид

частицы. Комплекс позволяет сравнивать намагниченность многогранульных

частиц, полученную с помощью компьютерного моделирования и аналитиче-

ских выражений при различных параметрах системы.

На рисунке (4.3.3) изображена блок-схема алгоритма второго программ-

ного комплекса.
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Рис. 4.3.3 – �?B>-EI9@4 4?7BD<F@4 6FBDB7B CDB7D4@@AB7B >B@C?9>E4.
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4.4. "EAB6AO9 D9;G?PF4FO 7?46O

Программные комплексы были созданы для расчета магнитных характе-

ристик однодоменныx обездвиженных взаимодействующих суперпарамагнит-

ных частиц, находящихся во внешнем магнитном поле, распределенных по объ-

ему произвольным образом либо размещенных в узлах простой кубической ре-

шетки для систем, представляющих собой сплошные среды и моделирования

МГЧ содержащих ограниченное количество гранул.

В данной главе описаны входные и выходные данных программных ком-

плексов и способы работы с ними. Продемонстрирована логика функциониро-

вания программных комплексов и обозначены типы данных, применяемые в

них. Программные комплексы реализованы в системе компьютерной алгебры

Mathcad и на языках программирования C++ и и Fortran. Оптимизация про-

граммного кода позволила достаточно быстро получать результаты для систем

с любыми параметрами.

Численные решения, представленные в диссертации, получены с помощью

описанных в данной главе комплексов программ.

Представленные в главе программные комплексы были зарегистрированы

в Федеральной службе по интеллектуальной собственности Роспатент [35, 36].

Свидетельства о государственной регистрации программ для ЭВМ приведены

в Приложениях А и Б.
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Основные результаты диссертации могут быть сформулированы следую-

щим образом:

• Проведено математическое моделирование магнитных и термодинамиче-

ских свойств магнитоактивных композитов, которое основывается на изу-

чении ансамблей однодоменных неподвижных суперпарамагнитных ча-

стиц. В модели предполагается, что частицы имеют магнитную анизотро-

пию, а оси легкого намагничивания выровнены и направлены под про-

извольным углом к статическому магнитному полю. Модель учитывает

межчастичные диполь-дипольные взаимодействия и различное располо-

жение частиц в объеме: произвольное и в узлах простой кубической ре-

шетки.

• Выведены аналитические выражения свободной энергии Гельмгольца для

случайного распределения частиц по объему и кубической решетки с точ-

ностью до U 2
d для случая, когда оси легкого намагничивания направленны

под углом ¹ к внешнему магнитному полю. Исследована сходимость рядов,

определяющих свободную энергию Гельмгольца. Преобразование свобод-

ной энергии к логарифмическому виду позволило сделать функцию менее

чувствительной к ограничению числа членов ряда и расширить область

применимости развиваемой теории до умеренных плотностей наночастиц

в образце.
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• На основе полученных формул для свободной энергии Гельмгольца ис-

следованы магнитная восприимчивость, статическая намагниченность и

теплоемкость рассматриваемых систем. Отличительной особенностью ку-

бической решётки стала зависимость свойств от угла ϕ. Для намагничен-

ности и теплоёмкости системы с произвольным расположением частиц и

кубической решетки наблюдалась общая тенденция: в слабом поле ³ = 1

вклад диполь-дипольных взаимодействий был особенно заметен, но уве-

личение напряженности поля до ³ = 5 и 20 приводило к преобладанию

энергии Зеймана над энергией диполь-дипольного взаимодействия и ни-

велировало отличия от идеальной системы.

• Аналитические выражения, описывающие статическую намагниченность

крупных ансамблей обездвиженных суперпарамагнитных наночастиц

адаптированы для вычисления магнитного отклика частиц с ограничен-

ным количеством гранул, расположенных в узлах простой кубической ре-

шётки (МГЧ).

• Проведено компьютерное моделирование (метод Монте-Карло) магнит-

ных свойств МГЧ с кубической структурой. Установлено, что намагни-

ченность МГЧ чувствительна к числу гранул и не превосходит намаг-

ниченности, предсказанной одночастичной моделью Ланжевена. Данная

особенность объясняется формированием компенсирующих ориентацион-

ных структур магнитных моментов гранул, происходящим под влиянием

диполь-дипольных взаимодействий. Тем не менее в слабых и умеренных

полях увеличение числа гранул приводит к увеличению намагниченности

МГЧ. Исключением является случай семи гранул, демонстрирующий вы-

сокую чувствительность к внешнему магнитному полю из-за особенностей

своей архитектуры.

• Проведена оценка погрешности результатов компьютерного моделирова-

ния. Учет особенностей системы при работе со статистическими данными

позволил уменьшить величину среднеквадратичного отклонения на 61%

и, достигнув погрешности ≈ 5.6%, добиться высокой точности метода при

работе с намагниченностью МГЧ с кубической структурой.
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• Результаты компьютерного моделирования использовались при тестиро-

вании адаптированной теории для намагниченности МГЧ. Теоретические

подходы, развитые во второй главе и адаптированные для небольшого

числа наночастиц, могут точно описывать свойства МГЧ с малым чис-

лом гранул при φ f 0.10 и ¼e f 1. Увеличение числа гранул в частице

приводит к повышению точности теории, и системы содержащие более 100

гранул могут успешно описываться полученной теорией даже при сильном

межчастичном взаимодействии ¼e = 3 и высоких объемных концентраци-

ях образцов φ = 0.1 и 0.2. для четного и нечетного случаев соответствен-

но.

• Разработаны программные комплексы, позволяющие численно моделиро-

вать магнитные и термодинамические характеристики ансамбля суперпа-

рамагнитных взаимодействующих обездвиженных частиц, находящихся

под действием статического магнитного поля.

$9>B@9A84J<< < 84?PA9=L<9 C9DEC9>F<6O D4;D45BF>< F9@O.

Разработанные теоретические подходы, позволяющие описывать магнит-

ные и термодинамические свойства ансамбля взаимодействующих суперпара-

магнитных частиц, могут быть расширены на полидисперсный случай. Эта за-

дача очень актуальна для прогнозирования свойств реальных магнитоактивных

композитов, в которых частицы магнитного наполнителя, как правило, разли-

чаются по размерам. Кроме того, в представленную в диссертационной работе

модель диполь-дипольных взаимодействий могут быть включены теории более

высокого порядка, что даст возможность увеличить область применимости и

позволит описать свойства высококонцентрированных систем.
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