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Введение

Актуальность и степень разработанности темы исследования.
Область научных исследований, связанная с моделированием и анализом попу­
ляционных систем, в последние годы привлекает внимание не только биологов,
но и математиков. Интерес к данным моделям с математической точки зре­
ния прежде всего связан с необходимостью их описания языком динамических
систем. Основная задача заключается в описании бифуркаций и анализе
возможных динамических режимов как регулярных, так и хаотических. По­
пуляционные модели используются, например, для определения максимально
допустимого уровня промыслов, выяснения механизмов воздействия биологиче­
ских инвазий, экологических сдвигов и катастроф. Такие модели используются
для понимания законов распространения паразитов, вирусов и болезней [1—5].
Одним из важнейших направлений применения популяционных моделей явля­
ется идентификация условий, приводящих к вымиранию, и разработка методов
предотвращения сокращения численности видов.

Самыми первыми популяционными моделями считаются модель экспонен­
циального роста (модель Мальтуса [6]) и логистическая модель Ферхюльста—
Перла—Рида [7—9]. Известно огромное количество вариаций этой модели, на­
пример, модель Рикера, предложенная для описания динамики популяций
рыб [10; 11], модель Базыкина, учитывающая сложный характер роста локаль­
ной популяции [12; 13], модель гиперболического роста [14], модель Бевертона—
Холта, учитывающая конкуренцию видов и ограниченность роста [15; 16], мо­
дель Капицы, предложенная для описания роста населения Земли [17] и др.

В настоящее время изучению динамики локальных изолированных попу­
ляций посвящено большое количество исследований, представленных, напри­
мер, в работах Е. Я. Фрисмана, М. П. Кулакова, О. Л. Ревуцкой, Е. В. Ласта,
Д. О. Логофета, И. Н. Клочковой, О. Л. Ждановой [18—23]. Существует боль­
шое количество как непрерывных, так и дискретных математических моделей,
которые применяются для описания динамики реальных популяций, исследо­
ванных, например, в работах Аллена, Хасселя, Рикера, Кребса и других [11;
15; 24—29]. Эти модели также применяются для теоретических исследований,
направленных на определение принципов функционирования отдельной попу­



5

ляции и всего биологического сообщества (см., например, работы Николсона,
Бейли, Розенцвейга, Мак-Артура и других [12; 13; 30—49]).

Следующим значимым этапом в области динамики популяций стало
введение модели хищник-жертва, также известной как модель Лотки—Вольтер­
ры [42]. Существует множество модификаций данной модели, среди которых
можно отметить модель, предложенную А. Розенцвейгом и Р. Х. Мак-Арту­
ром [35], а также модель Колмогорова [33; 34]. Известная модификация А.
Д. Базыкина модели хищник-жертва учитывает насыщение роста хищника и
ограниченные возможности увеличения численности [13]. Модель А. Д. Базы­
кина представляет собой обобщение классической модели Лотки—Вольтерры и
демонстрирует более сложные динамические режимы. При определенных па­
раметрах система способна переходить в режим автоколебаний, что приводит
к формированию асимптотически устойчивого предельного цикла в фазовом
пространстве, который не зависит от начальных условий

Первым разностным аналогом модели Лотки—Вольтерры является мо­
дель Николсона—Бейли, описывающая взаимодействия типа хозяин-паразит.
В рамках исследований [30; 50] было выяснено, что такие взаимодействую­
щие популяции имеют выраженные и непересекающиеся стадии развития, то
есть поколения описываются дискретным законом. Это контрастирует с мо­
делью Лотки—Вольтерры, в которой предполагается наложение поколений и
непрерывность процессов рождаемости и смертности. Введение дискретных по­
колений приводит к временному отставанию между потреблением жертвы и
воспроизводством хищника, что становится основным различием между дис­
кретными и непрерывными моделями хищник-жертва [51; 52]. В дискретной
модели, как и в аналогичной непрерывной, могут возникать колебания с возрас­
тающей амплитудой, напоминающие вспышки. При этом численности паразита
и хозяина колеблются вокруг своих стационарных состояний, причем колеба­
ния численности паразита отстают по фазе от колебаний хозяина на четверть
периода. Несмотря на ограничения, присущие таким колебательным режи­
мам, модель Николсона—Бейли нашла широкое применение, в том числе для
описания пятнистого пространственного распределения планктона, представ­
ленног [24; 53; 54].

В настоящее время дискретные вариации модели хищник-жертва про­
должают активно исследоваться [55—62]. Например, в рамках теории динами­
ческого хаоса в работах [57; 63—65] анализируются колебания в дискретных
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системах хищник-жертва (хозяин-паразит). В моделях с дискретным временем
даже простейшие формы нелинейности могут приводить к появлению различ­
ных сложных динамических режимов [66—68]. Также следует отметить модели,
учитывающие различные факторы взаимодействия, такие как совместная охо­
та, разделение популяции по полу или возрасту [69—73], а также различные
версии функций Холлинга [74].

Особое значение в дискретных популяционных моделях имеет концепту­
альная модель, предложенная Рикером [10] в контексте управления запасами
и восполнения ресурсов в рыболовстве. Модель Рикера описывает популяцию
с тенденцией к экспоненциальному росту при низкой плотности и к снижению
при высокой плотности. В отличие от логистической, в этой модели отсутству­
ет искусственное ограничение на размер популяций. Некоторые исследования
модели Рикера представлены в работах [75—77].

Предложенная Робертом Мэйем исследовательская парадигма «простая
модель – сложная динамика» [40] является важной отправной точкой в раз­
личных исследованиях. Простые модели популяций, описывающие сложные
сценарии совместной динамики двух популяций логистического типа, рассмат­
ривались во многих работах (см., например [78—81]). В этих моделях были
обнаружены различные нелинейные динамические режимы, такие как мульти­
стабильность, трансверсальная неустойчивость и фрактальные бассейны [79],
двухпериодические хаотические аттракторы [78], вызванная кризисом переме­
жаемость [80], двумерные торы [82] и т.д. В качестве основного инструмента
для анализа этих режимов и их трансформаций используется современная тео­
рия бифуркаций [83—85]. Различные феномены, наблюдаемые в многомерных
непрерывных моделях, наблюдаются также в дискретных моделях меньшей раз­
мерности, что позволяет избавиться от сложности моделирования непрерывных
систем.

Среди систем взаимодействующих популяций особенно выделяется систе­
ма связанных популяций, которую в популяционной экологии принято называть
метапопуляцией [13; 86—88]. Метапопуляция состоит из группы пространствен­
но разделенных популяций одного и того же вида, которые взаимодействуют на
определенном уровне. Современные исследования метапопуляций учитывают
пространственную неоднородность ареалов обитания [89]. Исследования метапо­
пуляций на основе как непрерывных, так и дискретных моделей представлены
в работах [24; 90—104].
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Помимо моделей связанных популяционных систем следует упомянуть
модели связанных механических, электронных и нейронных систем. Большое
количество работ посвящено таким явлениям, как синхронизация [105; 106] и
самоорганизация [107; 108]. В последнее время активно исследуются динамиче­
ские режимы химер в связанных системах (см., например, [109—111]).

Присутствие случайных возмущений является неизбежным атрибутом
функционирования любой живой системы, в частности популяционной. Слу­
чайные колебания среды могут кардинально изменить динамическое поведение
системы, порождая режимы, не имеющие аналогов в исходной детерминиро­
ванной модели (см., например, [2; 112]). Шум в нелинейных системах играет
конструктивную роль [113; 114]. Активно исследуются такие нелинейные сто­
хастические феномены, как индуцированные шумом переходы [113; 115—119],
стохастические бифуркации [120—125], стохастический и когерентный резо­
нанс [126—134], вызванный шумом порядок и хаос [135—139], вызванная шумом
синхронизация [105; 106], возбудимость [140—142], перемежаемость [143—145],
мультимодальность [146; 147], индуцированные шумом кризисы [148; 149]. В
частности для моделей связанных систем активно изучаются индуцированные
шумом изменения режимов динамики (см., например [150—155]). В последнее
время, наряду с гауссовскими, активно изучаются динамические модели с бо­
лее сложными случайными возмущениями, задаваемыми, например, шумами
Леви [156—159].

Исследование детерминированной динамики метапопуляций привлекает
внимание многих ученых, как в области экологии, так и математики [160—162].
Особый интерес представляют исследования эффектов взаимных миграций в
метапопуляциях [97; 163—165]. В то время как детерминированные модели ди­
намики популяций дают много информации о плотности популяции (и влиянии
параметров модели на этот параметр), добавление внешнего шума обеспечива­
ет дополнительный реализм и, следовательно, дополнительную информацию,
представляющую интерес для исследователей популяционных моделей (см.,
например, [166; 205; 167—170]). Основная часть настоящей работы также по­
священа исследованию стохастических феноменов в метапопуляционной модели
таких, как временная стабилизация неустойчивого равновесия, разрушение про­
тивофазной и синфазной синхронизации, переключение между синфазным и
противофазным режимом, переходы от порядка к хаосу и наоборот.
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Прямое численное моделирование остается основным инструментом изуче­
ния подобных нелинейных стохастических явлений. В рамках этого чрезвычай­
но затратного метода трудно получить подробные параметрические описания
различных стохастических режимов исследуемых моделей. Для проведения
детального параметрического анализа вероятностных механизмов этих новых
стохастических явлений требуется развитие аналитических подходов. Строгое
математическое описание динамики вероятностных распределений в дискрет­
ных динамических системах с гауссовскими шумами дают функциональные
уравнения с операторами Перрона—Фробениуса [171; 172]. Однако аналитиче­
ское решение таких уравнений даже в одномерном случае возможно только
для специально отобранных примеров. В работах [173; 174] для аппроксимации
распределения случайных состояний вокруг детерминированных аттракторов
дискретных систем (равновесий и циклов) был предложен конструктивный под­
ход, основанный на анализе стохастической чувствительности. В дальнейшем
этот подход был распространен на системы с более сложными квазипериоди­
ческими [175; 176] и хаотическими [177—179] аттракторами. На основе метода
функции стохастической чувствительности и метода доверительных областей
был решен широкий круг исследовательских задач: индуцированные шумом
переходы между аттракторами и их частями, стохастическая возбудимость,
обратные стохастические бифуркации, индуцированные шумом переходы по­
рядок-хаос и т.д. [154; 180—182; 206; 183; 184]. С помощью этого аппарата были
изучены вероятностные механизмы спайкинга и бёрстинга в нейронных моде­
лях [185—188], явление индуцированного шумом вымирания в популяционных
моделях [182; 189—191], стохастическая динамика бизнес циклов [192; 193] и
связанных систем [89; 194].

Использование метода функции стохастической чувствительности удалось
распространить и на модели, задаваемые кусочно-гладкими отображениями.
Природа кусочно-гладких отображений приводит динамику описываемой мо­
дели к новым бифуркациям, не наблюдаемым в гладких системах, например,
удвоение куcочности хаотического аттрактора и бифуркация столкновения с
границей. Теория кусочно-гладких отображений в настоящее время широко раз­
вивается и, например, в работах [195—198] дается описание этих бифуркаций, а
также инструментария, который представляется полезным в описании данных
явлений. В работах [4; 40; 199] описываются примеры моделей популяций та­
кого типа.
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Целью данной диссертационной работы является математическое мо­
делирование и анализ стохастических феноменов в моделях популяционной
динамики с дискретным временем. Проведенные автором диссертации иссле­
дования были во многом мотивированы актуальными задачами, связанными с
анализом новых феноменов в дискретных популяционных моделях со случай­
ными возмущениями.

Для достижения цели были поставлены и решены следующие задачи:
1. Разработать конструктивные методы стохастического анализа, позво­

ляющие проводить параметрическое исследование сложных динамиче­
ских режимов, наблюдаемых в дискретных популяционных моделях с
различными биологическими факторами.

2. Провести исследование аттракторов, бифуркационных сценариев и
динамических режимов детерминированных моделей популяционной
динамики: модели хищник-жертва, модели двух связанных популяций
с миграцией и одномерной модели, задаваемой кусочно-гладким отоб­
ражением.

3. Исследовать индуцированные шумом феномены в дискретных моделях
популяционной динамики (двумерная модель хищник-жертва, модель
двух связанных популяций с миграцией и одномерная модель, зада­
ваемая кусочно-гладким отображением) с применением как прямого
численного моделирования, так и теоретического подхода, основанного
на методе функции стохастической чувствительности и доверительных
областей, а также учитывающего расположение аттракторов и их бас­
сейнов, имеющих фрактальную форму.

4. Разработать численные методы для исследования стохастических мо­
делей популяционной динамики с дискретным временем и реализовать
их в новых программных комплексах.

Методология и методы диссертационного исследования. В ос­
нове исследования лежат понятия и методы общей теории бифуркаций и
критических линий, прямое численное моделирование детерминированных и
стохастических систем, обработка результатов численного моделирования. Для
анализа стохастических феноменов используется аппарат функции стохастиче­
ской чувствительности и метод доверительных областей.
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Положения, выносимые на защиту:
1. Разработаны новые методы математического моделирования, позво­

ляющие конструктивно исследовать широкий круг стохастических
феноменов возможных популяционных моделей с дискретным време­
нем.

2. Проведено комплексное исследование влияния случайного воздействия
и миграции на аттракторы модели двух связанных популяционных
подсистем, включающее описание этих аттракторов, бифуркационный
анализ. С помощью техники функции стохастической чувствитель­
ности и доверительных областей разработаны методы для изучения
изменения поведения метапопуляции. Выявлена роль фрактальных ре­
шетчатых бассейнов в обнаружении таких индуцированных шумом
феноменов, как разрушение противофазной и синфазной синхрониза­
ции, временная стабилизации неустойчивого равновесия, переключение
между синфазным и противофазным режимом, переходы от порядка к
хаосу и наоборот.

3. Разработан метод аппроксимации разброса случайных состояний во­
круг хаотических аттракторов с использованием аппарата функции
стохастической чувствительности и теории критических линий. Эффек­
тивность данного метода продемонстрирована в двух стохастических
дискретных моделях популяционной динамики: двумерной модели
хищник-жертва и одномерной модели, описываемой кусочно-гладким
отображением.

4. Разработаны численные методы, реализованные в новых комплексах
программ, которые позволяют проводить вычислительные эксперимен­
ты для исследования стохастических моделей популяционной динамики
с дискретным временем, учитывающих различные биологические фак­
торы.

Научная новизна диссертации заключается в следующем:
1. В проведенных комплексных исследованиях моделей связанных попу­

ляций при изменении коэффициента связи впервые применен метод
функции стохастической чувствительности и доверительных областей
для выявления индуцированных шумом переходов и установлена их
связь с бифуркациями и особенностями фазовых портретов в детерми­
нированных моделей. В этих исследованиях показана эффективность
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метода функции стохастической чувствительности и доверительных об­
ластей.

2. Для модели двух связанных популяций, каждая из которых задается
дискретным отображением Рикера, выявлены механизмы индуцирован­
ных шумом переходов, связанных с дихотомией бассейнов притяжения,
отражающих короткие и длинные переходные процессы решений и
фрактальную структуру этих бассейнов, таких, как временная ста­
билизация неустойчивого равновесия, разрушение противофазной и
синфазной синхронизации, переключение между синфазным и проти­
вофазным режимом, переходы от порядка к хаосу и наоборот.

3. Для аппроксимации разброса случайных состояний вокруг квазипери­
одического (замкнутой инвариантной кривой) и хаотического аттрак­
торов применен метод функции стохастической чувствительности и
доверительных областей.

4. Впервые метод функции стохастической чувствительности и техника
доверительных областей использованы для описания разброса случай­
ных состояний вокруг хаотических аттракторов стохастической модели
популяционной динамики, которая описывается кусочно-гладким отоб­
ражением.

5. Разработаны численные методы и алгоритмы, реализованные в но­
вых программных комплексах, позволяющие проводить исследования
в области математического моделирования и анализа стохастической
динамики дискретных популяционных моделей.

Теоретическая и практическая значимость. Теоретическая зна­
чимость состоит в описании сложных стохастических феноменов в трех
дискретных моделях популяционной динамики: 1) двумерная модель хищник-
жертва; 2) модель двух связанных популяций с миграцией; 3) одномерная мо­
дель, задаваемая кусочно-гладким отображением; а также в разработке методов
анализа этих феноменов с помощью аппарата функции стохастической чув­
ствительности. Также теоретическая значимость работы состоит в следующем:
найдены критерии вымирания популяции хищников в рассматриваемом вари­
анте модели хищник-жертва, описаны границы хаотического аттрактора; для
модели связанных популяций получены параметрические условия устойчиво­
сти равновесия, описаны параметрические зоны моно- и мультистабильности
режимов, выявлены условия для возникновения индуцированных шумом вре­
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менной стабилизации неустойчивого равновесия, разрушения синфазной и
противофазной синхронизаций, переходов от порядка к хаосу и наоборот; для
одномерной кусочно-гладкой модели определены зоны устойчивых равновесий
и хаотических аттракторов, найдены параметрические границы хаотического
аттрактора и критерии вымирания популяции в случае аддитивного и пара­
метрического шума. Практическая значимость состоит в разработке методов
и алгоритмов анализа моделей популяционных систем, позволяющих решать
актуальные практические задачи выявления причин экологических сдвигов и
катастрофических изменений в популяционных системах. Практическую цен­
ность также представляют разработанные численные методы, реализованные в
комплексах программ, которые позволяют проводить исследования в области
математического моделирования и анализа стохастической динамики дискрет­
ных популяционных моделей.

Достоверность полученных результатов. Достоверность результатов
диссертационной работы обеспечивается строгостью используемого матема­
тического аппарата, согласованностью результатов, полученных с помощью
разработанных теоретических методов, с данными компьютерного моделиро­
вания. Достоверность и корректность результатов численного моделирования
подтверждается успешным тестированием разработанных программных ком­
плексов на модельных примерах и результатами численных экспериментов.
Результаты находятся в соответствии с результатами, полученными другими
авторами.

Личный вклад автора. Основные результаты работы, а именно деталь­
ное исследование влияния случайного воздействия и миграции на аттракторы
модели двух связанных популяционных подсистем, включающее описание этих
аттракторов, бифуркационный анализ, изучение изменения поведения метапо­
пуляции численно и аналитически с помощью метода функции стохастической
чувствительности и доверительных областей в обнаружении индуцирован­
ных шумом феноменов, а также применение этих методов для двух других
стохастических дискретных моделей популяционной динамики и программ­
ные комплексы, получены автором лично. Разработка и отладка алгоритмов,
возникающих в ходе компьютерного моделирования, принадлежат автору лич­
но. Формулирование цели, постановка задач диссертационной работы, выбор
общих методик исследований выполнены совместно с научным руководите­
лем. В совместных публикациях соавторам принадлежат выбор моделей и
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идеи возможных подходов исследования, а автору диссертации принадлежит
проведение численных экспериментов и анализа, подготовка результатов к пуб­
ликации.

Апробация результатов. Основные положения и результаты дис­
сертации докладывались автором и обсуждались на 13 международных и
всероссийских конференциях: 50-й, 51-й, 52-й, 53-й, 54-й, 55-й Всероссийской
(международной) молодежной школе-конференции «Современные проблемы
математики и ее приложений» (2019-2024); Международной конференции
«Динамические системы: устойчивость, управление, дифференциальные иг­
ры» (SCDG2024), посвященной 100-летию со дня рождения академика Н.
Н. Красовского (9-13 сентября 2024); VII, VIII, IX, X Международной мо­
лодежной научной конференция «Физика. Технологии. Инновации.» (2020-
2023); XXVIII Международной конференции «Математика. Компьютер. Об­
разование» (2021); Специальной сессии «Математическое моделирование
динамических процессов» сателлитной конференции «Теория оптимального
управления и приложения» (OCTA 2022) Международного конгресса матема­
тиков (МКМ 2022) 28 и 30 июня 2022 года (гибридный формат) (2022).

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 7 работах, опубликованных в рецензируемых научных журналах и входящих в
международные базы цитирования Web of Science и Scopus. Зарегистрированы
4 программы для ЭВМ.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, 5 глав,
заключения и 4 приложений. Полный объём диссертации составляет 143 стра­
ницы, включая 76 рисунков. Список литературы содержит 207 наименований.
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Глава 1. Метод функции стохастической чувствительности и
аппарат доверительных областей

В данной главе представлены теоретические основы вероятностного ана­
лиза стохастических систем, объясняются методы функций стохастической
чувствительности и доверительных областей, которые широко используются
для аппроксимации вероятностного распределения случайных состояний во­
круг детерминированных аттракторов. В основе этого метода лежат идеи,
предложенные в работах Ряшко Л. Б. и Башкирцевой И. А. [173—179] Также
излагается алгоритм нахождения границ хаотического аттрактора с помощью
теории критических линий, который позволяет построить доверительные обла­
сти для хаотического аттрактора.

1.1 Стохастическая чувствительность регулярных и хаотических
аттракторов

Рассмотрим нелинейную стохастическую систему с дискретным временем

𝑥𝑡+1 = 𝑓(𝑥𝑡,η𝑡), η𝑡 = εξ𝑡, (1.1)

где 𝑥— это 𝑛-мерный вектор, 𝑓(𝑥,η)— гладкая 𝑛-мерная вектор-функция, ξ𝑡 —
𝑚-мерный некоррелированный случайный процесс с параметрами 𝐸ξ𝑡 =

0, 𝐸ξ𝑡ξ
𝑇
𝑡 = 𝑉 и ε— скалярный параметр интенсивности шума.

Пусть 𝑥𝑡 — это решение детерминированной системы

𝑥𝑡+1 = 𝑓(𝑥𝑡, 0) (1.2)

с начальным условием 𝑥0. Обозначим через 𝑥ε𝑡 решение системы (1.1) с на­
чальными условиями 𝑥ε0 = 𝑥 + εν0, где ν— это 𝑛-мерный случайный вектор
с параметрами 𝐸ν = 0, 𝐸νν𝑇 = 𝑈 . Вектор ν некоррелирован с ξ𝑡.

При исследовании разброса случайных решений 𝑥ε𝑡 системы (1.1) вокруг
детерминированного решения 𝑥𝑡 будем использовать асимптотику:

𝑧𝑡 = lim
ε→0

𝑥ε𝑡 − 𝑥𝑡
ε

.
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Рассмотрим следующую систему линейного расширения:

𝑥𝑡+1= 𝑓(𝑥𝑡, 0),

𝑧𝑡+1 =𝐹 (𝑥𝑡)𝑧𝑡 + 𝑆(𝑥𝑡)ξ𝑡.
(1.3)

Здесь,

𝐹 (𝑥) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 0), 𝑆(𝑥) =

𝜕𝑓

𝜕η
(𝑥, 0).

Матрицы вторых моментов 𝑀𝑡 = 𝐸𝑧𝑡𝑧
𝑇
𝑡 размерностью 𝑛 × 𝑛 удовлетво­

ряют детерминированной системе

𝑥𝑡+1 = 𝑓(𝑥𝑡, 0),

𝑀𝑡+1=𝐹 (𝑥𝑡)𝑀𝑡𝐹
𝑇 (𝑥𝑡) + 𝑆(𝑥𝑡)𝑉 𝑆𝑇 (𝑥𝑡).

(1.4)

Для зафиксированного детерминированного решения 𝑥𝑡 вторые моменты 𝑀𝑡

однозначно определяются уравнениями

𝑀𝑡+1 = 𝐹 (𝑥𝑡)𝑀𝑡𝐹
𝑇 (𝑥𝑡) + 𝑆(𝑥𝑡)𝑉 𝑆𝑇 (𝑥𝑡), 𝑀0 = 𝑈. (1.5)

Последовательность матриц 𝑀𝑡 определяет стохастическую чувствительность
детерминированной последовательности 𝑥𝑡 и дает при малой интенсивности шу­
ма следующее приближение:

𝐸(𝑥ε𝑡 − 𝑥𝑡)(𝑥
ε
𝑡 − 𝑥𝑡)

𝑇 ≈ ε2𝑀𝑡.

1.1.1 Стохастическая чувствительность равновесия

Пусть 𝑥— экспоненциально устойчивое равновесие системы (1.2). Вслед­
ствие устойчивости 𝑥 справедливо ρ(𝐹 (𝑥)) < 1, где ρ(𝐹 )— спектральный
радиус матрицы 𝐹 .

Для решения 𝑥𝑡 ≡ 𝑥 систему (1.5) можно переписать в виде

𝑀𝑡+1 = 𝐹 (𝑥)𝑀𝑡𝐹
𝑇 (𝑥) + 𝑆(𝑥)𝑉 𝑆𝑇 (𝑥), 𝑀0 = 𝑈. (1.6)

Поскольку ρ(𝐹 (𝑥)) < 1, система (1.6) имеет единственное устойчивое стацио­
нарное решение 𝑀𝑡 ≡ 𝑀 , где матрица 𝑀 описывается следующим матричным
уравнением

𝑀 = 𝐹 (𝑥)𝑀𝐹 𝑇 (𝑥) +𝑄, 𝑄 = 𝑆(𝑥)𝑉 𝑆𝑇 (𝑥). (1.7)

Матрица 𝑀 характеризует стохастическую чувствительность устойчивого рав­
новесия 𝑥.
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1.1.2 Стохастическая чувствительность 𝑘-циклов

Пусть детерминированная система (1.2) имеет экспоненциально устой­
чивый 𝑘-цикл Γ с элементами 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘. Элементы этого цикла связаны
следующими равенствами:

𝑓(𝑥𝑖, 0) = 𝑥𝑖+1(𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1), 𝑓(𝑥𝑘, 0) = 𝑥1.

Необходимое и достаточное условие экспоненциальной устойчивости цикла Γ:

ρ(𝐹𝑘 · . . . · 𝐹2𝐹1) < 1, 𝐹𝑡 = 𝐹 (𝑥𝑡). (1.8)

Тогда для цикла Γ уравнение (1.5) может быть записано следующим образом:

𝑀𝑡+1 = 𝐹𝑡𝑀𝑡𝐹
𝑇
𝑡 +𝑄𝑡, 𝑄𝑡 = 𝑆(𝑥𝑡)𝑉 𝑆𝑇 (𝑥𝑡), (1.9)

где матрицы 𝐹𝑡 и 𝑄𝑡 являются 𝑘-периодическими.
В силу условия (1.8) это уравнение имеет единственное 𝑘-периодическое

решение 𝑊𝑡, удовлетворяющее следующим равенствам:

𝑊𝑡+1 = 𝐹𝑡𝑊𝑡𝐹
𝑇
𝑡 +𝑄𝑡, 𝑊𝑘+1 = 𝑊1. (1.10)

Матрицы 𝑊𝑡 определяют стохастическую чувствительность элементов 𝑥𝑡 цикла
Γ. Для вычисления матриц стохастической чувствительности 𝑊1,𝑊2, . . . ,𝑊𝑘,
можно использовать следующий алгоритм.

Матрица 𝑊1 — это решение матричного уравнения:

𝑊1 = 𝐹1𝑊1𝐹
𝑇
1 +𝑄, (1.11)

где

𝐹 = 𝐹𝑘 · . . . · 𝐹2𝐹1, 𝑄 = 𝑄𝑘 + 𝐹𝑘𝑄𝑘−1𝐹
𝑇
𝑘 + . . .+ 𝐹𝑘 · . . . · 𝐹2𝑄1𝐹

𝑇
2 · . . . · 𝐹 𝑇

𝑘 .

Остальные матрицы стохастической чувствительности 𝑊2, . . . ,𝑊𝑘 находятся
рекуррентно по формуле (1.10).
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1.1.3 Стохастическая чувствительность замкнутой инвариантной
кривой

В нелинейных дискретных системах размерности два и выше регулярные
колебательные аттракторы могут быть более сложными. Здесь классическим
примером является замкнутая инвариантная кривая, возникающая в результате
бифуркации Неймарка-Сакера.

Пусть детерминированная система (1.2) имеет экспоненциально устойчи­
вую замкнутую инвариантную кривую Γ. Такая кривая может быть образована
решениями системы (1.2) разными способами. Рассмотрим случаи, когда кривая
Γ состоит из равновесий, дискретных предельных циклов или квазипериодиче­
ских решений.

Изучим асимптотику

𝑧𝑡 = lim
ε→0

𝑥ε𝑡 − 𝑥ε𝑡
ε

,

где 𝑥ε𝑡 — это решение стохастической системы (1.1), а 𝑥ε𝑡 — точка кривой Γ, бли­
жайшая к 𝑥ε𝑡 .

Рассмотрим соответствующую систему стохастического линейного расши­
рения:

𝑥𝑡+1= 𝑓(𝑥𝑡, 0), 𝑥 ∈ Γ,

𝑧𝑡+1 =𝑃 (𝑥𝑡+1) [𝐹 (𝑥𝑡)𝑧𝑡 + 𝑆(𝑥𝑡)ξ𝑡] , 𝑧 ∈ R𝑛.
(1.12)

Здесь,

𝐹 (𝑥) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 0), 𝑆(𝑥) =

𝜕𝑓

𝜕η
(𝑥, 0),

𝑃 (𝑥)— это матрица проекции на гиперплоскость Π(𝑥), ортогональную кривой
Γ в точке 𝑥.

Для вторых моментов 𝑀𝑡 = 𝐸𝑧𝑡𝑧
𝑇
𝑡 можно записать следующую систему:

𝑥𝑡+1= 𝑓(𝑥𝑡, 0),𝑀𝑡+1 =𝑃 (𝑥𝑡+1)
[︀
𝐹 (𝑥𝑡)𝑀𝑡𝐹

𝑇 (𝑥𝑡) + 𝑆(𝑥𝑡)𝑉 𝑆𝑇 (𝑥𝑡)
]︀
𝑃 (𝑥𝑡+1).

(1.13)
Рассмотрим случай, когда кривая Γ представляет собой семейство 𝑘-циклов.
Пусть 𝑥— произвольная точка кривой Γ и {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘}— это 𝑘-цикл γ, начи­
нающийся из точки 𝑥 : 𝑥𝑡+1 = 𝑓(𝑥𝑡, 0), 𝑥1 = 𝑥. Из (1.13) для цикла γ следует, что

𝑀𝑡+1 = 𝑃𝑡+1

[︀
𝐹𝑡𝑀𝑡𝐹

𝑇
𝑡 +𝑄𝑡

]︀
𝑃𝑡+1, (1.14)
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где
𝑃𝑡 = 𝑃 (𝑥𝑡), 𝐹𝑡 = 𝐹 (𝑥𝑡), 𝑄𝑡 = 𝑆(𝑥𝑡)𝑉 𝑆𝑇 (𝑥𝑡)

это 𝑘-периодические матрицы. Вследствие экспоненциальной устойчивости Γ

система (1.14) имеет единственное 𝑘-периодическое решение 𝑊𝑡:

𝑊𝑡+1 = 𝑃𝑡+1

[︀
𝐹𝑡𝑊𝑡𝐹

𝑇
𝑡 +𝑄𝑡

]︀
𝑃𝑡+1, 𝑊𝑘+1 = 𝑊1. (1.15)

Набор матриц {𝑊1, . . . ,𝑊𝑘} определяет стохастическую чувствительность за­
мкнутой инвариантной кривой Γ в точках {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘} ⊂ χ. Следует
обратить внимание, что первую матрицу 𝑊1 можно найти из следующего урав­
нения

𝑊1 = 𝐹𝑊1𝐹
𝑇 +𝐻,

где

𝐹 = 𝑃1𝐹𝑘𝑃𝑘𝐹𝑘−1 · . . . · 𝑃2𝐹1, 𝐻 = 𝐻(𝑘),

𝐻(0) = 0, 𝐻(𝑗) = 𝑃𝑗+1

[︁
𝐹𝑗𝐻

(𝑗−1)𝐹 𝑇
𝑗 +𝑄𝑗

]︁
𝑃𝑗+1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘.

Остальные матрицы 𝑊2, . . . ,𝑊𝑘 находятся рекуррентно из формулы (1.15).
Благодаря наличию в формуле (1.15) матриц проекций, матрицы 𝑊𝑡 яв­

ляются сингулярными (det𝑊𝑡 = 0). Итак, в двумерном случае мы можем
использовать следующее представление: 𝑊𝑡 = 𝑚𝑡𝑝𝑡𝑝

𝑇
𝑡 . Здесь 𝑚𝑡 = 𝑝𝑇𝑡 𝑊𝑡𝑝𝑡

и 𝑝𝑡 — это вектор, ортонормированный к Γ в точке 𝑥𝑡. Таким образом, функ­
ция стохастической чувствительности 𝑚(𝑥) кривой Γ в точке 𝑥 имеет значение
𝑚(𝑥) = 𝑚1.

В случае, когда замкнутая кривая Γ образована семейством квазипе­
риодических решений детерминированной системы (1.2), мы можем аппрок­
симировать Γ подходящей периодической последовательностью (𝑘-циклом) и
воспользоваться изложенной выше теорией. Следует обратить внимание, что
чем выше порядок этого приближения, тем больший период 𝑘 используемых
циклов.

Нелинейные системы могут иметь аттракторы, образованные 𝑚 отдельны­
ми замкнутыми инвариантными кривыми (𝑚-торами). Для этого более общего
случая можно использовать 𝑚-кратную суперпозицию одношаговых отобра­
жений. Для этой суперпозиции аттрактор из 𝑚 частей распадается на 𝑚

сосуществующих однокусочных аттракторов. Это позволяет нам использовать
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представленную выше теорию стохастической чувствительности для однокусоч­
ных замкнутых инвариантных кривых. Рассмотрим такой метод для случая
2-тора.

Динамическая система, полученная с помощью двойного стохастического
отображения (1.1), записывается как:

𝑥𝑡+2 = 𝑓(𝑓(𝑥𝑡,η𝑡),η𝑡+1). (1.16)

В новых переменных 𝑦𝑡 = 𝑥2𝑡−1 и ν1,𝑡 = η2𝑡−1,ν2,𝑡 = η2𝑡 эту систему можно
переписать в виде

𝑦𝑡+1 = 𝑓(𝑓(𝑦𝑡,ν1,𝑡),ν2,𝑡). (1.17)

Рассмотрим функцию ψ(𝑦,ν) = φ(φ(𝑦,ν1),ν2) и 2𝑚-мерный случайный про­
цесс ν𝑡 = (ν1,𝑡,ν2,𝑡), затем перепишем систему (1.17) в виде

𝑦𝑡+1 = ψ(𝑦𝑡,ν𝑡). (1.18)

В результате анализ стохастической чувствительности двукусочной замкнутой
инвариантной кривой Γ = Γ1 ∪ Γ2 в исходной стохастической системе (1.1)
сводится к исследованию стохастической чувствительности отдельных сосу­
ществующих однокусочных инвариантных кривых Γ1 и Γ2 в стохастической
системе (1.18).

1.1.4 Стохастическая чувствительность хаотического аттрактора

Рассмотрим теперь использование общего метода стохастической чувстви­
тельности в случае хаотических аттракторов. Здесь ограничимся одномерными
системами с однокусочным хаотическим аттрактором.

Пусть детерминированная система (1.2) имеет хаотический аттрактор
Γ = (𝑎, 𝑏). Предполагается, что функция 𝑓(𝑥, 0) имеет единственный макси­
мум в точке 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏):

max 𝑓(𝑥, 0) = 𝑓(𝑐, 0),
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑐, 0) = 0.

Границы 𝑎 и 𝑏 хаотического аттрактора Γ связаны с точкой 𝑐 следующим об­
разом: 𝑏 = 𝑓(𝑐, 0), 𝑎 = 𝑓(𝑏, 0) = 𝑓(𝑓(𝑐, 0), 0).
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Стохастическая чувствительность хаотического аттрактора Γ в гранич­
ных точках 𝑎 и 𝑏 определяется [177] стохастической чувствительностью соответ­
ствующих точек решения системы (1.2), проходящих через эти границы. Итак,
рассмотрим решение 𝑥𝑡 системы (1.2) с начальным состоянием 𝑥1 = 𝑐. Пер­
вые итерации дают нам 𝑥2 = 𝑓(𝑥1, 0) = 𝑏, 𝑥3 = 𝑓(𝑥2, 0) = 𝑎. Стохастическая
чувствительность правой границы 𝑥 = 𝑏 аттрактора Γ равна стохастической
чувствительности 𝑀2 состояния 𝑥2 решения 𝑥𝑡: 𝑀(𝑏) = 𝑀2. Аналогично, сто­
хастическая чувствительность 𝑀(𝑎) левой границы 𝑎 равна стохастической
чувствительности 𝑥3: 𝑀(𝑎) = 𝑀3. Из общей системы (1.4) следует, что

𝑀2 = 𝑞1𝑀1 + 𝑠1, 𝑀3 = 𝑞2𝑀2 + 𝑠2, (1.19)

где

𝑞1 =

[︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑐, 0)

]︂2
, 𝑠1 = 𝑠(𝑐), 𝑞2 =

[︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑏, 0)

]︂2
, 𝑠2 = 𝑠(𝑏),

где в свою очередь

𝑠(𝑥) =
𝜕𝑓

𝜕ν
(𝑥, 0)𝑉

[︂
𝜕𝑓

𝜕ν
(𝑥, 0)

]︂𝑇
.

Из 𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑐, 0) = 0 следует, что

𝑀(𝑎) =

[︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑓(𝑐, 0), 0)

]︂2
𝑠(𝑐) + 𝑠(𝑓(𝑐, 0)), 𝑀(𝑏) = 𝑠(𝑐). (1.20)

Метод функции стохастической чувствительности, представленный здесь для
однокусочных хаотических аттракторов, может быть распространен на много­
кусочные хаотические аттракторы.

1.2 Доверительные области

Значения стохастической чувствительности можно эффективно использо­
вать для аппроксимации дисперсии случайных состояний вокруг детерминиро­
ванных аттракторов в виде доверительных областей.
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1.2.1 Доверительный эллипсоид вокруг равновесия

Пусть 𝑀 — матрица стохастической чувствительности устойчивого равно­
весия 𝑥 в системе (1.1). Используя эту матрицу, можно записать приближение
плотности вероятности в форме нормального распределения

ρ(𝑥) =
1√︀

(2πε2)𝑛 det(𝑀)
exp

{︂
− 1

2ε2
(𝑥− 𝑥)𝑇𝑀−1(𝑥− 𝑥)

}︂
.

Для геометрического описания пространственных особенностей разброса слу­
чайных состояний вокруг равновесия 𝑥 можно использовать доверительные
области в виде эллипсоидов.

В общем случае доверительный 𝑛-мерный эллипсоид записывается сле­
дующим образом (︀

𝑥− 𝑥,𝑀−1(𝑥− 𝑥)
)︀
= ε2𝐾(𝑃 ), (1.21)

где 𝑃 — доверительная вероятность. Функция 𝐾(𝑃 ) обратная к функции

𝑃 (𝐾) =
Φ𝑛(𝐾)

Φ𝑛(∞)
, Φ𝑛(𝐾) =

∫︁ √
𝐾

0

𝑒−
𝑡2

2 𝑡𝑛−1𝑑𝑡.

Для 𝑛 = 1 получим

𝑃 (𝐾) =

√︂
2

π

∫︁ √
𝐾

0

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡 = erf

(︃√︂
𝐾

2

)︃
, erf(𝑥) =

2√
π

∫︁ 𝑥

0

𝑒−𝑡2t.,

тогда доверительный интервал вычисляется как

(𝑥− 𝑟, 𝑥+ 𝑟), 𝑟 = ε
√
2𝑀erf−1(𝑃 ). (1.22)

Для двумерного случая имеем

𝑃 (𝐾) = 1− 𝑒−
𝐾
2 , 𝐾(𝑃 ) = −2 ln(1− 𝑃 ),

тогда доверительный эллипс определяется уравнением

𝑧21
µ1

+
𝑧22
µ2

= ε2𝐾(𝑃 ), (1.23)

где 𝑧1 = (𝑥 − 𝑥, 𝑢1), 𝑧2 = (𝑥 − 𝑥, 𝑢2)— координаты эллипса в базисе нор­
мированных собственных векторов 𝑢1, 𝑢2 матрицы 𝑀 , параметры µ1,µ2 —
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соответствующие собственные значения, а ε— интенсивность шума. Таким об­
разом, собственные значения и собственные векторы матрицы стохастической
чувствительности 𝑀 существенно влияют на пространственную конфигурацию
и размер доверительного эллипса.

Для трехмерного случая имеем

𝑃 (𝐾) =

√︂
2

π

[︃∫︁ √
𝐾

0

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡−
√
𝐾𝑒−

𝐾
2

]︃
= erf

(︃√︂
𝐾

2

)︃
−
√︂

2𝐾

π
𝑒−

𝐾
2 .

Трехмерный доверительный эллипсоид определяется уравнением

𝑧21
µ1

+
𝑧22
µ2

+
𝑧23
µ3

= ε2𝐾(𝑃 ), (1.24)

где µ1,µ2,µ3 — собственные значения, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 — нормированные собственные
векторы матрицы стохастической чувствительности 𝑀 и 𝑧1 = (𝑥 − 𝑥, 𝑢1), 𝑧2 =

(𝑥 − 𝑥, 𝑢2), 𝑧3 = (𝑥 − 𝑥, 𝑢3).

1.2.2 Доверительные области для 𝑘-циклов

Пусть 𝑀1, . . . ,𝑀𝑘 — матрицы стохастической чувствительности состояний
𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 𝑘-цикла Γ системы (1.1). Используя эти матрицы, можно записать
аппроксимацию плотности вероятности случайного распределения вблизи Γ

ρ(𝑥) =
1

𝑘

𝑘∑︁
𝑡=1

1√︀
(2πε2)𝑛 det(𝑀𝑡)

exp

{︂
− 1

2ε2
(𝑥− 𝑥𝑡)

𝑇𝑀−1
𝑡 (𝑥− 𝑥𝑡)

}︂
.

В зависимости от размерности системы доверительные области для 𝑘-циклов
имеют следующий вид.

При 𝑛 = 1 доверительная область представляет собой набор из 𝑘 довери­
тельных интервалов вокруг состояний 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 𝑘-цикла Γ.

При 𝑛 = 2 эти области представляют собой доверительные эллипсы, за­
даваемые уравнениями:

𝑧21
µ1,𝑡

+
𝑧22
µ2,𝑡

= −2ε2 ln(1− 𝑃 ), (𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑘). (1.25)

Здесь 𝑧1 = (𝑥 − 𝑥𝑡, 𝑢1,𝑡), 𝑧2 = (𝑥 − 𝑥𝑡, 𝑢2,𝑡)— координаты эллипса в базисе
нормированных собственных векторов 𝑢1,𝑡, 𝑢2,𝑡 матрицы 𝑀𝑡, а µ1,𝑡,µ2,𝑡— соот­
ветствующие собственные значения.
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При 𝑛 = 3 эти области формируются доверительными эллипсоидами.

1.2.3 Доверительные области для замкнутой инвариантной кривой

Здесь ограничимся двумерным случаем. Пусть Γ— замкнутая инвари­
антная кривая системы (1.2) при 𝑛 = 2, а 𝑚(𝑥)— функция стохастической
чувствительности, определенная в точках Γ. Используя 𝑚(𝑥), можно найти
доверительный интервал на линии, которая ортогональна замкнутой инвари­
антной кривой Γ в точке 𝑥. Границы этого интервала можно записать в виде

𝑥1,2 = 𝑥± ε𝑞
√︀
2𝑚(𝑥)𝑝(𝑥). (1.26)

Здесь параметр 𝑞 = erf−1(𝑃 ), erf(𝑥) = 2√
π

∫︀ 𝑥

0 𝑒−𝑡2𝑑𝑡, а 𝑃 — доверительная ве­
роятность. При изменении 𝑥 вдоль Γ семейство этих интервалов образует
соответствующую доверительную полосу вокруг Γ.

1.2.4 Доверительные области для хаотического аттрактора

В этом подразделе на примере двумерного случая показан алгоритм по­
строения доверительных областей для хаотического аттрактора с помощью
границы хаотического аттрактора, построенной по теории критических ли­
ний [200; 201].

Пусть дана детерминированная система, которая записана в общем виде:⎧⎨⎩𝑥𝑡+1 = 𝑓(𝑥𝑡, 𝑦𝑡),

𝑦𝑡+1 = 𝑔(𝑥𝑡, 𝑦𝑡),
(1.27)

Пусть 𝐴— хаотический аттрактор системы (1.27), 𝑙 — линия такая, что 𝑙 =

{(𝑥, 𝑦)| det𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0}, где

𝐹 (𝑥,𝑦) =

(︃
𝑓 ′
𝑥(𝑥, 𝑦) 𝑓 ′

𝑦(𝑥, 𝑦)

𝑔′𝑥(𝑥, 𝑦) 𝑔′𝑦(𝑥, 𝑦)

)︃
.
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Пусть 𝐿𝐶−1 = 𝑙 ∩ 𝐴. Отображение (1.27) переводит 𝐿𝐶−1 в следующую
критическую линию

𝐿𝐶 = {(𝑥0, 𝑦0)|𝑥0 = 𝑓(𝑥−1, 𝑦−1), 𝑦0 = 𝑔(𝑥−1, 𝑦−1), (𝑥−1, 𝑦−1) ∈ 𝐿𝐶−1}.

Далее таким же образом строятся следующие критические линии

𝐿𝐶1 = {(𝑥1, 𝑦1)|𝑥1 = 𝑓(𝑥0, 𝑦0), 𝑦1 = 𝑔(𝑥0, 𝑦0), (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐿𝐶},
𝐿𝐶2 = {(𝑥2, 𝑦2)|𝑥2 = 𝑓(𝑥1, 𝑦1), 𝑦2 = 𝑔(𝑥1, 𝑦1), (𝑥1, 𝑦1) ∈ 𝐿𝐶1}, и так далее.

Особенность критических линий заключается в том, что, замыкаясь, они
образуют внутри абсорбирующую область — это область, в которой реализуется
динамика системы: какой бы ни была начальная точка, через конечный момент
времени состояние системы попадет в эту область и никогда ее не покинет.
Кроме того, граница всего хаотического аттрактора 𝐴 формируется данными
критическими кривыми. Другими словами, состояние (𝑥𝑡, 𝑦𝑡) детерминирован­
ного хаоса локализуется на границе 𝐿𝐶, если прообраз (𝑥𝑡−1,𝑦𝑡−1) принадлежит
𝐿𝐶−1. Тогда последующие состояния (𝑥𝑡+1,𝑦𝑡+1), (𝑥𝑡+2,𝑦𝑡+2), . . . принадлежат
𝐿𝐶1, 𝐿𝐶2, . . . соответственно.

Далее аналогично случаю замкнутой инвариантной кривой для границ
хаотического аттрактора 𝐴 находится значение функции стохастической чув­
ствительности. В каждой точке (𝑥0,𝑦0) ∈ 𝐿𝐶 значения функции стохастической
чувствительности определяются из общей системы (1.4) по формуле:

µ1(𝑥0, 𝑦0) = 𝑛⊤(𝑥0, 𝑦0)𝑄(𝑥−1, 𝑦−1)𝑛(𝑥0, 𝑦0),

где 𝑥0 = 𝑓(𝑥−1, 𝑦−1), 𝑦0 = 𝑔(𝑥−1, 𝑦−1), а 𝑛(𝑥0, 𝑦0)— ортонормированный вектор к
𝐿𝐶 в точке (𝑥0,𝑦0) и 𝑄(𝑥−1,𝑦−1)— матрица вносимого шума (единичная в случае
аддитивного шума), которая рассчитывается по формуле (1.7).

Следующие значения µ2,µ3, . . . функции стохастической чувствительно­
сти в точках (𝑥1, 𝑦1) ∈ 𝐿𝐶1, (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝐿𝐶2, . . . находятся рекуррентным
образом:

µ𝑡+1 = 𝑛𝑇
𝑡+1(𝐹𝑡𝑊𝑡𝐹

𝑇
𝑡 +𝑄𝑡)𝑛𝑡+1,

𝑊𝑡+1 = µ𝑡+1𝑛𝑡+1𝑛
𝑇
𝑡+1, 𝑡 = 1, 2, . . .

𝑊1 = µ1𝑛1𝑛
𝑇
1 является матрицей стохастической чувствительности в точке

(𝑥0,𝑦0) кривой 𝐿𝐶. Последующие матрицы 𝑊2,𝑊3, . . . характеризуют стохасти­
ческую чувствительность границ 𝐿𝐶1, 𝐿𝐶2, . . . в точках (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), . . .
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Стоит отметить, что последовательность 𝑛𝑡 ортонормированных векторов
строится с помощью соответствующих касательных векторов 𝑞𝑡, которые нахо­
дятся рекуррентно: 𝑞𝑡+1 = 𝐹𝑡𝑞𝑡. Здесь, 𝑞0 — это вектор, касательный к 𝐿𝐶−1

в точке (𝑥−1,𝑦−1).
Зная значения стохастической чувствительности µ𝑡(𝑥𝑡, 𝑦𝑡) границы 𝐿𝐶𝑡 ха­

отического аттрактора 𝐴, можно построить доверительные полосы. Эти полосы
состоят из доверительных интервалов, границы которых в точке (𝑥𝑡,𝑦𝑡) ∈ 𝐿𝐶𝑡

находятся в соответствии с правилом трех сигм по формуле:

𝑥 = 𝑥𝑡 ± 3ε
√︀
µ𝑡(𝑥𝑡, 𝑦𝑡)𝑛1(𝑥𝑡, 𝑦𝑡)

𝑦 = 𝑦𝑡 ± 3ε
√︀
µ𝑡(𝑥𝑡, 𝑦𝑡)𝑛2(𝑥𝑡, 𝑦𝑡)

(1.28)

где (𝑛1(𝑥𝑡,𝑦𝑡), 𝑛2(𝑥𝑡,𝑦𝑡))
⊤ — это ортонормированный вектор к 𝐿𝐶𝑡 в точке

(𝑥𝑡,𝑦𝑡).

Основные результаты главы

В данной главе были представлены теоретические основы вероятностного
анализа стохастических систем, описаны методы функций стохастической чув­
ствительности и доверительных областей [173—179]. Функция стохастической
чувствительности является характеристикой, которая позволяет аппроксими­
ровать вероятностное распределение случайных состояний вокруг детермини­
рованных аттракторов. Доверительные области, которые строятся с помощью
функции стохастической чувствительности, являются эффективной геометри­
ческой моделью этого распределения. Также был дан алгоритм нахождения
границ хаотического аттрактора с помощью теории критических линий, пред­
ложены формулы, по которым можно построить доверительные полосы для
границ хаотического аттрактора [206].
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Глава 2. Модель хищник-жертва

В данной главе проводится анализ возможных режимов, в первую оче­
редь, детерминированной модели хищник-жертва с дискретным временем в
зависимости от параметров системы. Ранее в работах [66; 67; 202] проводил­
ся параметрический анализ существования и устойчивости равновесий данной
модели с построением однопараметрических бифуркационных диаграмм и при­
меров фазовых портретов. В работе [202] помимо этого найдены условия для
возникновения флип бифуркации и Неймарка—Сакера, а также описывается
метод управления хаосом. В настоящей же работе демонстрируется бифур­
кационный сценарий на двупараметрической карте режимов и показывается
сложная структура бассейнов притяжения аттракторов. Наряду с детермини­
рованной системой в главе подробно изучается стохастическая, описывающая
влияние внешнего случайного воздействия. Ранее данная модель не изучалась
в стохастической интерпретации. Опираясь на технику функции стохастиче­
ской чувствительности [175; 179] (см. главу 1), исследуется анализ разброса
случайных состояний вокруг регулярных, периодических, квазипериодических
и хаотических аттракторов.

2.1 Аттракторы и бифуркации детерминированной модели

В этой главе рассматривается модель динамики популяции [202], заданная
следующим двумерным отображением:⎧⎨⎩𝑥𝑛+1 = α𝑥𝑛(1− 𝑥𝑛)− 𝑏𝑥𝑛𝑦𝑛,

𝑦𝑛+1 = −𝑐𝑦𝑛 + 𝑑𝑥𝑛𝑦𝑛,
(2.1)

где 𝑥𝑛 — плотность численности жертв, 𝑦𝑛 — плотность численности хищников
(исходя из биологического смысла 𝑥𝑛 ⩾ 0 и 𝑦𝑛 ⩾ 0), α, 𝑏, 𝑐 и 𝑑— положительные
бифуркационные параметры модели. Последующее исследование модели (2.1)
проводится при фиксированных значениях параметров 𝑏 = 1 и 𝑐 = 0.2.
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Данная модель имеет три равновесия:

𝑀0(0; 0),

𝑀1

(︀
α−1
α
; 0
)︀
,

𝑀2

(︁
𝑐+1
𝑑 ; α(𝑑−1−𝑐)−𝑑

𝑏𝑑

)︁
.

Рисунок 2.1 — Параметрические зоны устойчивости равновесий модели (2.1).
Транскритическая (красная): 𝑑 = α(1+𝑐)

α−1 , флип: 𝑑 = α(1+𝑐)(3+𝑐)
3+α+𝑐(α−1) ,

Неймарк—Сакер: 𝑑 = α(2+𝑐)
α−1

На рисунке 2.1 изображены зоны устойчивости равновесий модели (2.1)
в плоскости параметров α и 𝑑. Также построены кривые, соответствующие
различным бифуркациям — транскритической (красный и синий), Неймарка—
Сакера (черный), флип (зеленый), удвоения периода (пурпурный).

В зонах параметра, где равновесия являются неустойчивыми, наблюда­
ются различные режимы — периодические (циклы всевозможных периодов),
квазипериодические (замкнутые инвариантные кривые (ЗИК)) и хаотические.
На рисунке 2.2 разными цветами представлены различные динамические режи­
мы модели (2.1). Оттенками зеленого показаны области устойчивых равновесий
(𝑀0, 𝑀1, и 𝑀2), синий цвет соответствует зоне параметров, где решения ухо­
дят в бесконечность, остальными цветами показаны циклы периода от 2 до
17. Белые зоны на диаграмме отвечают циклам периода выше, чем 17, за­
мкнутым инвариантным кривым или хаотическим аттракторам. Видно, что в
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Рисунок 2.2 — Карта режимов модели (2.1) в плоскости параметров (α, 𝑑)

зависимости от сочетания бифуркационных параметров реализуются два би­
фуркационных сценария. Первый сценарий, соответствующий зоне параметров
α > 3 и 𝑑 < 2, представляет собой классический каскад бифуркаций удвоения
периода. Второй сценарий, соответствующий зоне параметров α > 1.5 и 𝑑 > 2,
представляет бифуркации Неймарка—Сакера (рождение ЗИК) с возникновени­
ем зон периодических режимов (языков Арнольда).

а) б)
Рисунок 2.3 — Бифуркационная диаграмма и показатели Ляпунова модели (2.1)

при: а) 𝑑 = 3.3; б) 𝑑 = 1

На рисунке 2.3 изображены показатели Ляпунова аттракторов моде­
ли (2.1) в зависимости от параметра α при следующих значениях параметра:
а) 𝑑 = 3.3 и б) 𝑑 = 1. Серый цвет соответствует аттракторам модели, старший
показатель Ляпунова показан синим цветом, а младший показатель — красным.
Показатель Ляпунова позволяет определить, является ли поведение модели
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регулярным или хаотическим. Области изменения параметра α, где график
показателя отрицательный, принадлежат регулярному аттрактору, а положи­
тельные области — хаотическому аттрактору. Старший показатель Ляпунова
равен нулю в точках бифуркаций, а также в области ЗИК.

Рисунок 2.4 — Бифуркационная диаграмма модели (2.1) для 𝑑 = 3.3

На рисунке 2.4 показана бифуркационная диаграмма модели (2.1) при
изменении параметра α для фиксированного значения параметра 𝑑 = 3.3. При
0 < α < 3 аттрактором системы всегда является одно из равновесий —𝑀0 (при
0 < α ⩽ 1), 𝑀1 (при 1 < α ⩽ 1.6) или 𝑀2 (при 1.6 < α ⩽ 3). Далее в
области 3 < α ⩽ 3.6 наблюдается замкнутая инвариантная кривая. Затем в
зоне 3.6 < α ⩽ 3.9 возникает цикл периода 5 со своим каскадом бифуркации
удвоения периода, который сменяется хаотическим аттрактором при α > 3.9.
Легко заметить, что, только если значение бифуркационного параметра α >

1.6, то в модели возможно сосуществование популяции жертв и хищников.
Рисунок 2.5 представляет бифуркационную диаграмму модели (2.1) при

изменении параметра α для фиксированного значения параметра 𝑑 = 1. В этом
случае поведение жертв соответствует логистическому отображению. Аналогич­
но рисунку 2.4 при 0 < α < 3 аттрактором системы всегда является равновесие.
Затем происходит каскад бифуркаций удвоения периода, который в конечном
итоге приводит систему к хаотическому режиму. Стоит заметить, что в отли­
чие от случая 𝑑 = 3.3 при 𝑑 = 1 хищники не имеют шанса на выживание, и
существует только популяция жертв.

На рисунке 2.6 представлены аттракторы модели (2.1) со своими бас­
сейнами притяжения. Синим цветом изображен сам аттрактор, серый цвет
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Рисунок 2.5 — Бифуркационная диаграмма модели (2.1) для 𝑑 = 1

а) б)

в) г)
Рисунок 2.6 — Бассейны притяжения аттракторов при 𝑑 = 3.3 для модели (2.1):
а) равновесие 𝑀2 при α = 2.5; б) 5-цикл при α = 3.7; в) ЗИК при α = 3.1; г)

хаос при α = 4
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соответствует точкам системы, с которых запущенный итерационный процесс
расходится. Бирюзовый цвет отвечает за область точек, итерационный процесс
которых сходится на аттрактор: а) равновесие 𝑀2, б) 5-цикл, в) замкнутая ин­
вариантная кривая и г) хаос. Ромб красного цвета — это равновесие 𝑀1. На
рисунках 2.6 б), в) и г) синей выколотой точкой отмечено неустойчивое равно­
весие 𝑀2. Черная звезда в начале координат — это равновесие 𝑀0. Видно, что
при увеличении параметра α изменяется не только вид аттрактора, но и его
бассейн притяжения.

2.2 Анализ стохастических явлений

Далее в этом разделе рассматривается стохастический вариант моде­
ли (2.1), учитывающий влияние внешнего случайного шума:⎧⎨⎩𝑥𝑛+1 = α𝑥𝑛(1− 𝑥𝑛)− 𝑏𝑥𝑛𝑦𝑛 + εξ𝑛,1,

𝑦𝑛+1 = −𝑐𝑦𝑛 + 𝑑𝑥𝑛𝑦𝑛 + εξ𝑛,2,
(2.2)

где ε— интенсивность шума, ξ𝑛 = (ξ𝑛,1, ξ𝑛,2)
𝑇 — двумерный некоррелирован­

ный случайный процесс с параметрами 𝐸ξ𝑛 = 0, 𝐸ξ𝑛ξ
𝑇
𝑛 = 𝐼, 𝐸ξ𝑛ξ

𝑇
𝑘 = 0 (𝑛 ̸=

𝑘).

а) б)
Рисунок 2.7 — Стохастические диаграммы модели (2.2) при 𝑑 = 3.3 для: а)

ε = 0.001; б) ε = 0.01

На рисунке 2.7 изображены случайные состояния модели (2.2) при 𝑑 =

3.3 под действием аддитивного шума для разной интенсивности: а) ε = 0.001
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и б) ε = 0.01. При увеличении интенсивности шума (рисунок 2.7 б) разброс
случайных состояний увеличивается, что приводит к размыванию внутренней
структуры циклов и хаотических аттракторов.

В этом разделе на основе техники ФСЧ изучается разброс случайных со­
стояний вокруг аттракторов модели (2.2): равновесие и цикл [173], замкнутая
инвариантная кривая [175], хаотический аттрактор [179]. Используя формулы
расчета стохастической чувствительности и доверительных эллипсов из гла­
вы 1, с доверительной вероятностью 𝑃 = 0.99 были построены следующие
доверительные эллипсы.

а) б)
Рисунок 2.8 — Доверительные эллипсы для равновесия 𝑀2 модели (2.2) при

α = 2.5 и 𝑑 = 3.3 для: а) ε = 0.005; б) ε = 0.01

На рисунке 2.8 вокруг равновесия (α = 2.5 и 𝑑 = 3.3) для модели (2.2)
зеленым цветом представлены доверительные эллипсы, найденные из равен­
ства (1.23), при двух различных значениях интенсивности шума: а) ε = 0.005

и б) ε = 0.01. Серым цветом показаны случайные состояния системы. Легко
заметить, что доверительный эллипс хорошо описывает распределение случай­
ных состояний стохастической модели, показывая чувствительность равновесия
к вносимому шуму, и с увеличением интенсивности увеличивается.

Теперь построим доверительные эллипсы для цикла. На рисунке 2.9 во­
круг элементов 5-цикла (α = 3.7 и 𝑑 = 3.3) для модели (2.2) зеленым цветом
представлены доверительные эллипсы, построенные по формуле (1.23), при
двух различных значениях интенсивности шума: а) ε = 0.005 и б) ε = 0.01. Се­
рым цветом показаны случайные состояния системы. Аналогично рисунку 2.8
хорошо видно, что доверительные эллипсы соответствуют распределению слу­
чайных состояний вокруг элементов 5-цикла.
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а) б)
Рисунок 2.9 — Доверительные эллипсы для 5-цикла модели (2.2) при α = 3.7 и

𝑑 = 3.3 для: а) ε = 0.005; б) ε = 0.01

Рисунок 2.10 — Зависимость ФСЧ от угла φ для ЗИК модели (2.2) при α = 3.1

На рисунке 2.10 показано изменение ФСЧ µ для ЗИК (α = 3.1) моде­
ли (2.2) в зависимости от угла φ между вектором, проведенным параллельно
оси из точки начала координат, и вектором, проведенным из начала координат
к точке (𝑥𝑖,𝑦𝑖). В данном случае центром координат является равновесие 𝑀2.
Значения ФСЧ µ получены с помощью теории и численных методов из главы 1.

Для описания разброса случайных состояний вдоль замкнутой инвариант­
ной кривой в каждой его точке строится доверительный интервал по правилу
трех сигма, опираясь на функцию стохастической чувствительности, следую­
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щим образом:

𝑥 = 𝑥± 3ε
√︀
µ(𝑥,𝑦)𝑝1(𝑥,𝑦),

𝑦 = 𝑦 ± 3ε
√︀
µ(𝑥,𝑦)𝑝2(𝑥,𝑦),

(2.3)

где µ(𝑥,𝑦)— значение функции стохастической чувствительности в точке (𝑥,𝑦)

и 𝑝 = (𝑝1(𝑥,𝑦), 𝑝2(𝑥,𝑦))
⊤ — ортонормированный вектор к ЗИК в точке (𝑥,𝑦). По­

строенные таким образом интервалы в каждой точке образуют доверительную
полосу вдоль замкнутой инвариантной кривой.

а) б)
Рисунок 2.11 — Доверительные полосы для ЗИК модели (2.2) при α = 3.1 и

𝑑 = 3.3 для: а) ε = 0.0005; б) ε = 0.001

На рисунке 2.11 вокруг замкнутой инвариантной кривой (α = 3.1 и
𝑑 = 3.3) для модели (2.2) зеленым цветом представлены доверительные полосы,
построенные по формуле (2.3), при двух различных значениях интенсивности
шума: а) ε = 0.0005 и б) ε = 0.001. Серым цветом изображены случайные состо­
яния системы. Видно, что чем больше значение интенсивности шума, тем шире
полоса. Также легко заметить, что доверительные полосы хорошо описывают
распределение случайных состояний стохастической модели, отражая зоны за­
мкнутой инвариантной кривой более или менее чувствительные к вносимому
шуму.

На рисунке 2.12 показана зависимость функции стохастической чув­
ствительности для аттракторов модели (2.2) при изменении параметра: α ∈
[0, 3]— равновесие, α ∈ (3, 3.606]— ЗИК, α ∈ (3.606, 3.856]— 5-цикл и α ∈
[3.857, 3.941]— 10-цикл. Максимальное и минимальное собственное значение
матриц стохастической чувствительности изображено синим и красным цве­
том, соответственно.
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Рисунок 2.12 — Зависимость ФСЧ от параметра α для аттракторов модели (2.2)
при 𝑑 = 3.3

Рисунок 2.13 — Критические линии для хаоса при α = 4 и 𝑑 = 3.3 в модели (2.2)

Далее изучается чувствительность к вносимому шуму хаотического ат­
трактора 𝐴 модели (2.2) [179]. На рисунке 2.13 для модели (2.1) серым цветом
представлен детерминированный хаотический аттрактор (α = 4 и 𝑑 = 3.3), а
красным цветом показаны критические линии {𝐿𝐶,𝐿𝐶1, 𝐿𝐶2, 𝐿𝐶3, 𝐿𝐶4}, кото­
рые находятся из 𝐿𝐶−1 алгоритмом, описанным в главе 1 (раздел 1.2.4).

На рисунке 2.14 для хаотического аттрактора (α = 4 и 𝑑 = 3.3) мо­
дели (2.2) зеленым цветом показана внешняя часть доверительной полосы,
построенная по формуле (1.28), при разной интенсивности внешнего воздей­
ствия: а) ε = 0.0005 и б) ε = 0.001. Как и на рисунке 2.11 серым цветом
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а) б)
Рисунок 2.14 — Внешняя граница доверительной полосы для модели (2.2) при

α = 4 и 𝑑 = 3.3 для: а) ε = 0.0005; б) ε = 0.001

показаны случайные состояния. Красным цветом изображено семейство кри­
тических линий.

В модели (2.2) также наблюдается феномен вымирания популяции хищ­
ников, которое происходит при достижении интенсивности шума критического
значения ε*. В качестве примера данный феномен продемонстрирован на ри­
сунке 2.15 для равновесия 𝑀2 модели (2.2) при α = 2.5 и 𝑑 = 3.3. На
рисунке 2.15 а) синим цветом показан доверительный эллипс для интенсивности
шума ε = 0.02. При критическом значении интенсивности ε = 0.0434 видно, что
доверительный эллипс (красный цвет) пересекает ось 𝑂𝑥. Соответственно, на
рисунке 2.15 б) видно, что для при пересечении эллипсом «опасной» границы
популяция хищников вымирает, а популяция жертв приходит в стационарное
состояние существования. Аналогичным образом можно показать вымирание
для прочих аттракторов системы.

На рисунке 2.16 представлена зависимость критической интенсивность шу­
ма от бифуркационного параметра α модели (2.2). Критическая интенсивность
была найдена из условия пересечения доверительного эллипса для равновесия и
циклов (или внешней границы доверительной полосы для ЗИК и хаотического
аттрактора) с осью 𝑂𝑥. Видно, что при увеличении параметра α критическое
значение интенсивности шума ε*, вызывающее вымирание, уменьшается.
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а) б)
Рисунок 2.15 — Вымирание популяции хищников в модели (2.2) для равновесия
𝑀2 при α = 2.5 и 𝑑 = 3.3: а) доверительные эллипсы и б) временные ряды —

при ε = 0.02 (синий) и ε = 0.0434 (красный)

Рисунок 2.16 — Критическая интенсивность шума для модели (2.2) при 𝑑 = 3.3

2.3 Основные результаты главы

В данной главе рассмотрена популяционная модель хищник-жертва с
дискретным временем. В разделе 2.1 исследован детерминированный случай.
Изучены равновесия, их устойчивость и бифуркационные сценарии, представ­
ленные картой динамических режимов в зависимости от параметров α, 𝑏, 𝑐 и
𝑑. Построены бифуркационные диаграммы и бассейны притяжения изучаемых
аттракторов. Обнаружено, что не для всех начальных значений плотностей
популяций система может прийти в стационарный режим, возможен также
неограниченный рост популяций. Изучены зоны параметра α, при которых по­
ведение модели является хаотическим.
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В разделе 2.2 в случае воздействия на систему внешнего аддитивного
шума исследована чувствительность таких аттракторов данной модели, как
равновесие, циклы, замкнутая инвариантная кривая и хаотический аттрактор.
Были построены доверительные эллипсы и полосы рассеивания, позволяющие
описать разброс случайных состояний. Показана зависимость функции сто­
хастической чувствительности аттракторов от бифуркационных параметров.
Также была найдена зависимость интенсивности шума от параметра α, при
которой в системе наблюдается вымирание популяции хищников. Основные ре­
зультаты исследований, представленные в этой главе, были опубликованы в
работе [206].
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Глава 3. Модель двух связанных популяций с миграцией

В данной главе исследуется пространственно структурированная мета­
популяция, состоящая из двух связанных подсистем с локальной динамикой,
которая моделируется дискретным отображением Рикера [10]. В изолированных
подсистемах могут наблюдаться различные режимы: равновесный, периоди­
ческий и хаотический. В случае же взаимодействия между популяциями
поведение системы может существенно меняться, например, равновесный ре­
жим трансформируется в периодический, а хаотический режим переходит
в порядок и наоборот. Стоит отметить, что исследования динамики взаимо­
действующих подсистем интенсивно развиваются и находят приложения в
различных областях науки [105; 106; 203]. Целью главы является анализ ди­
намических режимов корпоративного поведения при вариации интенсивности
перетоков между популяционными подсистемами при разных значениях ло­
кального параметра естественного прироста, а также воздействие случайного
возмущения на корпоративную динамику популяционных систем. Особенность
и новизна исследований данной главы состоит в изучении стохастических фе­
номенов в модели связанных популяционных подсистем.

Пусть динамика изолированной популяции моделируется отображением
Рикера:

𝑥𝑛+1 = 𝑓(µ, 𝑥𝑛), 𝑓(µ, 𝑥) = 𝑥 exp (µ(1− 𝑥)), (3.1)

где µ— параметр естественного прироста. При изменении параметра µ систе­
ма (3.1) демонстрирует разнообразие динамических режимов. На рисунке 3.1
изображена бифуркационная диаграмма модели (3.1) при изменении параметра
µ. При 0 ⩽ µ < 2 система имеет в качестве аттрактора устойчивое равновесие
𝑥 = 1. С увеличением параметра µ оно теряет устойчивость, и наблюдается
каскад бифуркаций удвоения периода с последующим чередованием парамет­
рических зон порядка и хаоса.

В главе изучается двумерная метапопуляционная модель, состоящая из
двух подсистем, связанных взаимной миграцией:⎧⎨⎩𝑥𝑛+1 = 𝑓(µ1, 𝑥𝑛) + η𝑛,

𝑦𝑛+1 = 𝑓(µ2, 𝑦𝑛)− η𝑛,
(3.2)
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Рисунок 3.1 — Бифуркационная диаграмма изолированной системы Рике­
ра (3.1)

где 𝑥𝑛 и 𝑦𝑛 — плотности популяций. Динамика этой системы моделируется отоб­
ражением Рикера (3.1). В системе (3.2) параметры µ1 и µ2 характеризуют
естественный прирост 𝑥- и 𝑦-популяций соответственно. Предполагается, что
места обитания популяций имеют общую границу, вследствие чего возможна
миграция особей с одной территории на другую. Миграция между популяци­
ями пропорциональна разнице между 𝑦𝑛 и 𝑥𝑛 с коэффициентом связи σ > 0:
η𝑛 = σ(𝑦𝑛 − 𝑥𝑛). Параметр σ регулирует силу миграционного потока. В мо­
делировании динамики системы (3.2), чтобы обеспечить биологический смысл
(неотрицательность 𝑦𝑛 и 𝑥𝑛), используется соответствующее усечение (см. ал­
горитм ниже).

Алгоритм 1: Обеспечение неотрицательности 𝑦𝑛+1 и 𝑥𝑛+1 в систе­
ме (3.2). Предварительно посчитав η𝑛 = σ(𝑦𝑛−𝑥𝑛), корректируем это значение
по алгоритму ниже.

– Если η𝑛 > 𝑦𝑛, то:
– Если η𝑛 > 𝑓(µ2, 𝑦𝑛), то η𝑛 = 𝑚𝑖𝑛(𝑦𝑛, 𝑓(µ2, 𝑦𝑛)).
– Иначе η𝑛 = 𝑦𝑛.

– Иначе если η𝑛 ⩾ 0, то:
– Если η𝑛 > 𝑓(µ2, 𝑦𝑛), то η𝑛 = 𝑓(µ2, 𝑦𝑛).
– Иначе η𝑛 = η𝑛.

– Иначе если η𝑛 ⩾ −𝑥𝑛, то:
– Если 𝑓(µ1, 𝑥𝑛) + η𝑛 ⩽ 0, то η𝑛 = −𝑓(µ1, 𝑥𝑛).
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– Иначе η𝑛 = η𝑛.
– Иначе если 𝑓(µ1, 𝑥𝑛) + η𝑛 ⩽ 0, то η𝑛 = −𝑚𝑖𝑛(𝑥𝑛, 𝑓(µ1, 𝑥𝑛)).
– Иначе η𝑛 = −𝑥𝑛.
Также в этой главе в качестве стохастической модели рассматривается си­

стема (3.2), в которой случайным возмущениям подвержен коэффициент связи
σ. Тогда миграционный член η𝑛 выглядит следующим образом:

η𝑛 = (σ+ εξ𝑛)(𝑦𝑛 − 𝑥𝑛), (3.3)

где ξ𝑛 — независимые гауссовские шумы с параметрами 𝐸ξ𝑛 = 0, 𝐸ξ2𝑛 = 1, а
ε— это интенсивность шума. Аналогично детерминированной модели для систе­
мы (3.2)-(3.3) используется Алгоритм 1, чтобы обеспечить неотрицательность
𝑥𝑛 и 𝑦𝑛.

3.1 Параметрический анализ устойчивости равновесий

Система (3.2) имеет одно невырожденное равновесие 𝑀(𝑥, 𝑦), где 𝑥 = 𝑦 =

1. В этом равновесии матрица Якоби имеет вид:

𝐽 =

[︃
1− µ1 − σ σ

σ 1− µ2 − σ

]︃
.

Собственные значения этой матрицы находятся из квадратного уравнения:

λ2 − (2− µ1 − µ2 − 2σ)λ+ (1− µ1 − σ)(1− µ2 − σ)− σ2.

Необходимые и достаточные условия устойчивости равновесия 𝑀 записывают­
ся как:

|2− µ1 − µ2 − 2σ| < (1− µ1)(1− µ2)− σ(2− µ1 − µ2) + 1 < 2.

Итак, параметрическая зона устойчивости определяется следующими неравен­
ствами:

0 ⩽ σ < 1, 0 < µ1 < 2− σ,

0 < µ2 <
4− 4σ+ µ1(σ− 2)

2− µ1 − σ
.
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На рисунке 3.2 для нескольких значений параметра σ показаны зоны
устойчивости параметров µ1,µ2, лежащие ниже соответствующих бифуркацион­
ных кривых. Как видно, с увеличением параметра связи σ эти зоны сжимаются,
и при σ ⩾ 1 равновесие 𝑀(1, 1) становится неустойчивым при любых µ1 >

0,µ2 > 0. Таким образом, миграция в популяционной системе (3.2) разрушает
устойчивый равновесный режим сосуществования.

Рисунок 3.2 — Зоны устойчивости равновесия 𝑀(1,1) системы (3.2)

Далее в этой главе изучается поведение системы (3.2) при разных значе­
ниях параметров естественного прироста µ1, µ2 популяций 𝑥- и 𝑦-популяций
соответственно:

– раздел 3.2 — µ1 = µ2 = 1.8, когда обе популяции в равновесном режиме,
– раздел 3.3 — µ1 = 2.2, µ2 = 2.4, когда обе популяции в периодическом

режиме,
– подраздел 3.4.1 — µ1 = 1.8, µ2 = 3, когда популяция 𝑥 в равновесном

режиме, а популяция 𝑦 — в хаотическом,
– подраздел 3.4.2 — µ1 = 1, µ2 = 2.8, случай аналогичен 3.4.1, но здесь

сделан акцент на сравнении устойчивости режимов к случайным воз­
действиям.
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3.2 Динамика связанных равновесных популяций

В данном разделе зафиксируем значения параметров µ1 = µ2 = µ = 1.8.
Затем исследуем, как варьирование интенсивности миграции σ меняет общую
динамику метапопуляции.

3.2.1 Анализ вариативности детерминированной динамики

Рисунок 3.3 — Бифуркационная диаграмма для системы (3.2) при µ = 1.8

Изменение динамического поведения метапопуляционной системы (3.2)
при µ = 1.8 в зависимости от параметра σ описывается бифуркационной
диаграммой на рисунке 3.3. Здесь синим цветом изображены 𝑥-координаты ат­
тракторов, а красным цветом показан старший показатель Ляпунова Λ. Как
видно с ростом параметра σ равновесие теряет устойчивость при σ = 0.1

и рождается устойчивый 2-цикл. Этот 2-цикл превращается в 2-тор, далее
2-тор заменяется дискретным циклом и, наконец, наблюдается хаотический
режим. Наибольший показатель Ляпунова имеет нулевые значения в точках
бифуркации и положительные значения, когда система (3.2) хаотична. Следует
отметить, что в этом случае система моностабильна.

На рисунке 3.4 проиллюстрировано разнообразие аттракторов систе­
мы (3.2) при µ = 1.8 для различных параметров σ: равновесие (1,1) для
σ = 0.08, 2-цикл для σ = 0.26, 2-тор для σ = 0.298, 22-цикл для σ = 0.33,
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а) б)

в) г)

д) е)
Рисунок 3.4 — Аттракторы метапопуляционной системы (3.2) при µ = 1.8: а)
равновесие (1,1) для σ = 0.08 (синий), 2-цикл для σ = 0.26 (красный), 2-тор
для σ = 0.298 (оранжевый) и 22-цикл для σ = 0.33 (зелёный); двукусочный
хаос для б) σ = 0.353 и в) σ = 0.362; однокусочный хаос для г) σ = 0.366 и д)

σ = 0.413; е) 12-цикл для σ = 0.42

12-цикл для σ = 0.42 и различные хаотические аттракторы для σ = 0.353,
σ = 0.362, σ = 0.366 и σ = 0.413.

В системе (3.2) при µ = 1.8 возникают различные типы противофазных
колебаний: периодические, квазипериодические и хаотические. Некоторые при­
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а) б)

в) г)

д) е)
Рисунок 3.5 — Осцилляционные режимы системы (3.2) при µ = 1.8: а) 2-цикл
для σ = 0.26; б) 2-тор для σ = 0.298; хаос для в) σ = 0.353, г) σ = 0.362, д)

σ = 0.413; е) 12-цикл для σ = 0.42

меры таких колебательных режимов показаны на рисунке 3.5, где временные
ряды для 𝑥,𝑦-координат решений показаны синим и красным цветом соответ­
ственно. На рисунке 3.5 а) для σ = 0.26 видно, как начальные синфазные
колебания после кратковременного переходного процесса переходят в противо­
фазный двухпериодический синхронизированный режим. На рисунке 3.5 б) для
σ = 0.298 противофазные колебания имеют квазипериодическую форму. Более
сложные формы колебаний в хаотическом режиме показаны на рисунке 3.5 в),
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г) и д). Здесь отчетливо видны колебания бёрстового типа с чередованием син­
фазных и противофазных частей. Поведение системы (3.2) в окне порядка (см.
рисунок 3.3 справа) иллюстрируется на рисунке 3.5 е) при σ = 0.42, где метапо­
пуляция демонстрирует противофазную синхронизацию в форме 12-цикла.

Таким образом, поведение метапопуляции, моделируемой системой (3.2),
является достаточно сложным даже в простейшем случае, когда изолированные
подсистемы находятся в одном и том же равновесном режиме при µ = 1.8. Как
можно заметить, миграция может существенно менять динамику системы и
генерировать как регулярные (периодические или квазипериодические), так и
хаотические колебательные режимы в метапопуляции.

3.2.2 Стохастические деформации периодических режимов и
переход к хаосу

В этом подразделе показывается, как неизбежные случайные возмуще­
ния в параметре интенсивности миграции влияют на динамику метапопуляции.
Здесь сосредоточено внимание на анализе влияния стохастических возмущений
системы (3.2)-(3.3) при µ = 1.8 на периодические колебательные режимы.

Влияние шума на 2-цикл

Сначала рассмотрим стохастическую систему (3.2)-(3.3) при µ = 1.8 для
σ = 0.26, где при ε = 0 детерминированным аттрактором является 2-цикл (см.
красные точки на рисунке 3.4 а) и временной ряд на рисунке 3.5 а)).

На рисунке 3.6 а), б) показаны случайные состояния (зелёный цвет) сто­
хастической системы (3.2)-(3.3) при µ = 1.8 и детерминированный 2-цикл
(красный) для σ = 0.26 в случае двух значений интенсивности шума: а) ε = 0.01

и б) ε = 0.1. Как видно, с увеличением шума разброс случайных состояний во­
круг детерминированного аттрактора растет. На рисунке 3.6 в), г) показаны
соответствующие временные ряды. Для ε = 0.01 система демонстрирует за­
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а) б)

в) г)
Рисунок 3.6 — Случайные состояния (зелёный цвет) стохастической систе­
мы (3.2)-(3.3) при µ = 1.8 и σ = 0.26 для: а) ε = 0.01; б) ε = 0.1. Точки
детерминированного 2-цикла показаны красным. В в), г) изображены соответ­

ствующие временные ряды

шумленные противофазные колебания, в то время как шум с интенсивностью
ε = 0.1 вызывает временное разрушение противофазной синхронизации.

При дальнейшем увеличении интенсивности шума наблюдается новый сто­
хастический феномен. На рисунке 3.7 показаны временные ряды 𝑥,𝑦-координат
решений системы (3.2)-(3.3) при µ = 1.8 и σ = 0.26 для различных значений
интенсивности шума: а) ε = 0.01, б) ε = 0.5 и в) ε = 1. На рисунке 3.7 а)
для ε = 0.01 можно видеть зашумленные колебания вокруг состояний 2-цикла.
При большем шуме (см. рисунок 3.7 б) для ε = 0.5) после некоторого переход­
ного процесса амплитуда случайных состояний резко уменьшается и решения
начинают локализоваться вблизи неустойчивого равновесия (1, 1). Такая лока­
лизация носит временный характер: наблюдается чередование зон стабилизации
и колебаний большой амплитуды. Таким образом, наблюдается феномен ин­
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а) б)

в)
Рисунок 3.7 — Временные ряды 𝑥,𝑦-координат решений стохастической систе­

мы (3.2)-(3.3) при µ = 1.8 и σ = 0.26 для: а) ε = 0.01; б) ε = 0.5; в) ε = 1

дуцированной шумом временной стабилизации неустойчивого равновесия. При
дальнейшем увеличении интенсивности шума (см. рисунок 3.7 в) для ε = 1)
длительность участков стабилизации сокращается.

Результаты статистического анализа этого стохастического явления по­
дробно показаны на рисунке 3.8 при µ = 1.8. Здесь представлена зона
изменения параметра σ, где в системе (3.2) аттрактором является 2-цикл.
На рисунке 3.8 а) показаны зависимости среднеквадратичного отклонения 𝐷

случайных состояний стохастической системы (3.2)-(3.3) от неустойчивого де­
терминированного равновесия (1,1) в зависимости от интенсивности шума для
четырех значений параметра связи: σ = 0.11 (синий), σ = 0.16 (красный),
σ = 0.2 (зелёный) и σ = 0.26 (оранжевый). Здесь просматривается общая
закономерность: при увеличении интенсивности шума появляется ε-зона, в
которой отклонение близко к нулю. Это указывает на индуцированную шу­
мом локализацию случайных состояний вблизи неустойчивого равновесия (1,1).
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а) б)
Рисунок 3.8 — Индуцированная шумом временная стабилизация равновесия
(1,1) при µ = 1.8: а) среднеквадратичное отклонение 𝐷 случайных состояний
системы (3.2)-(3.3) от равновесия (1,1) при σ = 0.11 (синий), σ = 0.16 (крас­
ный), σ = 0.2 (зелёный) и σ = 0.26 (оранжевый); б) вероятность попадания
случайных состояний в круг (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 ⩽ 10−8 для того же набора

параметра σ

Как видно на рисунке 3.8 а) после ε-зоны стабилизации функция 𝐷 начинает
расти. На рисунке 3.8 б) представлены графики вероятности 𝑝 попадания слу­
чайных состояний стохастической системы (3.2)-(3.3) в достаточно малый круг
(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 ⩽ 10−8 с неустойчивым равновесием (1,1) в центре. Как
видно, с точки зрения распределения вероятностей ε-зона, в которой шум ста­
билизирует систему, довольно узкая.

Влияние шума на 22-цикл

Теперь рассмотрим стохастическую систему (3.2)-(3.3) при µ = 1.8 для
σ = 0.33, где при ε = 0 детерминированным аттрактором является 22-цикл
(см. зелёные точки на рисунке 3.4 а).

Состояния 22-цикла показаны на рисунке 3.9 а) вместе с временными ря­
дами 𝑥,𝑦-координат решений системы (3.2) при µ = 1.8 и σ = 0.33. Как можно
заметить, колебания плотности в подсистемах происходят в противофазном
режиме. С увеличением интенсивности шума можно выделить два этапа в из­
менении поведения метапопуляции. Эти стадии показаны на рисунке 3.9 б), где
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а)

б)

в)
Рисунок 3.9 — Стохастическая система (3.2)-(3.3) при µ = 1.8 и σ = 0.33:
а) состояния и соответствующие им временные ряды для 22-цикла детерми­
нированной системы; б) случайные состояния и временные ряды для разных
значений интенсивности шума ε; в) зависимость старшего показателя Ляпуно­

ва Λ от интенсивности шума ε
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случайные состояния и соответствующие им 𝑦-временные ряды показаны для
трех значений интенсивности шума ε.

При слабом шуме случайные решения слегка колеблются вблизи детер­
минированного 22-цикла (см. синие точки для ε = 0.0003 на рисунке 3.9 б)).
При увеличении шума начинается первый этап качественной стохастической
деформации динамики системы: система переходит в более сложный режим за­
шумленного 2-тора (см. красные точки для ε = 0.005 на рисунке 3.9 б)). При
дальнейшем увеличении шума происходит третий этап: отдельные части этого
2-тора сливаются из-за стохастического смешивания случайных состояний, и
формируется совместное вероятностное распределение (см. зелёные точки для
ε = 0.05 на рисунке 3.9 б)).

Эти стохастические преобразования сопровождаются изменениями значе­
ний показателя Ляпунова Λ(ε), показанного на рисунке 3.9 в). Функция Λ(ε)

монотонно возрастает и становится положительной. Это означает, что дина­
мика системы переходит из регулярной в хаотическую уже на первом этапе
стохастической деформации.

Влияние шума на 12-цикл

Затем рассмотрим зону параметров системы (3.2) при µ = 1.8 вблизи
значения бифуркации σ𝑐𝑟 = 0.413163. Как видно на бифуркационной диаграм­
ме (рисунок 3.3, справа), при прохождении параметром σ значения σ𝑐𝑟 слева
направо детерминированная система претерпевает бифуркацию кризиса с рез­
кой трансформацией хаотического аттрактора в регулярный 12-цикл. Примеры
таких аттракторов вблизи параметра бифуркации кризиса σ𝑐𝑟 показаны на
рисунке 3.10. Влияние шума на аттракторы в окне порядка, расположенном
справа от точки σ𝑐𝑟, изучаются здесь на примере 12-цикла, наблюдаемого при
σ = 0.42.

На рисунке 3.11 синими точками показан детерминированный 12-цикл
системы (3.2) при µ = 1.8 и σ = 0.42, а также случайные состояния стохастиче­
ской системы (3.2)-(3.3). При слабом шуме случайные состояния локализуются
вблизи детерминированного цикла (см. зелёные точки для ε = 0.003 на рисун­
ке 3.11 а)). При увеличении шума происходит резкое качественное изменение
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Рисунок 3.10 — Аттракторы детерминированной системы (3.2) при µ = 1.8

вблизи параметра бифуркации кризиса σ𝑐𝑟 = 0.413163: хаотический аттрактор
(зелёный) для σ = 0.41316 и 12-цикл (синий) для σ = 0.41317

а) б)
Рисунок 3.11 — Случайные состояния (зелёный цвет) стохастической систе­
мы (3.2)-(3.3) при µ = 1.8 и σ = 0.42 для: а) ε = 0.003; б) ε = 0.02. Состояния

детерминированного устойчивого 12-цикла показаны синими точками

вероятностного пространственного распределения случайных состояний. Это
распределение показано зелёным цветом на рисунке 3.11 б) для ε = 0.02. Как
можно заметить, пространственное расположение случайных состояний похо­
же на детерминированный хаотический аттрактор, показанный на рисунке 3.10
для σ = 0.41316.
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Рисунок 3.12 — Бассейны притяжения при µ = 1.8 и σ = 0.42 и доверительные
эллипсы для ε = 0.003 и ε = 0.02. Доверительная вероятность 𝑃 = 0.99

Происхождение этого стохастического явления связано с особенностями
переходных процессов в исходной детерминированной модели (3.2) при µ = 1.8.
Действительно, тип сходимости к аттрактору (в рассматриваемом случае это
12-цикл) существенно зависит от начального состояния. Это показано на рисун­
ке 3.12 для σ = 0.42. Здесь синей точкой обозначена точка 𝑥 = 0.27138, 𝑦 =

1.61401— это элемент устойчивого детерминированного 12-цикла. Каждое со­
стояние этого цикла становится устойчивым равновесием в системе (3.2) через
12 шагов. На рисунке 3.12 зелёным цветом показан бассейн притяжения равно­
весия (𝑥, 𝑦) в этой системе через 12 шагов. Как видно, этот бассейн содержит
плотно закрашенную подобласть 𝒜. Дополнение ℬ имеет фрактальную решет­
чатую структуру [79; 204].

Эти две области 𝒜 и ℬ позволяют выделить два типа переходных процес­
сов. Действительно, для начальных данных из зоны 𝒜 решения системы (3.2)
через 12 шагов быстро стремятся к равновесию (𝑥, 𝑦). Это иллюстрирует рису­
нок 3.13, где построены состояния совокупности решений детерминированной
системы, которые начинаются с 𝑡 = 0 из узлов равномерной сетки на крас­
ном квадрате [0.23, 0.25] × [1.57, 1.585] ⊂ 𝒜. Этот красный квадрат показан
на рисунке 3.12.
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Рисунок 3.13 — Состояния системы при µ = 1.8 и σ = 0.42, начинающиеся с
𝑡 = 0 из узлов равномерной сетки на красном квадрате [0.23, 0.25]× [1.57, 1.585]

Следует отметить, что для решений, начинающихся в ℬ, наблюдается
другой тип переходного процесса. На рисунке 3.14 показаны состояния сово­
купности решений системы, которые начинаются с 𝑡 = 0 из узлов равномерной
сетки на синем квадрате [0.25, 0.27] × [1.54, 1.555] ⊂ ℬ. В этом переходном
процессе возникает метастабильное распределение, подобное хаотическому ат­
трактору (рисунок 3.10).

Таким образом, область 𝒜 можно отнести к зоне регулярной динамики
в отличие от области ℬ, где наблюдаются хаотические переходные процес­
сы. Такая двойственность детерминированного поведения позволяет объяснить
феномен стохастической генерации случайных распределений сложной про­
странственной формы, как на рисунке 3.11. Переход от зашумленного 12-
цикла (рисунок 3.11 а)) к сложному пространственному распределению (рису­
нок 3.11 б)) можно проанализировать методом доверительных областей.

Метод доверительных областей позволяет аппроксимировать простран­
ственную дисперсию случайных решений вокруг детерминированного аттрак­
тора. В этом приближении ключевым моментом является стохастическая
чувствительность аттрактора к случайным возмущениям. Метод функции сто­
хастической чувствительности для регулярных (равновесий, циклов, торов) и
хаотических аттракторов, а также метод доверительных областей изложены в
главе 1 текущей работы.

На рисунке 3.12 построены доверительные эллипсы вокруг (𝑥, 𝑦) для ε =
0.003 и ε = 0.02. Меньший эллипс полностью принадлежит области 𝒜, тогда
как больший эллипс частично занимает область ℬ. Такое расположение сигнали­
зирует о том, что для ε = 0.003 стохастическая система будет демонстрировать
зашумленный 12-цикл с небольшими отклонениями от детерминированных со­
стояний, тогда как для ε = 0.02 будет сгенерирован новый стохастический
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Рисунок 3.14 — Состояния системы при µ = 1.8 и σ = 0.42, начинающиеся с
𝑡 = 0 из узлов равномерной сетки на красном квадрате [0.25, 0.27]× [1.54, 1.555]

аттрактор сложной пространственной формы. Этот аналитический прогноз под­
тверждается результатами прямого численного моделирования.

Рассмотрим, как связано это стохастическое преобразование вероятност­
ного распределения с изменением старшего показателя Ляпунова Λ(ε). На
рисунке 3.15 график Λ(ε) показан красным цветом для рассматриваемого
случая σ = 0.42. Как видно, с увеличением интенсивности шума старший
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Рисунок 3.15 — Старший показатель Ляпунова стохастической системы (3.2)-
(3.3) при µ = 1.8 для разных значений параметра связи σ в зависимости от

интенсивности шума ε

показатель Ляпунова Λ(ε) растет и меняет знак с минуса на плюс. Следует
обратить внимание, что значение Λ(0.003) отрицательно, тогда как значение
Λ(0.02) положительно. Это означает, что для ε = 0.003 стохастический аттрак­
тор регулярен, но при ε = 0.02 динамика системы хаотична. Индуцированный
шумом переход от порядка к хаосу можно увидеть на рисунке 3.15 для других
значений σ. Можно заметить, что чем ближе σ к границе бифуркации кризиса
σ𝑐𝑟 = 0.413163, тем меньший шум вызывает переход от порядка к хаосу.

3.3 Динамика связанных периодических популяций

В данном разделе сосредоточимся на случае, когда обе популяции, будучи
изолированными, 2-периодичны. Такие 2-периодические режимы наблюдаются
при 2 < µ < 2.52 (см. рисунок 3.1). Здесь зафиксируем значения параметров
µ1 = 2.2, µ2 = 2.4 и изучим зависимость связанной динамики метапопуляции
в зависимости от коэффициента связи σ.



57

3.3.1 Бифуркации и мультистабильность детерминированной
модели

а)

б)
Рисунок 3.16 — Система (3.2) при µ1 = 2.2, µ2 = 2.4: а) бифуркационные
диаграммы в зависимости от параметра σ; б) увеличенные фрагменты бифур­
кационных диаграмм. Здесь показано три семейства аттракторов: ℛ (красный),
𝒢 (зелёный) и ℬ (синий). Также в а) пунктирными линиями показаны старшие

показатели Ляпунова для аттракторов ℛ и ℬ

На бифуркационной диаграмме (рисунок 3.16) видно, что связанная си­
стема (3.2) при µ1 = 2.2, µ2 = 2.4 демонстрирует разнообразие динамических
режимов, как регулярных, так и хаотических. Здесь наблюдаются зоны измене­
ния параметра σ, где присутствует моно- и мультистабильность.

Сначала рассмотрим аттрактор ℬ, показанный синим цветом. В достаточ­
но широкой зоне структурной устойчивости 0 < σ < 0.1224 этот аттрактор
представляет собой устойчивый 2-цикл ℬ2. При прохождении параметром свя­
зи точки бифуркации кризиса σ = 0.1224 слева направо этот цикл теряет
устойчивость и превращается в хаотический аттрактор ℬ𝐶𝐻 . Преобразование
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аттрактора ℬ из регулярного в хаотический подтверждается соответствующим
старшим показателем Ляпунова (синяя пунктирная линия).

На рисунке 3.16 наряду с аттрактором ℬ изображены аттракторы ℛ
(красный) и 𝒢 (зелёный). Аттракторы ℛ и 𝒢 гораздо более чувствительны к
изменению параметра связи σ. Действительно, в интервале 0 < σ < 0.03937 ат­
трактор ℛ является устойчивым 2-цикл ℛ2𝐶 . При переходе параметра σ через
бифуркационное значение 0.03937 аттрактор ℛ претерпевает цепочку бифур­
каций удвоения периода с преобразованиями ℛ2𝐶 → ℛ4𝐶 → ℛ8𝐶 → . . ., а
также переходы к хаосу (см. старший показатель Ляпунова, показанный крас­
ным пунктиром).

На рисунке 3.16 б) в достаточно узкой зоне 0.09495 < σ < 0.0975 показа­
ны детали аттрактора 𝒢. Здесь этот аттрактор является 6-циклом 𝒢6𝐶 и далее
показывает каскад бифуркаций удвоения периода 𝒢6𝐶 → 𝒢12𝐶 → 𝒢24𝐶 → . . ..

Таким образом, в метапопуляционной системе (3.2) при µ1 = 2.2, µ2 =

2.4 наблюдаются σ-параметрические зоны моно-, би- и триритмичности. Мо­
норитмичность наблюдается при 0.11255 < σ < 0.15, где единственным
периодическим аттрактором ℬ является либо 2-цикл ℬ2𝐶 , либо хаотический
ℬ𝐶𝐻 . Триритмичность наблюдается при 0.09495 < σ < 0.09552, где два регу­
лярных аттрактора ℬ2𝐶 и 𝒢6𝐶 сосуществуют с хаотическим аттрактором ℛ𝐶𝐻 .
В других σ-параметрических зонах, где система (3.2) при µ1 = 2.2, µ2 = 2.4

является биритмичной, 2-цикл ℬ2𝐶 сосуществует с разными формами аттрак­
торов ℛ и 𝒢.

Рисунок 3.17 иллюстрирует эти различные случаи фазовыми портретами с
аттракторами и их бассейнами притяжения для нескольких значений параметра
σ. В мультистабильных случаях на рисунке 3.17 а)-г) бассейн ℬ2𝐶 показан голу­
бым, бассейн ℛ— белым, бассейн 𝒢 — зелёным. На рисунке 3.17 а) для σ = 0.03

изображено сосуществование двух 2-циклов ℬ2𝐶 и ℛ2𝐶 . При этом в зависимости
от того, в каком бассейне лежит начальная точка, решение системы сходится
либо к режиму синфазной синхронизации (цикл ℬ2𝐶), либо к режиму проти­
вофазной синхронизации (цикл ℛ2𝐶). На рисунке 3.17 б) при σ = 0.07 2-цикл
ℬ2𝐶 (синфазная синхронизация) сосуществует с 4-циклом ℛ4𝐶 (противофазная
синхронизация).

Режим триритмичности иллюстрируется рисунке 3.17 в) для σ = 0.0952.
Здесь 2-цикл ℬ2𝐶 сосуществует с 6-циклом 𝒢6𝐶 и хаотическим аттрактором
ℛ𝐶𝐻 , поэтому противофазная синхронизация представлена в регулярной и ха­
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а) б)

в) г)

д) е)
Рисунок 3.17 — Аттракторы системы (3.2) при µ1 = 2.2, µ2 = 2.4 и их бассейны
притяжения: а) два сосуществующих 2-цикла для σ = 0.03; б) 2-цикл (синий)
и 4-цикл (красный) для σ = 0.07; в) 2-цикл (синий), 6-цикл (зелёный) и хаоти­
ческий аттрактор (красный) для σ = 0.0952; г) 2-цикл (синий) и хаотический
аттрактор (красный) для σ = 0.11; хаотические аттракторы для д) σ = 0.1225

и е) σ = 0.15
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отической формах. Стоит отметить, что бассейн 𝒢6𝐶 (зелёная область) имеет
фрактальную структуру.

Пример режима биритмичности с регулярным аттрактором ℬ2𝐶 и хао­
тическим аттрактором ℛ𝐶𝐻 представлен на рисунке 3.17 г) для σ = 0.11.
При дальнейшем увеличении параметра связи σ хаотический аттрактор ℛ𝐶𝐻

приближается к сепаратрисе, касается ее при σ = 0.1125 и исчезает из-за би­
фуркации кризиса. Изменение формы хаотических аттракторов ℬ𝐶𝐻 в зоне
моноритмичности показано на рисунке 3.17 д) для σ = 0.1225 и рисунке 3.17 е)
для σ = 0.15.

Подводя итог, можно сказать, что эта довольно простая метапопуляци­
онная модель демонстрирует богатое разнообразие динамических режимов,
сочетающих многоритмичность с различными формами синхронизации, как ре­
гулярной, так и хаотической.

3.3.2 Стохастические переходы в зонах би- и триритмичности

В этом подразделе показываются дополнительные эффекты, вызван­
ные случайным возмущением, для аттракторов системы (3.2)-(3.3) при µ1 =

2.2, µ2 = 2.4. Результаты стохастического воздействия существенно зависят от
типов детерминированных аттракторов и геометрии их бассейнов притяжения.
Рассмотрим индуцированные шумом эффекты для некоторых, обсуждавшихся
выше, ключевых случаев детерминированной динамики.

Зона биритмичности 0 < σ < 0.03937: 2-цикл + 2-цикл

В этой зоне биритмичности зафиксируем σ = 0.03. На рисунке 3.17 а)
представлены сосуществующие 2-циклы ℬ2𝐶 и ℛ2𝐶 , соответствующие режимам
синфазной и противофазной синхронизации детерминированной системы (3.2)
при µ1 = 2.2, µ2 = 2.4 для этого значения параметра σ.

При слабом шуме случайные решения, начинающиеся с детерминирован­
ных циклов, располагаются в своих зонах притяжения. По мере увеличения
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а) б)

в) г)
Рисунок 3.18 — Стохастическая система (3.2)-(3.3) при µ1 = 2.2, µ2 = 2.4 и
σ = 0.03: а) временные ряды 𝑥- (зелёный) и 𝑦-координат (коричневый) реше­
ний, начинающиеся с противофазного цикла ℛ2𝐶 , индикатор синхронизации
𝑧 (синий); б) случайные состояния решений, начинающиеся с ℛ2𝐶 , индикатор
синхронизации 𝑧 в зависимости от интенсивности шума ε; в) доверительные
эллипсы вокруг состояний противофазного цикла ℛ2𝐶 и синфазного цикла ℬ2𝐶

для ε = 0.01 (синий) и ε = 0.03 (красный); г) цветная шкала вероятности
разрушения противофазной синхронизации

шума растет дисперсия, и решения могут переходить из одного бассейна
в другой. На рисунке 3.18 а) показан пример такого перехода со изменени­
ем типа синхронизации для ε = 0.07. Здесь построены временные ряды
𝑥- (зелёный) и 𝑦-координат (коричневый) решений, начинающиеся с проти­
вофазного цикла ℛ2𝐶 . Как видно, после некоторого переходного процесса
противофазная синхронизация разрушается и временные ряды начинают прояв­
лять синфазную синхронизацию. Здесь используется индикатор синхронизации
𝑧𝑡 = sgn ((𝑥𝑡+1 − 𝑥𝑡)(𝑦𝑡+1 − 𝑦𝑡)). Этот индикатор, изображенный синим цветом,
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позволяет однозначно определить момент времени смены режима с противо­
фазного на синфазный. Следует отметить, что для ε = 0.07 сохраняется режим
синфазной синхронизации.

Детали индуцированного шумом преобразования распределений коорди­
нат решений системы (3.2)-(3.3) при µ1 = 2.2, µ2 = 2.4, начинающиеся с ℛ2𝐶 ,
показаны на рисунке 3.18 б). Здесь пороговая интенсивность шума, обозначаю­
щая переход от ℛ2𝐶 к ℬ2𝐶 , хорошо локализована как по скачкам распределения,
так и по индикатору синхронизации 𝑧. Таким образом, с ростом шума про­
исходит разрушение режима противофазной синхронизации. При дальнейшем
увеличении шума, при ε > 0.2 начинают наблюдаться двунаправленные
стохастические переходы ℛ2𝐶 ↔ ℬ2𝐶 . Это подтверждается переключением ин­
дикатора синхронизации между значениями 1 и −1.

Воспользуемся методом функции стохастической чувствительности и ме­
тодом доверительных областей (теория описана в главе 1). Заметим, что размер
эллипса пропорционален интенсивности шума ε. Выход эллипса в бассейн друго­
го аттрактора можно использовать для оценки пороговой интенсивности шума.

На рисунке 3.18 в) вокруг состояний противофазного цикла ℛ2𝐶 и син­
фазного цикла ℬ2𝐶 построены доверительные эллипсы для двух значений
интенсивности шума ε = 0.01 (синий) и ε = 0.03 (красный). Как видно, при
одинаковой интенсивности шума доверительные эллипсы для ℛ2𝐶 намного боль­
ше, чем для ℬ2𝐶 . Это означает, что с ростом шума более вероятен переход
ℛ2𝐶 → ℬ2𝐶 . Эллипсы при ε = 0.01 целиком принадлежат бассейну ℛ2𝐶 , по­
этому шум такой интенсивности не провоцирует стохастические переходы. При
ε = 0.03 эллипсы частично лежат в бассейне ℬ2𝐶 , поэтому происходит стохасти­
ческий переход ℛ2𝐶 → ℬ2𝐶 . Необходимо отметить, что такое предсказывание
на основе доверительных эллипсов хорошо согласуется с результатами прямого
численного моделирования, представленными на рисунке 3.18 б).

Некоторые дополнительные детали феномена индуцированной шумом раз­
рушения противофазной синхронизации во всей зоне биритмичности 0 < σ <

0.03937 показаны на рисунке 3.18 г). Здесь в цветной шкале представлена веро­
ятность стохастических переходов ℛ2𝐶 → ℬ2𝐶 на временном интервале [0, 104].
Как можно заметить, увеличение параметра связи σ означает увеличение веро­
ятности разрушения противофазного режима.
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Зона триритмичности 0.09495 < σ < 0.09552: 2-цикл + 6-цикл + хаос

В этой зоне триритмичности зафиксируем σ = 0.0952. На рисунке 3.17 в)
представлены сосуществующие 2-цикл ℬ2𝐶 , 6-цикл 𝒢6𝐶 и хаотический аттрак­
тор ℛ𝐶𝐻 . Следует обратить внимание, что ℬ2𝐶 представляет собой регулярную
синфазную синхронизацию, тогда как 𝒢6𝐶 и ℛ𝐶𝐻 соответствуют режимам регу­
лярной и хаотической противофазной синхронизации. Сосуществование сразу
трёх аттракторов усложняет стохастические преобразования.

а) б)

в) г)

Рисунок 3.19 — Стохастическая система (3.2)-(3.3) при µ1 = 2.2, µ2 = 2.4 в зоне
триритмичности 0.09495 < σ < 0.09552: для а)-г) параметр связи σ = 0.0952.
В а) и б) построены временные ряды решений, начинающиеся с 6-цикла 𝒢6𝐶 .
Индикатор 𝑧 показан синим цветом. В в) построены случайные состояния реше­
ний, начинающиеся с 6-цикла, после 100 переходных итераций. В г) красным

отмечен старший показатель Ляпунова
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Рассмотрим поведение стохастических решений системы (3.2)-(3.3) при
µ1 = 2.2, µ2 = 2.4, начинающиеся с детерминированного 6-цикла 𝒢6𝐶 . При сла­
бом шуме интенсивностью ε = 0.0001 эти решения локализуются вблизи точек
детерминированного цикла (см. красные точки на рисунке 3.19 в)). При боль­
шем шуме интенсивностью ε = 0.001 решения переходят в бассейн ℛ𝐶𝐻 . Этот
переход можно увидеть во временных рядах (рисунок 3.19 а)) и случайных со­
стояниях (рисунок 3.19 в), зелёный). Следует отметить, что при этих переходах
противофазная синхронизация сохраняется, но меняется от регулярной к хао­
тической. Это также подтверждается графиком (зелёный) старшего показателя
Ляпунова Λ(ε), представленным на рисунке 3.20 б).

При дальнейшем увеличении шума начинают наблюдаться новые стоха­
стические переходы. При ε = 0.02 случайные решения попадают в область
синфазного 2-цикла ℬ2𝐶 и продолжают колебаться с малыми амплитудами вбли­
зи его состояний (см. временной ряд на рисунке 3.19 б) и фазовые состояния,
показанные синим цветом на рисунке 3.19 в)). Детали такого двухэтапного пре­
образования с постепенным увеличением интенсивности шума ε можно увидеть
на рисунке 3.19 г). Здесь старший показатель Ляпунова отмечен красным.

а) б)
Рисунок 3.20 — Стохастическая система (3.2)-(3.3) при µ1 = 2.2, µ2 = 2.4 в
зоне триритмичности 0.09495 < σ < 0.09552: а) доверительные эллипсы для
ε = 0.0002 (синий) и ε = 0.001 (красный) вместе с частью бассейна (светло-
зелёный) детерминированного 6-цикла (зелёный) при σ = 0.0952; б) графики

старшего показателя Ляпунова Λ(ε) для разных значений σ

В этом преобразовании можно увидеть два важных перехода: «противо­
фазная синхронизация» → «синфазная синхронизация» и «порядок» → «хаос»
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→ «порядок». Необходимо обратить внимание, что такие переходы наблюдают­
ся для всей зоны триритмичности параметра σ (см. рисунок 3.20 б)).

На рисунке 3.20 а) продемонстрированы возможности аналитического ис­
следования стохастических переходов из бассейна 𝒢6𝐶 в бассейн ℛ𝐶𝐻 с помощью
доверительных эллипсов. Здесь построены доверительные эллипсы для ε =

0.0002 (синий) и ε = 0.001 (красный) вместе с частью бассейна (зелёный) вбли­
зи одной из точек детерминированного цикла 𝒢6𝐶 , а бассейн ℛ𝐶𝐻 изображен
белым. Меньший эллипс целиком принадлежит бассейну 𝒢6𝐶 , поэтому при ин­
тенсивности шума ε = 0.0002 не наблюдаются стохастические переходы. При
ε = 0.001 эллипс частично занимает бассейн ℛ𝐶𝐻 , поэтому происходит стоха­
стический переход 𝒢6𝐶 → ℛ𝐶𝐻 («порядок» → «хаос»).

При выходе параметра σ из рассматриваемой параметрической зоны и
пересечении точки бифуркации σ = 0.09552 слева направо хаотический ат­
трактор ℛ𝐶𝐻 касается границы бассейна 6-цикла 𝒢6𝐶 и исчезает. В результате
система (3.2) при µ1 = 2.2, µ2 = 2.4 трансформируется из триритмичной в
биритмичную с сосуществованием 2-цикла ℬ2𝐶 и 6-цикла 𝒢6𝐶 .

Зона биритмичности 0.09552 < σ < 0.09611: 2-цикл + 6-цикл

В этой зоне биритмичности зафиксируем σ = 0.096, когда сосуществуют
2-цикл ℬ2𝐶 и 6-цикл 𝒢6𝐶 .

На рисунке 3.21 а) показаны сосуществующие 2-цикл ℬ2𝐶 (синий) и 6-цикл
𝒢6𝐶 (темно-зелёный). Здесь бассейн ℬ2𝐶 показан голубым цветом, остальная
часть фазовой плоскости соответствует бассейну 𝒢6𝐶 . Однако бассейн 𝒢6𝐶 мож­
но разделить на две части: зелёную и белую. Такое разделение объясняется
разными типами переходных процессов. Детерминированная траектория, на­
чинающаяся в точке зелёной части, быстро сходится к циклу 𝒢6𝐶 . Эту часть
бассейна 𝒢6𝐶 называют коротким переходным («short transient») бассейном
(𝑆𝑇 -бассейном). При вычислениях точка (𝑥0, 𝑦0) принадлежит 𝑆𝑇 -бассейну, ес­
ли для точки (𝑥𝑡, 𝑦𝑡) решения, начинающегося в (𝑥0, 𝑦0), выполнено условие
ρ[(𝑥𝑡, 𝑦𝑡),𝒢6𝐶 ] < 0.001 при 𝑡 ⩽ 100. Здесь используется следующая метрика:
ρ[(𝑥, 𝑦),𝒢6𝐶 ] = max1⩽𝑘⩽6(|𝑥− 𝑥𝑘|+ |𝑦 − 𝑦𝑘|), где (𝑥1, 𝑦1), . . . , (𝑥6, 𝑦6)— это состо­
яния детерминированного 6-цикла 𝒢6𝐶 .
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а) б)

в) г)

Рисунок 3.21 — Детерминированная система (3.2) при µ1 = 2.2, µ2 = 2.4 и
σ = 0.096: а) бассейн притяжения (светло-синий) 2-цикла ℬ2𝐶 (синий), ко­
роткий переходный (𝑆𝑇 ) бассейн (зелёный) 6-цикла 𝒢6𝐶 (темно-зелёный); б)
увеличенный фрагмент 𝑆𝑇 -бассейна с точками 𝒮(1.614, 0.403) и ℒ(1.618, 0.403);
в, вверху) временной ряд решений, начинающихся в точках 𝒮 (синий) и ℒ (крас­
ный); в, внизу) показатель Ляпунова Λ𝑇 для переходных процессов решений,
начинающихся в точках 𝒮 и ℒ; г) фазовая траектория решения, начинающаяся

в точке ℒ

Как видно на рисунке 3.21 а) 𝑆𝑇 -бассейн имеет фрактальную структуру.
Вблизи точек (𝑥𝑘, 𝑦𝑘) находятся сплошные (плотно закрашенные) части 𝑆𝑇 -
бассейна (см. увеличенный фрагмент на рисунке 3.21 б)). Подобные сплошные
части можно увидеть и в других местах, но в основном 𝑆𝑇 -бассейн имеет решет­
чатую структуру. Чтобы проиллюстрировать короткие и длинные переходные
процессы, рассмотрим решения, начинающиеся в близких точках 𝒮(1.614, 0.403)
и ℒ(1.618, 0.403), где 𝒮 принадлежит 𝑆𝑇 -бассейну, а ℒ— не принадлежит (см.
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рисунок 3.21 б)). В верхней части рисунка 3.21 в) соответствующими цветами
показаны временные ряды 𝑦-координат решений, начинающихся в точках 𝒮
(синий) и ℒ (красный). Как видно, для точек, не лежащих в 𝑆𝑇 -бассейне, пе­
реходный процесс может быть очень длительным.

Теперь сосредоточимся на пространственном расположении фазовых со­
стояний решений, для которых характерен длительный переходный процесс.
На рисунке 3.21 г) показана фазовая траектория решения, начинающаяся в
точке ℒ. Интересно, что геометрия точек этой траектории аналогична хаоти­
ческому аттрактору ℛ𝐶𝐻 , показанному на рисунке 3.17 в) для σ = 0.0952.
Действительно, на рисунке 3.21 г) мы видим пример переходного хаоса [137].
Хаотический характер этого переходного процесса подтверждается положитель­
ными значениями старшего показателя Ляпунова Λ𝑇 , показанными внизу на
рисунке 3.21 в). Здесь для решений, начинающихся в точках 𝒮 (синий) и ℒ (крас­
ный), построен график Λ𝑇 , рассчитанный на переходном интервале 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇 .

Рисунок 3.22 — Детерминированная система (3.2) при µ1 = 2.2, µ2 = 2.4 и
σ = 0.096: динамика совокупности решений детерминированной системы (3.2),
начинающихся с 𝑡 = 0 из узлов равномерной сетки на квадрате [0, 2] × [0, 2].

Хорошо виден переходный аттрактор от 𝑡 = 100 до 𝑡 = 3000

На рисунке 3.22 показано расположение совокупности состояний систе­
мы (3.2) при µ1 = 2.2, µ2 = 2.4 и σ = 0.096 после 𝑡 итераций для 𝑡 =

2, 10, 100, 1000, 3000, 5000. В качестве начальных точек взяты узлы равномер­
ной сетки на квадрате [0, 2]× [0, 2] плоскости (𝑥, 𝑦). Видно, что уже при 𝑡 = 100

эта совокупность практически совпадает с множеством точек, показанным на
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рисунке 3.21 г). Этот переходный аттрактор, видимый до 𝑡 = 3000, разрушает­
ся и превращается в множество из шести точек устойчивого 6-цикла 𝒢6𝐶 . Итак,
этот переходный аттрактор описывает некоторое метастабильное состояние си­
стемы (3.2) с достаточно большой продолжительностью.

а) б)

в)
Рисунок 3.23 — Стохастическая система (3.2)-(3.3) при µ1 = 2.2, µ2 = 2.4 и σ =

0.096: а) временные ряды решений, начинающиеся с 6-цикла 𝒢6𝐶 ; б) случайные
состояния решений, начинающиеся с 6-цикла 𝒢6𝐶 для ε = 0.0001 (синий) и
ε = 0.0006 (красный); в) 𝑆𝑇 -бассейн (зелёный) 𝒢6𝐶 и доверительные эллипсы

для ε = 0.0001 (синий) и ε = 0.0006 (красный)

Рассмотрим теперь, как эти особенности детерминированной модели влия­
ют на поведение стохастической системы. На рисунке 3.23 а) для σ = 0.096, ε =

0.0006 показаны временные ряды решений стохастической системы (3.2)-(3.3)
при µ1 = 2.2, µ2 = 2.4, начинающиеся с детерминированного 6-цикла 𝒢6𝐶 .
Здесь наблюдается переход от регулярных зашумленных колебаний вблизи 𝒢6𝐶

к более сложным стохастическим колебаниям. Соответствующая фазовая тра­
ектория показана красным на рисунке 3.23 б). Форма этих фазовых состояний
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аналогична форме детерминированного переходного аттрактора, показанного
на рисунке 3.21 г).

Такое поведение стохастических решений можно объяснить выходом слу­
чайных траекторий из 𝑆𝑇 -бассейна детерминированного цикла 𝒢6𝐶 в зону
длительных переходных процессов. На рисунке 3.23 в) показано, как эти пе­
реходы можно исследовать аналитически с помощью доверительных эллипсов.
Для слабого шума ε = 0.0001 эллипс (синий) принадлежит 𝑆𝑇 -бассейну, а для
ε = 0.0006 больший эллипс (красный) выходит из 𝑆𝑇 -бассейна. Такое распо­
ложение доверительных эллипсов и 𝑆𝑇 -бассейна сигнализирует о том, что при
ε = 0.0001 случайные состояния располагаются вблизи состояний детермини­
рованного цикла 𝒢6𝐶 , а при ε = 0.0006 происходит индуцированное шумом
образование стохастического аттрактора другой формы (изображен красным
цветом на рисунке 3.23 б)). Это предсказание подтверждается сравнением ри­
сунка 3.23 б) и рисунка3.23 в).

Следует отметить, что такая трансформация случайных распределений
сопровождается переходом от порядка к хаосу (см. смену знака старшего пока­
зателя Ляпунова на рисунке 3.20 б) при σ = 0.096).

Зона биритмичности 0.09768 < σ < 0.11255: 2-цикл + хаос

Обсудим стохастические эффекты в этой зоне параметров при сосущество­
вании 2-цикла ℬ2𝐶 и хаотического аттрактора ℛ𝐶𝐻 для σ = 0.11. Для σ = 0.11

детерминированные аттракторы с их бассейнами показаны на рисунке 3.17 г),
а соответствующие временные ряды — на рисунке 3.24 а).

Рассмотрим стохастические решения, начинающиеся с точки хаотического
аттрактора ℛ𝐶𝐻 . Деформации распределений этих решений при постепенном
увеличении интенсивности шума показаны на рисунке 3.24 б). Здесь отчетливо
видны два качественных изменения: первое соответствует переходу из бассейна
хаотического аттрактора в окрестности 2-цикла, второй связан с возникно­
вением двусторонних переходов между этими аттракторами. Как видно на
графике показателя Ляпунова Λ (красный), первое преобразование сопровож­
дается переходом от хаоса к порядку. Эти преобразования проиллюстрированы
временными рядами на рисунке 3.24 в) для ε = 0.01 и на рисунке 3.24 г) для
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а) б)

в) г)

д)
Рисунок 3.24 — Стохастические преобразования в системе (3.2)-(3.3) при µ1 =
2.2, µ2 = 2.4 и σ = 0.11: а) временные ряды 𝑥- (зелёный) и 𝑦-координат (ко­
ричневый) детерминированных аттракторов ℬ2𝐶 (сверху) и ℛ𝐶𝐻 (снизу); б)
случайные состояния системы (3.2)-(3.3) в зависимости от интенсивности шума
ε; в) временные ряды решений, начинающиеся с ℛ𝐶𝐻 для ε = 0.01; г) времен­
ные ряды решений, начинающиеся с ℬ2𝐶 для ε = 0.3; д) доверительные эллипсы

для ε = 0.03 (синий пунктир) и ε = 0.1 (красный пунктир)
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ε = 0.3. На рисунке 3.24 г) показано, как второе преобразование, связанное с
разрушением синфазной синхронизации, можно проанализировать с помощью
доверительных эллипсов: для ε = 0.03 эллипсы (синий) лежат в бассейне ℬ2𝐶 ,
а для ε = 0.1 эллипсы (красный) захватывают бассейн хаотического аттрак­
тора ℛ𝐶𝐻 .

а) б)
Рисунок 3.25 — Статистики индуцированных шумом преобразований в зонах
мультиритмичности системы (3.2)-(3.3) при µ1 = 2.2, µ2 = 2.4: а) вероятность
𝑝(ε) переходов из противофазного режима синхронизации в синфазный режим;

б) старший показатель Ляпунова Λ(ε)

Завершая исследование зон мультиритмичности, сравним, как зависят ве­
роятность перехода 𝑝 из противофазного режима в синфазный и показатели
Ляпунова Λ от σ и ε. На рисунке 3.25 а) для различных значений σ построены
графики вероятности переходов от соответствующих противофазных аттрак­
торов к синфазному 2-циклу ℬ2𝐶 . Как видно, ε-интервал, соответствующий
началу этих переходов, достаточно узок. С увеличением параметра связи σ эти
переходы происходят при меньшей интенсивности шума.

На рисунке 3.25 б) для различных значений σ, при которых существует
хаотический аттрактор ℛ𝐶𝐻 , показаны старшие показатели Ляпунова для ре­
шений, начинающихся с ℛ𝐶𝐻 . Общим свойством здесь является подавление
хаоса шумом: чем больше σ, тем меньшая интенсивность шума необходима для
подавления хаоса.
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Зона моноритмичности 0.11255 < σ < 0.1224: 2-цикл

В этой моностабильной зоне все решения детерминированной системы,
независимо от исходных данных, стремятся к циклу ℬ2𝐶 . В данном подразделе
будем рассматривать влияние случайных возмущений для двух значений пара­
метра связи: σ = 0.115 и σ = 0.122.

а) б)

в) г)
Рисунок 3.26 — Стохастические преобразования в системе (3.2)-(3.3) при µ1 =
2.2, µ2 = 2.4 и σ = 0.115: а), б) временные ряды и фазовые траектории ре­
шений, начинающиеся с 2-цикла ℬ2𝐶 ε = 0.02 (синий) и ε = 0.1 (красный);
в) координаты случайных состояний и индикатора синхронизации 𝑧 (синий) в
зависимости от интенсивности шума ε; г) доверительные эллипсы для ε = 0.02

(синий пунктир) и ε = 0.1 (красный пунктир) вокруг точек 2-цикла ℬ2𝐶 (синий)
показаны на фоне 𝑆𝑇 -бассейна, изображенного голубым цветом

Стохастические преобразования колебательных режимов в системе (3.2)-
(3.3) при µ1 = 2.2, µ2 = 2.4 и σ = 0.115 продемонстрированы на рисун­
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ке 3.26. Здесь на рисунке 3.26 а),б) можно сравнить временные ряды и фазовые
траектории решений системы (3.2)-(3.3), начинающиеся с 2-цикла ℬ2𝐶 для ин­
тенсивностей шума ε = 0.02 (синий) и ε = 0.1 (красный). Как видно для
меньшего шума с интенсивностью ε = 0.02, стохастическое решение (синий) де­
монстрирует колебания малой амплитуды вблизи ℬ2𝐶 . Для ε = 0.1 случайная
траектория (красный) демонстрирует большие отклонения от зоны расположе­
ния детерминированного 2-цикла.

Детали качественных преобразований разброса случайных состояний в
зависимости от интенсивности шума ε показаны на рисунке 3.26 в). Здесь на­
ряду с координатами 𝑥 и 𝑦 изображен индикатор синхронизации 𝑧. Как можно
заметить, такое преобразование в геометрии стохастических траекторий сопро­
вождается временными разрушениями режима синфазной синхронизации.

На рисунке 3.26 г) показано, как эти качественные изменения стоха­
стического колебательного режима можно теоретически проанализировать с
помощью доверительных эллипсов. В этом анализе, как отмечалось выше, опре­
деляющей точкой является взаимное расположение доверительных эллипсов и
𝑆𝑇 -бассейна (голубой). Действительно, при ε = 0.02 эллипсы (синий пунктир)
полностью лежат в 𝑆𝑇 -бассейне цикла ℬ2𝐶 , а при ε = 0.1 эллипсы (красный
пунктир) частично занимают бассейн длительных переходных процессов (бе­
лый цвет).

Сравним эти результаты, полученные для σ = 0.115, со случаем σ = 0.122,
который ближе к точке бифуркации σ = 0.1224 (см. бифуркационную диаграм­
му на рисунке 3.16). На рисунке 3.27 показаны необходимые иллюстрации для
случая σ = 0.122. Сравнивая рисунок 3.27 с рисунком 3.26, можно сделать
вывод, что обсуждаемое стохастическое преобразование в последнем случае с
σ = 0.122 происходит при значительно меньшей интенсивности шума ε. Этот
вывод также хорошо подтверждается методом доверительных эллипсов (мож­
но сравнить рисунок 3.26 г) и рисунок 3.27 г)).

В качестве заключительного этапа исследований этого подраздела срав­
ним поведение показателей Ляпунова Λ(ε) в рассматриваемой зоне моноста­
бильности изменений параметра σ. На рисунке 3.28 показаны графики функции
Λ(ε) для различных значений параметра σ. Как видно, поведение этих функций
имеет общую особенность: по мере увеличения интенсивности шума значения
функции Λ сначала увеличиваются, а затем уменьшаются. Следует отметить,
что при нахождении вблизи точки бифуркации кризиса σ = 0.1224 старший
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а) б)

в) г)
Рисунок 3.27 — Стохастические преобразования в системе (3.2)-(3.3) при µ1 =
2.2, µ2 = 2.4 и σ = 0.122: а), б) временные ряды и фазовые траектории реше­
ний, начинающиеся с 2-цикла ℬ2𝐶 ε = 0.003 (синий) и ε = 0.01 (красный); в)
координаты случайных состояний и индикатора синхронизации 𝑧 (синий) в за­
висимости от интенсивности шума ε; г) доверительные эллипсы для ε = 0.003

(синий пунктир) и ε = 0.01 (красный пунктир) вокруг точек 2-цикла ℬ2𝐶 (си­
ний) показаны на фоне 𝑆𝑇 -бассейна, изображенного голубым цветом

показатель Ляпунова меняет знак. Такое изменение сигнализирует о индуциро­
ванном шумом переходе системы от порядка к хаосу.

Если подвести итог, то исследование в данном разделе показало, что даже
в очень простой системе, состоящей из двух популяций, связанных миграцией,
возможны самые разнообразные динамические режимы, как регулярные, так и
хаотические. Более того, в зависимости от исходных данных в системе может
наблюдаться сосуществование трех колебательных режимов. Показано, что эти
режимы весьма чувствительны как к изменению интенсивности миграции, так
и к неизбежным случайным возмущениям. Эти результаты позволяют пролить
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Рисунок 3.28 — Старший показатель Ляпунова стохастической системы (3.2)-
(3.3) при µ1 = 2.2, µ2 = 2.4 для разных значений параметра связи σ в зависи­

мости от интенсивности шума ε

свет на внутренние механизмы, вызывающие неожиданные трансформации по­
пуляционных процессов.

3.4 Взаимодействие равновесной и хаотической популяций

3.4.1 Модель 1. Влияние миграции и шума на переходы хаос-
порядок-хаос

Интересно исследовать поведение метапопуляции, когда изолированные
подсистемы находятся в противоположных режимах: одна из подсистем прояв­
ляет режим устойчивого равновесия, а другая — хаотический режим. В данном
подразделе сосредоточимся на этом случае и зафиксируем значения параметров
µ1 = 1.8 (равновесный режим) и µ2 = 3 (хаотический режим) (см. рисунок 3.1).

Вариативность динамических режимов системы (3.2) при µ1 = 1.8, µ2 = 3

можно увидеть на рисунке 3.29 а), где построена бифуркационная диаграмма
в зависимости от параметра σ. Здесь красным и серым цветом изображе­
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а)

б) в)
Рисунок 3.29 — Система (3.2) при µ1 = 1.8, µ2 = 3: а) бифуркационная диаграм­
ма в зависимости от параметра σ; увеличенные фрагменты бифуркационной

диаграммы б) в параметрической зоне 𝐼; в) в параметрической зоне 𝐼𝐼

ны, соответственно, 𝑥- и 𝑦-координаты аттракторов. Важную информацию
об изменении динамических режимов можно извлечь из старшего показателя
Ляпунова, показанного синим цветом. С ростом параметра σ в системе (3.2)
наблюдается большое разнообразие динамических режимов: зоны порядка че­
редуются с зонами хаоса, а в окнах порядка наблюдаются циклы с различными
периодами. Следует подчеркнуть, что миграции популяций с некоторым ко­
эффициентом связи σ преобразуют связанное хаотическое поведение в новый
регулярный периодический режим.

Далее остановимся на двух зонах параметров с качественно различной
динамикой. Увеличенные фрагменты бифуркационной диаграммы представле­
ны на рисунке 3.29 б) для 0.05 < σ < 0.015 (зона 𝐼) и на рисунке 3.29 в) для
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0.1379 < σ < 0.1419 (зона 𝐼𝐼). В зоне 𝐼 можно увидеть окно периодичности,
окруженное хаосом. Когда параметр σ проходит точку бифуркации кризиса
σ1 = 0.008401 слева направо, хаотический режим разрушается и появляется
устойчивый 3-цикл. Этот цикл устойчив до σ2 = 0.01041. При дальнейшем
увеличении параметра σ система претерпевает каскад бифуркаций удвоения
периода и вновь переходит в хаос.

а)

б)

в)
Рисунок 3.30 — Аттракторы и временные ряды системы (3.2) при µ1 = 1.8, µ2 =

3 в параметрической зоне моностабильности 𝐼: а) σ = 0.005; б) σ = 0.01; в)
σ = 0.015. Во временных рядах координата 𝑥 показана красным цветом, а

координата 𝑦 — синим
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На рисунке 3.30 для зоны параметров 𝐼 представлены характерные ат­
тракторы и соответствующие им временные ряды для системы (3.2) при µ1 =

1.8, µ2 = 3 при: а) σ = 0.005 (хаос), б) σ = 0.01 (3-цикл) и в) σ = 0.015

(хаос). Во временных рядах координата 𝑥 показана красным цветом, а коорди­
ната 𝑦 — синим. Интересно, что амплитуда координаты 𝑦 в случае хаоса а) и
в) практически одинакова, тогда как амплитуда координаты 𝑥 в хаосе случая
в) значительно больше. В хаотических временных рядах наблюдается времен­
ная стабилизация вблизи неустойчивого равновесия 𝑀 . Следует отметить, что
в зоне параметров 𝐼 система (3.2) моностабильна.

Рассмотрим теперь параметрическую зону 𝐼𝐼. В отличие от зоны 𝐼, в
зоне 𝐼𝐼 система (3.2) при µ1 = 1.8, µ2 = 3 является бистабильной. Здесь сосу­
ществуют два аттрактора: один из них представляет собой устойчивый 3-цикл,
который практически не меняется с ростом σ. А второй аттрактор существу­
ет в разных формах: как регулярной, так и хаотической (см. рисунок 3.29 в)).
В зоне параметров 𝐼𝐼 система проявляет сложную форму бистабильности —
биритмичность. Различные варианты биритмичности проиллюстрированы на
рисунке 3.31 для трех значений параметра σ. Слева показаны сосуществующие
аттракторы и их бассейны притяжения, а справа — соответствующие временные
ряды. Во всех случаях одним из аттракторов является 3-цикл, показанный ко­
ричневыми точками. Другими аттракторами (зелёными), сосуществующими с
этим 3-циклом, являются следующие: 6-кусочный хаос для σ = 0.138, 12-цикл
для σ = 0.1395 и 6-цикл для σ = 0.141. Бассейн притяжения 3-цикла (показан
оранжевым цветом) имеет сложную фрактальную структуру.

Таким образом, представленные примеры показывают, что в результате
миграций между двумя моностабильными подсистемами совместная динамика
системы может трансформироваться в биритмичную с сосуществованием как
двух регулярных, так и регулярного с хаотическим колебательными режимами.

Теперь исследуем дополнительные эффекты, вызванные случайным воз­
мущением, для аттракторов системы (3.2)-(3.3) при µ1 = 1.8, µ2 = 3.
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а)

б)

в)
Рисунок 3.31 — Сосуществующие аттракторы, их бассейны притяжения и вре­
менные ряды системы (3.2) при µ1 = 1.8, µ2 = 3 в параметрической зоне
бистабильности 𝐼𝐼 для: а) σ = 0.138; б) σ = 0.1395; в) σ = 0.141. Здесь 3-
циклы показаны коричневым цветом, а сосуществующие аттракторы — показа­
ны зелёным: а) хаос; б) 12-цикл; в) 6-цикл. Во временных рядах координата 𝑥

показана красным цветом, а координата 𝑦 — синим

Индуцированные шумом феномены в зоне моностабильности 𝐼

Рассмотрим влияние шума в зоне параметров σ1 < σ < σ2, где в детер­
минированной системе (3.2) при µ1 = 1.8, µ2 = 3 единственным аттрактором
является 3-цикл (см. рисунок 3.29 б)).
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а) б) в)

г) д)
Рисунок 3.32 — Индуцированные шумом переходы 3-цикл → хаос в систе­
ме (3.2)-(3.3) при µ1 = 1.8, µ2 = 3 и σ = 0.01 для: а) ε = 0.0005; б) ε = 0.001;
в) ε = 0.002; случайные состояния в зависимости от интенсивности шума ε г)

𝑥-координата и д) 𝑦-координата

На рисунке 3.32 для системы (3.2)-(3.3) при µ1 = 1.8, µ2 = 3 и σ = 0.01

показано, как внешнее воздействие влияет на систему при увеличении интенсив­
ности шума ε. При слабом шуме случайные решения (синий) системы (3.2)-(3.3),
начинающиеся с детерминированного 3-цикла (красный), слегка колеблются
вблизи его состояний (см. рисунок 3.32 а) для ε = 0.0005). При увеличении
шума можно наблюдать временное разрушение этого режима. При этом коле­
бания вблизи детерминированного цикла чередуются с колебаниями вдали от
него (см. рисунок 3.32 б) для ε = 0.001). Чем сильнее шум, тем больше време­
ни система проводит вдали от детерминированного цикла (см. рисунок 3.32 в)
для ε = 0.002). На рисунках 3.32 г),д) показаны детали таких преобразований
распределения случайных состояний. Здесь в зависимости от интенсивности
шума представлены 𝑥-координаты (см. рисунок 3.32 г)) и 𝑦-координаты (см.



81

рисунок 3.32 д)) случайных состояний решений системы (3.2)-(3.3), начинающи­
еся с детерминированного 3-цикла.

а) б)

Рисунок 3.33 — Старшие показатели Ляпунова для системы (3.2)-(3.3) при µ1 =
1.8, µ2 = 3 в зависимости от: а) интенсивности шума ε; б) коэффициента связи

σ

Рассмотрим теперь, как такие преобразования сопровождаются измене­
нием старшего показателя Ляпунова Λ. На рисунке 3.33 а) показаны графики
функции Λ(ε) для нескольких значений параметра σ, принадлежащих окну по­
рядка. Все эти графики имеют общую особенность: с ростом интенсивности
шума ε функция Λ(ε) меняет знак с минуса на плюс. Как и в предыдущих раз­
делах это изменение является критерием перехода от порядка к хаосу. Следует
отметить, что такой индуцированный шумом переход от порядка к хаосу для
значений σ, близких к границам окна порядка, происходит при меньших интен­
сивностях шума ε. Этот эффект хорошо виден на рисунке 3.33 б), где на фоне
бифуркационной диаграммы показаны графики Λ(σ) для разных значений ε.
Видно, что с увеличением шума окно порядка сужается и исчезает.

Таким образом, случайные возмущения разрушают окно порядка, образо­
вавшееся в результате взаимодействия в метапопуляционной системе (3.2) при
µ1 = 1.8, µ2 = 3. Этот эффект можно проанализировать аналитическим подхо­
дом с использованием метода функции стохастической чувствительности.
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Применение ФСЧ

Используя формулы (1.10), (1.11) и (1.25) из главы 1, можно вычис­
лить стохастическую чувствительность в случае 3-цикла, а также построить
доверительные эллипсы, описывающие разброс случайных состояний вокруг
детерминированного аттрактора.

а) б)
Рисунок 3.34 — Стохастическая чувствительность 3-циклов для системы (3.2)-
(3.3) при µ1 = 1.8, µ2 = 3: а) графики собственных значений матрицы стохасти­
ческой чувствительности; б) доверительные эллипсы и случайные состояния
вблизи точки 3-цикла для σ = 0.01. Здесь бифуркационные значения это

σ1 = 0.008401, σ2 = 0.01041

На рисунке 3.34 а) для системы (3.2)-(3.3) при µ1 = 1.8, µ2 = 3 сплошны­
ми и пунктирными линиями одинаковых цветов показаны графики функций
𝑚𝑖,1(σ), 𝑚𝑖,2(σ) показаны для зоны параметров 𝐼 σ1 < σ < σ2. Как вид­
но, стохастическая чувствительность точек 3-цикла существенно различается
и неограниченно возрастает вблизи точек бифуркации σ1 и σ2.

На рисунке 3.34 б) построены два доверительных эллипса вокруг одной
из точек 3-цикла для σ = 0.01 и двух значений интенсивности шума ε:
ε = 0.00005 (синий пунктир) и ε = 0.0001 (зелёный пунктир). Точками то­
го же цвета изображены случайные состояния стохастической системы (3.2)-
(3.3). Можно заметить, что доверительные эллипсы хорошо описывают особен­
ности пространственного распределения случайных состояний и их изменения
при увеличении шума.
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а)

б)

в)
Рисунок 3.35 — Метод доверительных эллипсов для стохастической систе­
мы (3.2)-(3.3) при µ1 = 1.8, µ2 = 3 для: а) σ = 0.01; б) σ = 0.0085;
в) σ = 0.00842. Слева показаны случайные состояния для ε1 (зелёный) и
ε2 (синий). Справа — точка (𝑥𝑐, 𝑦𝑐) детерминированного цикла (красный), зо­
ны 𝒜 и ℬ, доверительные эллипсы для ε1 (зелёный) и ε2 (синий). Тогда: а)
𝑥𝑐 = 1.006964, 𝑦𝑐 = 2.465029, ε1 = 0.0005, ε2 = 0.001; б) 𝑥𝑐 = 1.006109, 𝑦𝑐 =

2.464981, ε1 = 0.0001, ε2 = 0.0005; в) 𝑥𝑐 = 1.006078, 𝑦𝑐 = 2.461495, ε1 =

0.00003, ε2 = 0,0001. Начальные точки коротких регулярных (длинных хаоти­
ческих) переходных процессов показаны голубым (белым)
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Теперь рассмотрим, как можно использовать метод доверительных эл­
липсов при параметрическом анализе индуцированных шумом феноменов,
представленных выше.

На рисунке 3.35 а) слева показаны случайные состояния решений си­
стемы (3.2)-(3.3) при µ1 = 1.8, µ2 = 3 для σ = 0.01, начинающиеся с
детерминированного 3-цикла (см. рисунок 3.30 б)), для двух значений интенсив­
ности шума ε. При ε = 0.0005 эти состояния (зелёные) локализованы вблизи
точек детерминированного 3-цикла. Для большего шума ε = 0.001 эти состо­
яния (синие) имеют гораздо большую дисперсию в зонах фазовой плоскости,
находящихся далеко от детерминированного цикла. Следует отметить, что это
стохастическое распределение похоже на распределение состояний в детермини­
рованном хаотическом аттракторе (сравнить с рисунком 3.30 в)).

Столь резкое изменение динамики стохастической системы (3.2)-(3.3) при
µ1 = 1.8, µ2 = 3 можно объяснить особенностями решений исходной де­
терминированной системы (3.2). Действительно, начальное состояние решения
определяет степень сходимости этого решения к 3-циклу. Здесь в зависимости
от начальной точки возможны два варианта: решение имеет короткий переход­
ный процесс перед выходом на цикл или достаточно длительный хаотический
переходный процесс с блужданием по фазовой плоскости. В первом случае на­
чальные точки образуют подпороговую зону, а во втором — надпороговую зону.
На рисунке 3.35 а) справа изображены голубым цветом точки подпороговой зо­
ны, а точки надпороговой зоны хаотических переходных процессов — белым.

Как видно, подпороговая зона содержит сплошную (плотно закрашен­
ную) подобласть 𝒜. Дополнение ℬ к 𝒜 представляет собой смесь точек под-
и надпороговых зон и имеет решетчатую геометрию [79; 204]. Начиная пе­
реходный процесс в 𝒜, детерминированное решение демонстрирует короткий
переходный процесс. Для любой начальной точки, лежащей в ℬ с коротким
переходным процессом, существуют сколь угодно близкие начальные точки,
соответствующие длительному хаотическому переходному процессу. Такое раз­
биение фазовой плоскости на зоны 𝒜 и ℬ в детерминированной системе (3.2)
при µ1 = 1.8, µ2 = 3 позволяет выяснить механизмы возникновения индуциро­
ванного шумом хаоса в стохастической системе (3.2)-(3.3). Действительно, при
слабом шуме случайные состояния локализуются вблизи детерминированного
цикла и не выходят из зоны 𝒜. При увеличении шума разброс растет, и слу­
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чайные решения переходят из 𝒜 в ℬ, где с высокой вероятностью попадают в
зону хаотических переходных процессов.

Такой переход случайных состояний из 𝒜 в ℬ можно предсказать мето­
дом доверительных эллипсов (см. рисунок 3.35 а) справа). Здесь красной точкой
показана одна из точек 3-цикла с координатами 𝑥𝑐 = 1.006964, 𝑦𝑐 = 2.465029.
Доверительные эллипсы показаны зелёным цветом для ε = 0.0005 и синим
цветом для ε = 0.001. Как видно, маленький эллипс целиком принадлежит
зоне 𝒜. Такое расположение означает локализацию решений стохастической
системы с ε = 0.0005 вблизи детерминированного цикла. Напротив, большой
эллипс частично занимает зону ℬ. Это сигнализирует о появлении фаз хаотиче­
ского блуждания случайных траекторий стохастической системы с ε = 0.001

вдали от цикла.
На рисунках 3.35 б),в) показано, как работает этот аналитический метод,

когда параметр σ приближается к точке бифуркации кризиса σ1 = 0.008401. Ри­
сунок 3.35 б) иллюстрирует этот метод для σ = 0.0085, а рисунок 3.35 в) — для
σ = 0.00842. Как следует из этого анализа, чем ближе σ к точке бифуркации σ1,
тем меньший шум приводит к выходам в зону хаотических переходных процес­
сов. Этот эффект объясняется сочетанием двух факторов: по мере приближения
параметра σ к точке бифуркации чувствительность цикла увеличивается, а ши­
рина области 𝒜 уменьшается (см. рисунки 3.34 и 3.35 справа). Стоит отметить,
что метод доверительных эллипсов хорошо согласуется с результатами прямого
численного моделирования этих индуцированных шумом феноменов.

Индуцированные шумом феномены в зоне бистабильности 𝐼𝐼

Рассмотрим теперь влияние шума в области параметров 0.1379 < σ <

0.1419, где детерминированная система (3.2) при µ1 = 1.8, µ2 = 3 является
биритмичной с сосуществующими 3-циклом и другими колебательными аттрак­
торами, как регулярными, так и хаотическими (см. рисунок 3.31).

Здесь рассмотрим стохастические феномены для двух значений σ, кото­
рые принадлежат этой зоне параметров: σ = 0.141, где 3-цикл сосуществует с 6-
циклом (см. рисунок 3.31 в)) и σ = 0.138, где 3-цикл сосуществует с хаотическим
аттрактором (см. рисунок 3.31 а)). При малом шуме решения стохастической си­
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стемы локализуются вблизи детерминированного аттрактора, от которого они
стартуют. По мере увеличения шума дисперсия траекторий увеличивается, и
решения могут перемещаться из одного бассейна в другой.

а)

б)
Рисунок 3.36 — Индуцированные шумом переходы 6-цикл → 3-цикл → хаос
в стохастической системе (3.2)-(3.3) при µ1 = 1.8, µ2 = 3 и σ = 0.141: а)
временные ряды решений, начинающиеся с 6-цикла для ε = 0.001; б) случайные

состояния в зависимости от интенсивности шума ε

На рисунке 3.36 а) для σ = 0.141 и ε = 0.001 показаны временные ряды
случайных решений, начинающиеся с детерминированного 6-цикла. Как вид­
но, после переходного процесса с колебаниями вблизи этого 6-цикла решение
переходит в бассейн сосуществующего 3-цикла и далее колеблется вблизи него.
Дополнительные детали стохастических преобразований случайных распределе­
ний координат 𝑥 и 𝑦 показаны на рисунке 3.36 б) для σ = 0.141 в зависимости
от интенсивности шума. Здесь хорошо виден стохастический переход 6-цикл →
3-цикл. При дальнейшем росте интенсивности шума структура распределения
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резко меняется: происходит переход от зашумленного 3-цикла к новому распре­
делению с большим разбросом. На рисунке 3.37 а) показаны три характерных
распределения случайных состояний, описывающие стохастические преобразо­
вания: для ε = 0.0003 (слева), ε = 0.002 (в центре) и ε = 0.015 (справа).

а)

б)
Рисунок 3.37 — Индуцированные шумом переходы 6-цикл → 3-цикл → хаос
в стохастической системе (3.2)-(3.3) при µ1 = 1.8, µ2 = 3 для σ = 0.141: а)
стохастические аттракторы для ε = 0.0003 (слева), ε = 0.002 (в центре) и
ε = 0.015 (справа); б) старшие показатели Ляпунова Λ3(ε) (красный) и Λ6(ε)

(синий) для решений, начинающихся с 3-цикла и 6-цикла

Интересно, как меняется старший показатель Ляпунова Λ с ростом ε. На
рисунке 3.37 б) показаны два графика функции Λ(ε) для решений, начинающих­
ся с 3-цикла (Λ3, красный) и 6-цикла (Λ6, синий). При малом шуме показатели
Ляпунова для обоих циклов практически не меняются. При увеличении шума
начинают появляться переходы 6-цикл → 3-цикл, и кривая Λ6 резко возрастает
и сливается с Λ3. Такой скачок хорошо локализует зону параметра ε, где проис­
ходит переход 6-цикл → 3-цикл. При дальнейшем увеличении шума значения
Λ3(ε) ≈ Λ6(ε) начинают расти и становятся положительными. Например, для
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ε = 0.015 имеем Λ = 0.02. Это означает, что аттрактор, показанный на рисун­
ке 3.37 а) справа, хаотический. Таким образом, в стохастической системе (3.2)-
(3.3) при µ1 = 1.8, µ2 = 3 происходит стохастическое преобразование в два эта­
па: первый — это индуцированный шумом переход 6-цикл → 3-цикл, а второй
этап — индуцированное шумом преобразование от порядка к хаосу.

а)

б)
Рисунок 3.38 — Индуцированные шумом переходы хаос → 3-цикл → хаос в сто­
хастической системе (3.2)-(3.3) при µ1 = 1.8, µ2 = 3 и σ = 0.138: а) временные
ряды решений, начинающиеся с хаотического аттрактора для ε = 0.0001; б)

случайные состояния в зависимости от интенсивности шума ε

Теперь рассмотрим стохастические явления в системе (3.2)-(3.3) при µ1 =
1.8, µ2 = 3 и σ = 0.138 с более сложным вариантом биритмичности с сосуще­
ствованием 3-цикла и хаотического аттрактора (CH). На рисунке 3.38 а) для
σ = 0.138 и ε = 0.0001 показаны временные ряды случайных решений, на­
чинающиеся с детерминированного хаотического аттрактора. Здесь видно, как
после переходного процесса с колебаниями вблизи исходного детерминирован­
ного хаотического аттрактора решение переходит в бассейн сосуществующего
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3-цикла и далее колеблется вблизи него. Этот феномен и дополнительные де­
тали стохастических преобразований случайных распределений координат 𝑥 и
𝑦 показаны на рисунке 3.38 б) в зависимости от интенсивности шума ε. Здесь
хорошо виден стохастический переход CH → 3-цикл.

а)

б)
Рисунок 3.39 — Индуцированные шумом переходы хаос → 3-цикл → хаос в
стохастической системе (3.2)-(3.3) при µ1 = 1.8, µ2 = 3 для σ = 0.138: а)
стохастические аттракторы для ε = 0.00001 (слева), ε = 0.0001 (в центре) и
ε = 0.01 (справа); б) старшие показатели Ляпунова Λ3(ε) (красный) и Λ𝐶𝐻(ε)

(синий) для решений, начинающихся с 3-цикла и хаотического аттрактора

При дальнейшем росте интенсивности шума пространственная форма рас­
пределения резко меняется: происходит переход от зашумленного 3-цикла к
другому распределению с большим разбросом. На рисунке 3.39 а) показаны три
характерных распределения случайных состояний, описывающие стохастиче­
ские преобразования: для ε = 0.00001 (зашумленный хаос, слева), ε = 0.0001

(зашумленный 3-цикл, в центре) и ε = 0.01 (новый индуцированный шумом
хаос, справа).
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Рассмотрим, как в этом случае изменяется старший показатель Ляпуно­
ва Λ с ростом ε. На рисунке 3.39 б) показаны два графика функции Λ(ε) для
решений, начинающихся с сосуществующего детерминированного 3-цикла (Λ3,
красный) и детерминированного хаотического аттрактора CH (Λ𝐶𝐻 , синий).
При малом шуме обе функции Λ3(ε) и Λ𝐶𝐻(ε) практически не меняются. С
увеличением шума, при некоторой критической интенсивности, начинают по­
являться переходы CH → 3-цикл, и кривая Λ𝐶𝐻 резко убывает и сливается с
Λ3. Такой скачок хорошо локализует зону параметра ε, где происходит пере­
ход с хаотического аттрактора на 3-цикл. При дальнейшем увеличении шума
значения Λ3(ε) ≈ Λ𝐶𝐻(ε) начинают расти и становятся положительными. При
ε = 0.01 имеем Λ = 0.02. Тогда аттрактор, изображенный на рисунке 3.39 а)
справа, хаотический. Таким образом, в стохастической системе (3.2)-(3.3) при
µ1 = 1.8, µ2 = 3 и σ = 0.138 происходит двухэтапное стохастическое преоб­
разование: сначала индуцированный шумом переход CH → 3-цикл, а затем —
индуцированное шумом обратное преобразование порядок → хаос.

Подводя итог, можно сказать, что наличие связи между популяциями и
случайных возмущений может кардинально изменить динамику метапопуля­
ции, вызывая переходы от порядка к хаосу и наоборот.

3.4.2 Модель 2. Сравнительный анализ стохастических переходов
порядок-хаос

В этом подразделе так же, как в предыдущем (3.4), изучается поведение
системы в зависимости от σ в случае, когда первая изолированная подсистема
находится в равновесном состоянии с µ1 = 1, а вторая изолированная подси­
стема — в хаотическом с µ2 = 2.8. Но в текущем подразделе сделан акцент на
сравнении устойчивости режимов к случайным воздействиям.

На рисунке 3.40 а) представлены изменения динамических режимов в
метапопуляционной модели (3.2) при µ1 = 1, µ2 = 2.8 при варьировании
параметра σ, где красным цветом изображены 𝑥-координаты аттракторов, а
серым — 𝑦-координаты. Как видно, здесь наблюдается чередование периодиче­
ских и хаотических режимов: существует большое окно порядка посередине,
а затем в зоне σ > 0.16 устанавливается порядок в форме устойчивого 3-цик­
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а)

б)
Рисунок 3.40 — Бифуркационная диаграмма для системы (3.2) при µ1 = 1, µ2 =

2.8: а) σ ∈ [0; 0.2]; б) увеличенный фрагмент для σ ∈ [0.023; 0.027]

ла. Зоны порядка и хаоса хорошо различаются по знаку старшего показателя
Ляпунова, изображенного на рисунке 3.40 синим цветом.

На рисунке 3.40 б) представлен увеличенный фрагмент бифуркационной
диаграммы для 0.023 ⩽ σ ⩽ 0.027. Здесь можно видеть, как в результате
бифуркации кризиса появляется устойчивый 5-цикл, который после каскада
бифуркаций удвоения периода вновь трансформируется в хаос.

На рисунке 3.41 изображены примеры осцилляционных аттракторов си­
стемы (3.2) при µ1 = 1, µ2 = 2.8 и соответствующих временных рядов для
различных значений параметра σ: а), б) 5-цикл для σ = 0.0246; в), г) хаос для
σ = 0.027; д), е) 3-цикл для σ = 0.17.

На рисунке 3.42 а) показан увеличенный фрагмент бифуркационной диа­
граммы, изображенной на рисунке 3.40, который иллюстрирует бистабильный
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а) б)

в) г)

д) е)

Рисунок 3.41 — Аттракторы и временные ряды решений системы (3.2) при µ1 =
1, µ2 = 2.8: а), б) 5:=цикл для σ = 0.0246; в), г) хаос для σ = 0.027; д), е) 3-

цикл для σ = 0.17

режим: синим изображен 3-цикл, а красным — сосуществующий аттрактор, име­
ющий разную форму. Эта бистабильность для σ = 0.162 представлена на
рисунке 3.42 б) двумя бассейнами притяжения. Синими точками показан 3-цикл
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а) б)
Рисунок 3.42 — Зоны бистабильности системы (3.2) при µ1 = 1, µ2 = 2.8: а)

бифуркационная диаграмма; б) бассейны притяжения для σ = 0.162

со своей областью притяжения (голубой), а красным цветом изображен 6-цикл
с бассейном притяжения (белый).

Рисунок 3.43 — Бифуркационная диаграмма для детерминированной систе­
мы (3.2) при µ1 = 1, µ2 = 2.8 и показатели Ляпунова для различных значений

интенсивности шума

На рисунке 3.43 изображена бифуркационная диаграмма с показателями
Ляпунова для 0.023 ⩽ σ ⩽ 0.027 и разной интенсивности шума ε: ε = 0 (синий),
ε = 0.0002 (красный), ε = 0.0005 (зелёный). Можно заметить, что с увеличе­
нием интенсивности шума зона порядка сужается и впоследствии исчезает, что
подтверждается показателями Ляпунова. Так, например, при ε = 0.0005 стоха­
стическая система на всем интервале 0.023 ⩽ σ ⩽ 0.027 является хаотической.
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а) б)
Рисунок 3.44 — Координаты состояний стохастической системы (3.2)-(3.3) при
µ1 = 1, µ2 = 2.8 для σ = 0.0246 (5-цикл) в зависимости от интенсивности шума.

Старший показатель Ляпунова изображен красным цветом

Рассмотрим подробнее вызванную шумом стохастическую трансформа­
цию 5-цикла в хаотический аттрактор. На рисунке 3.44 для σ = 0.0246

представлена зависимость распределения точек аттрактора от интенсивности
шума. Отчетливо видно, что при малых шумах случайные состояния концен­
трируются вблизи точек цикла. Однако когда интенсивность шума превосходит
некоторое критическое значение, форма распределения случайных состояний
резко меняется — начинаются переходы между состояниями цикла. Изменение
формы распределения сопровождается переходом к хаосу, что подтверждается
положительными значениями показателя Ляпунова, изображенного красным
цветом на рисунке 3.44 б).

Используя формулы (1.10),(1.11) и (1.25) из главы 1, можно вычислить сто­
хастическую чувствительность в случае 5-цикла (например, для σ = 0.0246),
а также построить доверительные эллипсы, описывающие разброс случайных
состояний вокруг детерминированного аттрактора. На рисунке 3.45 а) показа­
ны фазовые траектории решений, стартующих с детерминированного 5-цикла.
При малом значении интенсивности шума (ε = 0.0001 случайные состояния
(красный цвет) локализуются вокруг точек 5-цикла. С увеличением интенсив­
ности шума (ε = 0.0004) распределение случайных состояний (синий цвет)
принимает качественно иную пространственную форму. Стоит отметить, что
это стохастическое распределение очень похоже на детерминированный хаос
(см. рисунок 3.41 в)), что объясняется особенностью данной модели. Что каса­
ется переходного процесса в детерминированной системе, здесь в зависимости
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а) б)
Рисунок 3.45 — Стохастические трансформации в системе (3.2)-(3.3) при µ1 =
1, µ2 = 2.8 для σ = 0.0246: а) фазовые траектории решений для 5-цикла при
ε = 0.0001 (красный) и ε = 0.0004 (синий); б) доверительные эллипсы при
ε = 0.0001 (красный пунктир) и ε = 0.0004 (синий пунктир) для точки 5-цикла

от начальной точки возможны два сценария: решение имеет короткий пере­
ходный процесс к циклу, либо достаточной долгий хаотический переходный
процесс, достаточно далекий от точек цикла. Начальные состояния, отвечаю­
щие коротким переходным процессам, изображены на рисунке 3.45 б) синим
цветом, а длинным переходным процессам — белым цветом. Видно, что синие
точки вблизи состояния цикла формируют некоторую сплошную полосу (бас­
сейн 𝒜). Вне этой полосы (бассейн ℬ) синие точки в любой, сколь угодно малой
окрестности, соседствуют с белыми.

Действительно, при слабом шуме случайные состояния локализованы
вблизи детерминированного цикла и не выходят из бассейна 𝒜. При увеличе­
нии шума дисперсия растет, и случайные решения попадают в бассейн ℬ, где с
высокой вероятностью генерируются хаотические переходные процессы. Такой
переход может быть аналитически описан с помощью метода доверительных
эллипсов. На рисунке 3.45 б) изображены эллипсы для ε = 0.0001 (красный
пунктир) и ε = 0.0004 (синий пунктир). Как видим, переход эллипса из бассей­
на 𝒜 в бассейн ℬ может быть использован для оценки критического значения
интенсивности шума, отвечающего переходу от порядка к хаосу.

Рассмотрим теперь влияние шума на поведение метапопуляционной си­
стемы в зоне 0.046 ⩽ σ ⩽ 0.054. В этой зоне наблюдается окно порядка с
устойчивым 3-циклом. Для этой зоны на рисунке 3.46 показаны детали би­
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Рисунок 3.46 — Бифуркационная диаграмма для системы (3.2) при µ1 = 1, µ2 =

2.8 с показателями Ляпунова

фуркационной диаграммы с показателями Ляпунова для разной интенсивности
шума: ε = 0 (синий цвет), ε = 0.0002 (красный цвет), ε = 0.001 (зелёный
цвет). Здесь, аналогично случаю, рассмотренному на рисунке 3.43, можно ви­
деть, что с увеличением интенсивности шума зона порядка сужается и затем
исчезает. В системе происходит переход от порядка к хаосу, что подтверждает­
ся показателем Ляпунова, например, для ε = 0.001. Как видим, здесь 3-цикл
трансформируется в хаотический аттрактор при гораздо большем шуме, чем
рассмотренный выше 5-цикл.

а) б)
Рисунок 3.47 — Координаты случайных состояний системы (3.2)-(3.3) при µ1 =
1, µ2 = 2.8 для σ = 0.0483 (3-цикл) в зависимости от интенсивности шума с

показателем Ляпунова (красный)
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Проанализируем детали стохастической трансформации 3-цикла для σ =

0.0483 из окна порядка (см. рисунок 3.46). На рисунке 3.47 представлена зави­
симость распределения точек аттрактора от интенсивности шума ε. В данном
случае также хорошо заметно, что с увеличением интенсивности шума про­
исходит переход от 3-цикла к хаотическому аттрактору, что подтверждается
показателем Ляпунова на рисунке 3.47 б).

Рисунок 3.48 — Бифуркационная диаграмма для системы (3.2) при µ1 = 1, µ2 =

2.8 с показателями Ляпунова

Теперь рассмотрим достаточно большую параметрическую зону 0.15 ⩽

σ ⩽ 0.51, где регулярным аттрактором системы тоже является 3-цикл. На ри­
сунке 3.48 изображена бифуркационная диаграмма с показателями Ляпунова
для разной интенсивности шума: ε = 0 (синий цвет), ε = 0.01 (красный цвет),
ε = 0.05 (зелёный цвет), ε = 0.1 (черный цвет). В отличие от случаев выше,
эта зона 3-цикла устойчива к шуму и сохраняет режим порядка, что подтвер­
ждается показателями Ляпунова.

Исследуем влияние случайного шума на 3-циклы из зоны 0.15 ⩽ σ ⩽ 0.51,
а именно для σ = 0.17 (см. рисунок 3.49 а), б)) и для σ = 0.45 (см. рису­
нок 3.49 в), г)). На рисунке 3.49 представлена зависимость распределения точек
аттрактора от интенсивности шума. Отчетливо видно, что при увеличении ин­
тенсивности шума случайные состояния 3-цикла размываются и формируют
случайное распределение. Как видим, здесь, в отличие от рассмотренных выше
случаев, показатель Ляпунова при увеличении интенсивности шума остается
отрицательным, то есть перехода к хаосу не происходит.
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а) б)

в) г)
Рисунок 3.49 — Координаты случайных состояний системы (3.2)-(3.3) при µ1 =
1, µ2 = 2.8 для 3-цикла с показателем Ляпунова (красный): а), б) σ = 0.17; в),

г) σ = 0.45

В качестве заключительного этапа исследования сравним поведение по­
казателей Ляпунова (см. рисунок 3.50) в зависимости от интенсивности шума
для некоторых значений параметра σ, представляющих все три рассмотренные
выше параметрические зоны порядка. Как видно на рисунке 3.50 а) регулярные
аттракторы из первой (см. рисунок 3.43) и второй (см. рисунок 3.46) парамет­
рических зон чувствительны к внешнему воздействию и наблюдается переход
от порядка к хаосу. В третьей же зоне (см. рисунок 3.48), наоборот, при уве­
личении интенсивности шума порядок сохраняется (см. рисунок 3.50 б)). При
этом показатель Ляпунова для 3-цикла при σ = 0.17 более чувствителен к
изменению шума, чем при σ = 0.45.
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а) б)
Рисунок 3.50 — Показатели Ляпунова системы (3.2)-(3.3) при µ1 = 1, µ2 = 2.8

для разных значений параметра связи σ в зависимости от интенсивности шума
ε

3.5 Основные результаты главы

В данной главе рассмотрена метапопуляционная модель двух связанных
популяций, каждая из которых моделируется дискретным отображением Рике­
ра. Исследовано влияние на систему взаимной миграции, а также случайных
возмущений.

В разделе 3.2 показаны результаты анализа случая µ1 = µ2 = 1.8, когда
обе популяции находятся в равновесном режиме. Было проиллюстрировано,
что при увеличении связи исходная детерминированная модель демонстрирует
богатое разнообразие динамических режимов, как регулярных, так и хаоти­
ческих. Выявлено, что при случайном воздействии в системе наблюдаются
следующие стохастические явления: 1) индуцированное шумом разрушение
противофазной синхронизации; 2) временная стабилизация неустойчивого рав­
новесия; 3) переходы от порядка к хаосу. Для параметрического анализа этих
явлений использована статистика, полученная в результате прямого численно­
го моделирования, и теоретический подход, основанный на методе функции
стохастической чувствительности. В этом анализе было показано, что особую
роль играют хаотические переходные процессы и фрактальные бассейны. Сто­
ит отметить, что этот подход можно использовать для анализа более сложных
метапопуляций.
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В разделе 3.3 проведено исследование фундаментальных механизмов, ге­
нерирующих режимы переключения в динамике метапопуляционной системы
в случае µ1 = 2.2, µ2 = 2.4, когда обе популяции находятся в периоди­
ческом режиме. В подразделе 3.3.1 динамика этой системы изучается для
детерминированного случая в зависимости от параметра связи. Выявлены зо­
ны структурной устойчивости с моно-, би- и триритмичными режимами с
сосуществованием регулярных и хаотических аттракторов. Найдены бассейны
этих аттракторов, соответствующие синфазной и противофазной синхрониза­
ции. Подраздел 3.3.2 посвящен анализу индуцированных шумом переключений
в метапопуляционной системе при случайных возмущениях параметра связи.
Для всех параметрических зон структурной устойчивости детерминированной
системы стохастические деформации исследуются численно с последующим
статистическим анализом. Здесь изучается индуцированное шумом переклю­
чение между режимами синфазной и противофазной синхронизации, а также
между порядком и хаосом. Определена важная роль длительных переход­
ных процессов и их бассейнов в понимании механизмов этих стохастических
преобразований. Индуцированное шумом переключение прогнозируется с ис­
пользованием аналитического метода, учитывающего взаимное расположение
аттракторов, их бассейнов и доверительных областей, построенных методом
функции стохастической чувствительности.

В разделе 3.4 проведен анализ совместной динамики двух связанных по­
пуляций, которые, будучи изолированными, демонстрируют противоположные
режимы поведения: одна из популяций находится в режиме устойчивого равно­
весия, а другая — в хаотическом режиме. В подразделе 3.4.1 было показано,
что за счет внесения связи между популяциями общий хаотический режим
метапопуляции может трансформироваться в регулярный. С помощью бифур­
кационного анализа выявлены параметрические зоны моно- и биритмичности.
Основной целью раздела было изучение того, как случайные возмущения в
коэффициенте связи разрушают исходные детерминированные режимы сов­
местной динамики. Внимание было уделено двум параметрическим зонам с
качественно разной динамикой: зоне 𝐼, где окно периодичности окружено хао­
сом, и зоне 𝐼𝐼, где сосуществуют два аттрактора, один из которых представляет
собой устойчивый 3-цикл, а другой колебательный аттрактор является регу­
лярным или хаотическим. В зоне 𝐼 показано, что увеличение шума вызывает
переход от порядка к хаосу. Это явление проанализировано с помощью под­
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хода, сочетающего исследования хаотических переходных процессов и метода
доверительных областей. В зоне 𝐼𝐼 с помощью аппарата показателей Ляпу­
нова продемонстрировано, как шум вызывает многоступенчатые переходы «6-
цикл → 3-цикл → хаос» или «хаос → 3-цикл → хаос». В подразделе 3.4.2
сделан акцент на сравнении устойчивости режимов к случайным возмуще­
ниям. Для детерминированной модели проведен бифуркационный анализ и
локализованы параметрические зоны периодических и хаотических режимов.
Методами прямого численного моделирования с использованием показателей
Ляпунова исследованы стохастические переходы от порядка к хаосу. В иссле­
довании индуцированных шумом переходов продемонстрированы возможности
аналитического подхода, основанного на технике функции стохастической чув­
ствительности и методе доверительных областей. Проведен сравнительный
анализ воздействия случайных возмущений на циклы для трех зон порядка. Вы­
явлены условия, при которых происходит переход от периодического режима к
хаотическому. Показано, что для достаточно больших значений коэффициента
связи 3-цикл, описывающий установившийся режим динамики метапопуляции,
является устойчивым к шуму, сохраняя свойство порядка. С биологической
точки зрения это может быть обосновано неоднородными условиями среды,
когда две популяции имеют разный параметр естественного прироста, а также
внутренним свойством системы. Основные результаты исследований, представ­
ленные в этой главе, были опубликованы в работах [205; 207—210].
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Глава 4. Кусочно-гладкая популяционная модель

Данная глава посвящена применению метода функции стохастической
чувствительности к аттракторам кусочно-гладкого одномерного отображения,
описывающего динамику численности популяции. Первым этапом исследования
является параметрический анализ возможных режимов детерминированной мо­
дели: определение зон существования устойчивых равновесий и хаотических
аттракторов. Для определения параметрических границ хаотического аттрак­
тора применяется теория критических точек. В случае, когда на систему
оказывает влияние случайное воздействие, на основе техники функции сто­
хастической чувствительности дается описание разброса случайных состояний
вокруг равновесия и хаотического аттрактора. Проводится сравнительный ана­
лиз влияния параметрического и аддитивного шума на аттракторы системы. С
помощью техники доверительных интервалов изучаются вероятностные меха­
низмы вымирания популяции под действием шума. Анализируются изменения
параметрических границ существования популяции под действием случайного
возмущения.

4.1 Параметрический и бифуркационный анализ режимов
детерминированной модели

Рассмотрим модель, описывающую динамику численности популяции, ко­
торая задается кусочно-гладким отображением и представлена в работе [40]:

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛) =

⎧⎪⎨⎪⎩
λ𝑥𝑛, 𝑥𝑛 < 1,

λ𝑥1−𝑏
𝑛 , 𝑥𝑛 ⩾ 1,

(4.1)

где 𝑥𝑛 — численность популяции (исходя из биологического смысла 𝑥𝑛 ⩾ 0),
λ > 0 и 𝑏 > 0— бифуркационные параметры системы.

Данное отображение имеет два равновесия:

𝑥1 = 0,

𝑥2 = λ
1
𝑏 .
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Равновесие 𝑥1 существует при λ > 0, а равновесие 𝑥2 — при λ ⩾ 1. Харак­
теристикой устойчивости равновесий для одномерных отображений является
характеристический показатель 𝑓 ′(𝑥), который для устойчивого равновесия дол­
жен удовлетворять условию |𝑓 ′(𝑥)| < 1. Для равновесий отображения (4.1)
характеристические показатели имеют следующий вид:

𝑓 ′(𝑥1) = λ,

𝑓 ′(𝑥2) = 1− 𝑏.

Рисунок 4.1 — Карта динамических режимов модели (4.1)

Таким образом, равновесие 𝑥1 устойчиво при 0 < λ < 1 и 𝑏 > 0, а равно­
весие 𝑥2 устойчиво при λ > 1 и 0 < 𝑏 < 2. На рисунке 4.1 представлена карта
динамических режимов модели (4.1). На карте показаны параметрические зоны
существования устойчивых равновесий 𝑥1 и 𝑥2, зона однокусочного хаотиче­
ского аттрактора, а также зона многокусочных хаотических аттракторов. При
приближении параметра 𝑏 к значению 2 сверху (если λ > 1), в системе на­
блюдается каскад бифуркаций удвоения кусочности хаотического аттрактора.
Данная бифуркация свойственна кусочно-гладким отображениям и подробно
описана, например, в работах [196—198].

На рисунке 4.2 показана бифуркационная диаграмма изменения числен­
ности популяции 𝑥 в зависимости от параметра λ при фиксированном значении
параметра 𝑏 = 3. Для 0 < λ < 1 система всегда имеет единственный аттрак­
тор — равновесие 𝑥1 = 0. Далее в точке бифуркации λ = 1 происходит рождение
хаотического аттрактора, который наблюдается и при дальнейшем изменении
параметра λ. При этом кусочность этого аттрактора не меняется, увеличивает­
ся только его размер. Красным цветом представлены линии 𝑐 = λ и 𝑐1 = λ2−𝑏,
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Рисунок 4.2 — Бифуркационная диаграмма модели (4.1) изменения численности
популяции 𝑥 в зависимости от параметра λ при 𝑏 = 3

описывающие границы хаотического аттрактора, полученные как критические
точки 𝑐 = 𝑓(𝑐−1) и 𝑐1 = 𝑓(𝑐), где 𝑐−1 = 1 точка максимума функции 𝑓(𝑥) [198]
(см. подраздел 1.2.4 текущей работы).

На рисунке 4.3 а) представлена бифуркационная диаграмма модели (4.1)
изменения численности популяции 𝑥 в зависимости от параметра 𝑏 при фикси­
рованном значении параметра λ = 2. Для 0 < 𝑏 < 2 в системе существует одно
устойчивое равновесие 𝑥2. В зоне 2 < 𝑏 < 3+

√
5

2 наблюдается каскад удвоения
кусочности хаотического аттрактора. Аналогично рисунку 4.2 красным цветом
изображены границы хаотического аттрактора: две внешние 𝑐 = λ и 𝑐1 = λ2−𝑏

и две внутренние 𝑐2 = λ3−𝑏 и 𝑐3 = λ(𝑏−2)2. На рисунках 4.3 б) и 4.3 в) показаны
приближенные участки бифуркационной диаграммы так, что на рисунке 4.3 б)
показана верхняя половина четырехкусочного хаотического аттрактора, а на
рисунке 4.3 в) — верхняя четверть восьмикусочного хаотического аттрактора.
Таким образом, в модели (4.1) наблюдается самоподобие.
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а)

б) в)
Рисунок 4.3 — Бифуркационная диаграмма модели (4.1) изменения численности

популяции 𝑥 в зависимости от параметра 𝑏 при λ = 2

4.2 Сравнительный анализ воздействия аддитивного и
параметрического шума на аттракторы системы

Далее рассматривается стохастическая модель, описывающая влияние ад­
дитивного (σ1 = 1, σ2 = 0) или параметрического (σ1 = 0, σ2 = 1) шума:

𝑥𝑛+1 =

⎧⎪⎨⎪⎩
λ𝑥𝑛 + ε1σ1ξ𝑛 + ε2σ2𝑥𝑛ξ𝑛, 𝑥𝑛 < 1,

λ𝑥1−𝑏
𝑛 + ε1σ1ξ𝑛 + ε2σ2𝑥

1−𝑏
𝑛 ξ𝑛, 𝑥𝑛 ⩾ 1,

(4.2)

где ε1, ε2 — интенсивность случайного воздействия и ξ𝑛 — случайная величина,
распределенная по нормальному закону с параметрами (0, 1). Далее предпола­
гается, что ε1 = ε2 = ε.
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а) б)
Рисунок 4.4 — Случайные состояния модели (4.2) при λ = 2 и ε = 0.05: а) для
аддитивного шума σ1 = 1, σ2 = 0; б) для параметрического шума σ1 = 0, σ2 = 1

Под влиянием случайного воздействия состояния модели покидают детер­
минированный аттрактор и образуют вокруг него пучок случайных состояний.
На рисунке 4.4 изображены случайные состояния модели (4.2) под действием
аддитивного шума (рисунок 4.4 а), то есть σ1 = 1, σ2 = 0, и параметрического
шума (рисунок 4.4 б), то есть σ1 = 0, σ2 = 1, для одинаковой интенсив­
ности. При увеличении интенсивности шума разброс случайных состояний
увеличивается, а также границы между кусочками хаотического аттрактора
размываются. Легко заметить, что распределение случайных состояний для ад­
дитивного шума отличается от распределения состояний для параметрического
шума при одинаковой интенсивности случайного возмущения.

Так как для равновесия 𝑥2 модели (4.2) 𝑓 ′(𝑥2) = 1 − 𝑏, а также 𝑠(𝑥2) =

1 для аддитивного шума и 𝑠(𝑥2) = λ
2
𝑏−2 для параметрического, то функция

стохастической чувствительности по формуле (1.7) имеет аналитический вид:

𝑤𝑎 =
1

1− (1− 𝑏)2
, 𝑤𝑝 =

λ
2
𝑏−2

1− (1− 𝑏)2
. (4.3)

Здесь и далее введены обозначения: 𝑤𝑎 — стохастическая чувствитель­
ность в случае воздействия аддитивного шума и 𝑤𝑝 — в случае параметрическо­
го. На рисунке 4.5 а) для 0 < 𝑏 < 2 представлены зависимости этих функций:
𝑤𝑎 — красной сплошной линией, 𝑤𝑝 — синей сплошной линией. Видно, что чув­
ствительность равновесия выше к аддитивному шуму, чем к параметрическому.

Если A = [𝑐1, 𝑐]— однокусочный хаотический аттрактор, и функция 𝑓(𝑥)

имеет на отрезке [𝑐1, 𝑐] единственный максимум, тогда функции стохастиче­
ской чувствительности 𝑤(𝑐) и 𝑤(𝑐1) для границ этого хаотического аттрактора
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соответственно могут быть найдены по следующим формулам [177] (см. под­
раздел 1.1.4 текущей работы):

𝑤(𝑐1)= (𝑓 ′(𝑓(𝑐−1)))
2𝑠(𝑐−1) + 𝑠(𝑓(𝑐−1)),

𝑤(𝑐) = 𝑠(𝑐−1),
(4.4)

где 𝑐−1 — точка максимума функции 𝑓(𝑥), описывающей детерминированную
динамику, а 𝑠(𝑥)— функция, описывающая вносимое случайное воздействие.

Так как для модели (4.2) выполняются следующие равенства 𝑐−1 = 1, 𝑐 =

𝑓(𝑐−1) = λ, 𝑐1 = 𝑓(𝑐) = λ2−𝑏 и 𝑓 ′(𝑐) = 1− 𝑏, а также 𝑠(𝑥) = 1 для аддитивного
шума, и 𝑠(𝑥) = 𝑥2−2𝑏 для параметрического, то, опираясь на (4.4), стохасти­
ческая чувствительность границ хаотического аттрактора может быть описана
следующими формулами:

𝑤𝑎(𝑐1)= (1− 𝑏)2λ2−2𝑏 + 1,

𝑤𝑝(𝑐1) = (1− 𝑏)2λ2−2𝑏 + λ2−2𝑏,

𝑤𝑎(𝑐) =𝑤𝑝(𝑐) = 1.

(4.5)

Рисунок 4.5 — Функция стохастической чувствительности для равновесия и
границ хаотического аттрактора модели (4.2) при: а) λ = 2; б) 𝑏 = 3. Здесь
красные линии соответствуют аддитивному шуму, синие — параметрическому

На рисунке 4.5 а) для 𝑏 > 2 и на рисунке 4.5 б) представлены зависимо­
сти ФСЧ для границ хаотического аттрактора: 𝑤𝑎 — красной сплошной линией,
𝑤𝑝 — синей сплошной линией. Аналогично случаю равновесия, чувствитель­
ность нижней границы хаотического аттрактора 𝑐1 = λ2−𝑏 выше к аддитивному
шуму, чем к параметрическому.
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Используя функцию стохастической чувствительности, удобно описывать
разброс случайных состояний вокруг детерминированного аттрактора. Для
случайных состояний модели (4.2) можно построить интервалы рассеивания
(𝑥−𝑟, 𝑥+𝑟) вокруг детерминированного равновесия или границы хаотического
аттрактора, где 𝑟 = ε

√
2𝑤∙ erf−1(𝑃 ), и 𝑥— равновесие или граница хаотическо­

го аттрактора, 𝑤∙ — стохастическая чувствительность равновесия или границы
хаотического аттрактора, найденные по формулам (4.3), (4.5), 𝑃 — доверитель­

ная вероятность, erf(𝑥) = 2√
π

𝑥∫︀
0

𝑒−𝑡2𝑑𝑡.

На рисунке 4.6 для двух значений доверительной вероятности 𝑃 = 0.9973

(зелёная сплошная линия) и 𝑃 = 0.9545 (зелёная пунктирная линия), от­
вечающих стандартным правилам двух и трех сигм, представлены полосы
рассеивания для равновесия и границ хаотического аттрактора при λ = 2:
случай 4.6 а) для аддитивного шума σ1 = 1, σ2 = 0, и случай 4.6 б) для па­
раметрического шума σ1 = 0, σ2 = 1. Серым цветом изображены случайные
состояния модели для интенсивности ε = 0.1 соответствующего шума. Как мож­
но заметить, полосы рассеивания хорошо описывают распределение случайных
состояний стохастической модели.

а) б)
Рисунок 4.6 — Доверительные полосы (зеленый) и случайные состояния (серый)
модели (4.2) при λ = 2 и ε = 0.1 для: а) аддитивного шума σ1 = 1, σ2 = 0; б)
параметрического шума σ1 = 0, σ2 = 1. Здесь 𝑃 = 0.9973 (зелёная сплошная

линия) и 𝑃 = 0.9545 (зелёная пунктирная линия)

На рисунке 4.7 для двух значений доверительной вероятности 𝑃 = 0.9973

(зелёная сплошная линия) и 𝑃 = 0.9545 (зелёная пунктирная линия) пред­
ставлены полосы рассеивания для границ хаотического аттрактора при 𝑏 = 3:
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а) б)
Рисунок 4.7 — Доверительные полосы (зеленый) и случайные состояния (серый)
модели (4.2) при 𝑏 = 3 и ε = 0.1 для: а) аддитивного шума σ1 = 1, σ2 = 0; б)
параметрического шума σ1 = 0, σ2 = 1. Здесь 𝑃 = 0.9973 (зелёная сплошная

линия) и 𝑃 = 0.9545 (зелёная пунктирная линия)

случай 4.7 а) для аддитивного шума σ1 = 1, σ2 = 0, и случай 4.7 б) для па­
раметрического шума σ1 = 0, σ2 = 1. Серым цветом изображены случайные
состояния модели для интенсивности ε = 0.1 соответствующего шума. В обоих
представленных примерах (рисунки 4.6, 4.7) наблюдается феномен вымирания
популяции, когда значение ее численности в некоторый момент времени обра­
щается в ноль. Пересечение доверительной полосы с «опасной» границей 𝑥 = 0

для фиксированного значения интенсивности шума предсказывает вымирание
популяции в этих условиях. На рисунках 4.6 а) и 4.7 а) обнаруживаются три
зоны с различной динамикой, реализуемой за рассматриваемое время:

– первая зона — популяция не вымирает (примерные интервалы: 𝑏 < 3

или λ < 3),
– вторая зона — популяция сначала существует, а затем вымирает (при­

мерные интервалы: 3 < 𝑏 < 4 или 3 < λ < 4.7),
– третья зона — ни одного представителя популяции не существует (при­

мерные интервалы: 𝑏 > 4 или λ > 4.7).
На рисунке 4.8 этот феномен показан на временных рядах для λ = 4, 𝑏 = 3

и ε = 0.1. Хорошо видно, что под действием аддитивного шума случайная тра­
ектория в некий момент времени достигает «опасного» значения 𝑥 = 0, и далее
численность популяции равняется нулю (вторая зона). Для параметрического
шума при том же значении интенсивности данный феномен не наблюдается.
Сколько бы близко значение популяции не приближалось к «опасной» грани­
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це, вымирание не происходит. Данное поведение хорошо видно на рисунках 4.6
и 4.7. Доверительная полоса для случая параметрического шума для задан­
ной интенсивности не пересекает «опасную» границу 𝑥 = 0. Стоит отметить,
что данное сравнение производится в условии фиксированного и одинакового
значения интенсивности шума, вне зависимости от его вида. Другая ситуация
наблюдается при изменении интенсивности случайного воздействия.

Рисунок 4.8 — Вымирание популяции в модели (4.2): временные ряды при λ =

4, 𝑏 = 3 и ε = 0.1 для: а) аддитивного шума σ1 = 1, σ2 = 0; б) параметрического
шума σ1 = 0, σ2 = 1

Выше было показано, что индуцированное шумом вымирание зависит
от двух основных внутренних факторов: во-первых, от чувствительности ат­
трактора модели к вносимому возмущению, и во-вторых, от удаленности этого
аттрактора от «опасной» границы. Таким образом, имея аналитические пред­
ставления равновесия 𝑥2 = λ

1
𝑏 или нижней границы хаотического аттрактора

𝑥 = λ2−𝑏, соответствующие им значения чувствительности 𝑤∙ = 𝑤 и 𝑤∙ = 𝑤(𝑐1),
а также воспользовавшись для удобства вычислений правилом трех сигма,
можно записать условие пересечения нижней границы полосы рассеивания с
опасной границей 𝑥 = 0 в виде 𝑥−3ε

√
𝑤∙ = 0. Отсюда легко выразить значение

интенсивности шума ε такое, что при интенсивности шума выше, чем найден­
ное, в системе с доверительной вероятностью 𝑃 = 0.9973 будет наблюдаться
феномен вымирания. Данное значение интенсивности шума будем называть
критической интенсивностью, и формулы для ее вычисления следующие:

1. ε* =
λ

1
𝑏

3
√
𝑤

для равновесия;
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2. ε* =
λ2−𝑏

3
√︀
𝑤(𝑐1)

для нижней границы хаотического аттрактора.

На рисунке 4.9 изображена критическая интенсивность ε* случайного воз­
действия, больше которой для заданных значений параметров λ и 𝑏 в системе
будет наблюдаться вымирание популяции. Красным цветом представлен слу­
чай аддитивного шума, а синим — параметрического. Как легко заметить, для
возникновения вымирания популяции под действием параметрического шума
требуется интенсивность выше, чем для случая аддитивного шума.

Рисунок 4.9 — Критическая интенсивность шума для модели (4.2) при: а) λ =

2; б) 𝑏 = 3. Здесь красные линии соответствуют аддитивному шуму, синие —
параметрическому

На рисунке 4.10 феномен вымирания популяции под действием парамет­
рического шума показан на временных рядах для λ = 2, 𝑏 = 3 при ε = 0.5 и
для λ = 2, 𝑏 = 1 при ε = 0.8. Как и предсказывалось выше, при достаточно
большой интенсивности шума вымирание наблюдается и в случае воздействия
на систему параметрического шума.

4.3 Основные результаты главы

В данной главе рассмотрена одномерная кусочно-гладкая популяционная
модель с дискретным временем. В разделе 4.1 построена карта динамических
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Рисунок 4.10 — Вымирание популяции в модели (4.2): временные ряды для
параметрического шума σ1 = 0, σ2 = 1 при: а) λ = 2, 𝑏 = 3 и ε = 0.5; б)

λ = 2, 𝑏 = 1 и ε = 0.8

режимов данной модели: определены зоны существования устойчивых равнове­
сий и хаотических аттракторов. Также изучены бифуркационные диаграммы,
показано самоподобие. С помощью теории критических линий найдены пара­
метрические границы хаотического аттрактора.

В разделе 4.2 изучено влияние случайного возмущения двух типов (ад­
дитивный и параметрический шум) на одномерную кусочно-гладкую модель,
описывающую динамику численности одной популяции. Проведен сравнитель­
ный анализ влияния параметрического и аддитивного шума на аттракторы
системы. Впервые метод функции стохастической чувствительности и техни­
ка доверительных областей были использованы для описания хаотического
аттрактора стохастической модели популяционной динамики, описываемой ку­
сочно-гладким отображением, при случайном воздействии как аддитивного, так
и параметрического вида. Найдены критерии вымирания популяции. Основные
результаты исследований, представленные в этой главе, были опубликованы
в работе [211].
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Глава 5. Разработанные программные комплексы

Данная глава посвящена описанию разработанных программных ком­
плексов, позволяющих проводить компьютерное моделирование стохастической
динамики дискретных популяций и наглядную визуализацию результатов про­
водимых расчетов, а также реализующих алгоритмы анализа стохастических
явлений.

5.1 Описание программных комплексов

Для проведения моделирования и анализа стохастической динамики
дискретных популяционных систем было разработано пять программных ком­
плексов. Эти комплексы предназначены для вычисления стохастической чув­
ствительности и нахождения доверительных областей, для двумерной модели
хищник-жертва, модели двух связанных популяций с миграцией и для одно­
мерной кусочно-гладкой модели.

Комплекс программ по вычислению стохастической чувствительности и
построения доверительных областей (глава 1 диссертации) решает следующие
задачи:

– Реализация итерационного метода для вычисления матрицы стохасти­
ческой чувствительности равновесия;

– Построение алгоритма поиска 𝑘-периодического решения матричного
уравнения для анализа стохастической чувствительности дискретных
циклов;

– Разработка метода отыскания функции стохастической чувствительно­
сти для замкнутой инвариантной кривой;

– Составление алгоритмов для анализа стохастической чувствительности
хаотических аттракторов;

– Реализация алгоритма построения доверительных эллипсов для описа­
ния разброса случайных состояний решений для равновесия и 𝑘-циклов;

– Реализация алгоритма формирования доверительных полос вокруг за­
мкнутой инвариантной кривой;
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– Разработка процедуры для отыскания границ доверительных областей
вокруг хаотического аттрактора с помощью критических линий.

Комплекс программ по стохастическим эффектам в модели хищник-жерт­
ва (глава 2 диссертации) решает следующие задачи:

– Параметрический анализ устойчивости равновесий и построение карты
режимов;

– Бифуркационный анализ, построение показателей Ляпунова и аттрак­
торов детерминированной модели (2.1);

– Построение бассейнов притяжения аттракторов детерминированной мо­
дели (2.1);

– Параметрический анализ стохастической чувствительности аттракто­
ров, построение доверительных областей;

– Вычисление границ хаотического аттрактора с помощью теории крити­
ческих линий;

– Анализ механизмов феномена индуцированного шумом вымирания с
помощью метода доверительных областей.

Комплекс программ по стохастическим эффектам в модели двух связан­
ных популяций с миграцией (глава 3 диссертации) решает следующие задачи:

– Параметрический анализ равновесий модели (3.1);
– Параметрический анализ бифуркаций, показателей Ляпунова, построе­

ние аттракторов детерминированной модели;
– Выявление зон моно-,би- и тристабильности модели;
– Анализ осциляционных режимов модели;
– Построение бассейнов притяжения, а также — бассейнов коротких и дол­

гих переходных процессов;
– Параметрический анализ стохастической чувствительности регулярных

и хаотических аттракторов, исследование переходов между ними с ис­
пользованием метода доверительных областей;

– Параметрический и статистический анализ индуцированных шумом
следующих феноменов: временная стабилизация неустойчивого равнове­
сия, разрушение противофазной и синфазной синхронизаций, переклю­
чения между режимами синфазной и противофазной синхронизации,
переходы от порядка к хаосу и наоборот;

– Вычисление вероятности разрушения противофазной синхронизации.
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Комплекс программ по стохастическим эффектам в одномерной кусочно-
гладкой модели популяционной динамики (глава 4 диссертации) решает сле­
дующие задачи:

– Построение карты динамических режимов модели (4.1);
– Определение зон существования устойчивых равновесий и хаотических

аттракторов, бифуркационный анализ;
– Параметрический анализ границ хаотического аттрактора;
– Параметрический анализ стохастической чувствительности равновесий

и хаотического аттрактора при воздействии аддитивного и параметри­
ческого шумов, построение доверительных областей;

– Анализ механизмов феномена индуцированного шумом вымирания с
помощью метода доверительных областей, вычисление критической ин­
тенсивности шума.

5.2 Основные результаты главы

В данной главе описана функциональность пяти комплексов программ,
позволяющих проводить исследование в области математического моделирова­
ния и анализа стохастической динамики дискретных популяционных моделей.
Результаты математического моделирования, представленные в текущей ра­
боте, получены с помощью описанных в данной главе комплексов программ.
Программные комплексы написаны на языке программирования Python (вер­
сия 3.4.2), некоторые вспомогательные вычисления проводились в Wolfram
Mathematica. Работоспособность программных комплексов проверена на опера­
ционной системе Windows 10. Для визуализации результатов расчетов исполь­
зовались средства Matlab.

Представленные в этой главе комплексы программ зарегистрированы в
Федеральной службе по интеллектуальной собственности. Получено четыре сви­
детельства о государственной регистрации программ для ЭВМ [212—215].
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Заключение

В диссертации были исследованы стохастические феномены в дискретных
моделях популяционной динамики. Детальное изучение этих явлений проводи­
лось на примере концептуальных моделей с разным внутренним устройством.
Была рассмотрена двумерная модель хищник-жертва, модель двух связан­
ных популяций с миграцией и одномерная популяционная модель, задаваемая
кусочно-гладким отображением. Новизна работы заключается в применении
метода функции стохастической чувствительности и доверительных областей
для выявления индуцированных шумом переходов в моделях связанных попу­
ляций с миграцией, а также в моделях хищник-жертва и одномерной кусочно-
гладкой для описания хаотического аттрактора в стохастическом случае. По­
лученные аналитические аппроксимации и разработанные численные методы,
реализованные в комплексах программ, позволили изучить механизмы поведе­
ния исследуемых систем.

Основные результаты диссертации могут быть сформулированы следую­
щим образом:

1. Разработаны новые методы математического моделирования и анали­
за механизмов стохастических феноменов в моделях популяционной
динамики с дискретным временем, основанные на технике функции
стохастической чувствительности и методе доверительных областей.

2. Проведено комплексное исследование детерминированной динамики и
индуцированных шумом явлений в нескольких популяционных моделях
(двумерная модель хищник-жертва, модель двух связанных популяций
с миграцией и одномерная модель, задаваемая кусочно-гладким отоб­
ражением).

3. Выявлены основные типы стохастических феноменов в модели ме­
тапопуляции, состоящей из двух связанных подсистем с локальной
динамикой, которая моделируется дискретным отображением Рикера,
для четырех различных случаев внутренних параметров системы:

а) µ1 = µ2 = 1.8— популяции в равновесном режиме
1) временное разрушение противофазной синхрониза­

ции;
2) временная стабилизация неустойчивого равновесия;
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3) переход «порядок» → «хаос».
б) µ1 = 2.2, µ2 = 2.4— популяции в периодическом режиме

1) разрушение противофазной синхронизации — пере­
ход с противофазного 2-цикла на синфазный 2-цикл;

2) переход «порядок» (6-цикл) → «хаос» → «порядок»
(2-цикл);

3) разрушение синфазной синхронизации — переход с
синфазного 2-цикла на хаос.

в) µ1 = 1.8, µ2 = 3 и µ1 = 1, µ2 = 2.8— популяция 𝑥 в равновес­
ном режиме, а популяция 𝑦 — в хаотическом

1) переход «порядок» (3-цикл и 5-цикл) → «хаос»;
2) переход 6-цикл → 3-цикл → «хаос»;
3) переход «хаос» → 3-цикл → «хаос»;
4) генерация случайного распределения, подобному хао­

тическому.
4. Для аппроксимации разброса случайных состояний вокруг хаотических

аттракторов в двух стохастических дискретных моделях популяци­
онной динамики: двумерной модели хищник-жертва и одномерной
модели, описываемой кусочно-гладким отображением, разработаны
численные методы, использующие технику функций стохастической
чувствительности и аппарат доверительных областей. Для этих моде­
лей исследован феномен индуцированного шумом вымирания популя­
ций.

5. Проведен сравнительный анализ влияния параметрического и аддитив­
ного шума на аттракторы системы одномерной популяционной модели,
задаваемой кусочно-гладким отображением.

6. Разработанные численные методы и алгоритмы реализованы в но­
вых программных комплексах, позволяющих проводить компьютерные
эксперименты для изучения стохастических моделей популяционной ди­
намики с дискретным временем (двумерная модель хищник-жертва,
модель двух связанных популяций с миграцией и одномерная модель,
задаваемая кусочно-гладким отображением). Корректность и эффек­
тивность разработанных методов и программных комплексов были
протестированы на модельных примерах и подтверждены результатами
численных экспериментов.
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Рекомендации и дальнейшие перспективы разработки темы. Воз­
можными направлениями для продолжения исследований по тематике данной
диссертации могут быть: 1) изучение стохастических феноменов в моделях
со сложной геометрией нелинейных связей между популяциями; 2) исследова­
ние стохастических моделей с цветными шумами и шумами Леви; 3) изучение
моделей метапопуляций, учитывающих структурирование по возрасту и рас­
пространение инфекций; 4) развитие и улучшение разработанных численных
методов и алгоритмов; 5) расширение созданных программных комплексов на
новые задачи с использованием машинного обучения.
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