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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü è ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû. Ìîäåëè, îïèñûâàåìûå äðîáíûìè

óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, â ïîñëåäíèå ãîäû ïðåâðàòèëèñü â ìîùíûé èíñòðó-

ìåíò ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Íàèáîëåå âàæíûìè ïðè÷èíàìè, ïî êîòîðûì ýòè ìîäå-

ëè ïðåäïî÷òèòåëüíåå ìîäåëåé öåëî÷èñëåííîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿþòñÿ èõ ãèáêîå ïðåäñòàâëåíèå è

èõ ñïîñîáíîñòü îáåñïå÷èâàòü òî÷íîå îïèñàíèå øèðîêîãî êðóãà ÿâëåíèé. Âêëþ÷åíèå çàïàçäû-

âàíèÿ ïî âðåìåíè â äðîáíûå ìîäåëè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå îáùåå ïðåäñòàâëåíèå è áîëåå

òî÷íîå îïèñàíèå ñîáûòèé. Ïðè÷èíà ýòîãî â òîì, ÷òî äðîáíûå ïðîèçâîäíûå, â îòëè÷èå îò îáû÷-

íûõ, íåëîêàëüíû ïî ñâîåé ïðèðîäå è ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýôôåêòîâ ïàìÿòè,

òîãäà êàê çàïàçäûâàíèå ðàñêðûâàþò èñòîðèþ ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿíèÿ. Òàêîãî ðîäà ìîäåëè

î÷åíü ïîëåçíû äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà ñëîæíûõ ñèñòåì è èõ àíîðìàëüíîãî ïîâåäåíèÿ â åñòå-

ñòâåííûõ íàóêàõ è ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ.

Ìîäåëü Øíàêåíáåðãà, ïðåäñòàâëåííàÿ â 1979 ãîäó [1], ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åñòåñòâåííóþ

ñèñòåìó àâòîêàòàëèçà, êîòîðàÿ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ðàçëè÷íûõ áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ è ñ÷è-

òàåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå çíà÷èìûõ ñèñòåì áèîõèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëîæ-

íûõ áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ýòà ìîäåëü îïèñûâàåò àâòîêàòàëèòè÷åñêóþ õèìè÷åñêóþ ðå-

àêöèþ, èñïîëüçóÿ ïåðèîäè÷åñêîå êîëåáàòåëüíîå ïîâåäåíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ìîðôîãåíà, à òàêæå ïðåäëàãàåò ïîíèìàíèå òîãî, êàê ìíîæåñòâåííûå ìîðôîãåíû ðåàãèðóþò ñ

êëåòêàìè è ïàòòåðíàìè. Â ýòèõ ðåàêöèÿõ ñêîðîñòü ðåàêöèè óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ìåðå ïðîòåêàíèÿ

ðåàêöèè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, êîãäà ïðîäóêò äåéñòâóåò êàê êàòàëèçàòîð ðåàêöèè, ïîýòî-

ìó ñêîðîñòü ðåàêöèè ñî âðåìåíåì óâåëè÷èâàåòñÿ, à õèìè÷åñêàÿ êèíåòèêà ðåàêöèè ñòàíîâèòñÿ

ïîëîæèòåëüíîé. Íåñìîòðÿ íà ñâîþ âàæíîñòü, ìîäåëü Øíàêåíáåðãà íå ïîëó÷èëà áîëüøîãî

âíèìàíèÿ ñî ñòîðîíû äðîáíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Â áîëüøèíñòâå ðàíåå ïðåäñòàâëåííûõ ðàáîò

äëÿ îïèñàíèÿ ýòîé ìîäåëè èñïîëüçîâàëèñü îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îñî-

áåííî ñ ó÷åòîì çàïàçäûâàíèÿ ïî âðåìåíè, â òîì ÷èñëå ðàáîòû [2�5] ñëåäóþùåãî âèäà:{
∂Φ1

∂t
− κ1

∂Φ2
1

∂|x|2 = f1
(
Φ1(x, t),Φ1(x, t− s),Φ2(x, t),Φ2(x, t− s)

)
, x ∈ Ω, t ∈ I,

∂Φ2

∂t
− κ2

∂Φ2
2

∂|x|2 = f2
(
Φ1(x, t),Φ1(x, t− s),Φ2(x, t),Φ2(x, t− s)

)
, x ∈ Ω, t ∈ I,

(1)

ãäå Φ1(x, t) è Φ2(x, t) îáîçíà÷àþò êîíöåíòðàöèè èëè ïëîòíîñòè ÷àñòèö ñîîòâåòñòâåííî â ìîìåíò

âðåìåíè t, κ1, κ2 ïðåäñòàâëÿþò êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè, à s îáîçíà÷àåò âðåìÿ çàïàçäûâàíèÿ.

Ìíîãèå ðåàëüíûå ïðîáëåìû ïëîõî ñîãëàñóþòñÿ ñ êëàññè÷åñêèìè ìîäåëÿìè, îñíîâàííûìè

íà ïðîèçâîäíûõ öåëî÷èñëåííîãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, ýòè ïðîèçâîäíûå íå ó÷èòûâàþò ìíîãèå

ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ñèñòåìå, à òàêæå ýôôåêòû

ïàìÿòè [6]. Ìîäåëè äðîáíîãî ïîðÿäêà, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ ìîùíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ

ïîíèìàíèÿ ôèçè÷åñêèõ àñïåêòîâ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ â ìîäåëÿõ. Íàñêîëüêî íàì èçâåñò-

íî, åùå íå áûëî îïóáëèêîâàíî íè îäíîãî èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿùåííîãî ÷èñëåííûì ðåøåíèÿì

íåëèíåéíîé ìîäåëè Øíàêåíáåðãà ñ çàïàçäûâàíèåì, îïèñûâàåìîé äðîáíûìè óðàâíåíèÿìè â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ýòîò ïðîáåë â ëèòåðàòóðå ïðèâîäèò íàñ ê ðàññìîòðåíèþ ýòîãî òåìà-

òè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ïëîõî ðàáîòàþò ñ ìîäåëÿìè äðîáíîãî ïîðÿäêà,

îñîáåííî ñ íåëèíåéíûìè ìîäåëÿìè. Â ðåçóëüòàòå áûëè ïðåäïðèíÿòû çíà÷èòåëüíûå óñèëèÿ

äëÿ ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ èìåííî ýòîãî êëàññà çàäà÷.

Íåäàâíèå èññëåäîâàíèÿ áûëè ñîñðåäîòî÷åíû íà ðàçðàáîòêå àëüòåðíàòèâíûõ ïîäõîäîâ ê

íàõîæäåíèþ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ äðîáíûõ ìîäåëåé, à òàêæå íà ïðèãîäíîñòè ñïåê-
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òðàëüíîãî ìåòîäà Ëåæàíäðà äëÿ äðóãèõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé [7�9]. Ñîâñåì íåäàâíî Çàêè

è Õåíäè ïðåäñòàâèëè îðèãèíàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ êëàññà îäíîìåðíûõ íåëèíåéíûõ äðîá-

íûõ ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [10�13]. Â ÷àñòíîñòè, àâòî-

ðû [10] óñïåøíî îáúåäèíèëè êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ òèïà L1-ôîðìóëû [14] ñî

ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì Ëåæàíäðà-Ãàëåðêèíà, ÷òîáû ñîçäàòü ýôôåêòèâíóþ ñõåìó ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ íåëèíåéíîé äðîáíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèôôóçèè ñëåäóþùåãî âèäà:

∂βΦ

∂tβ
= κ

∂αΦ

∂|x|α
+ f (x, t,Φ(x, t)) + g(x, t), x ∈ Ω, t ∈ I, (2)

Áîëåå òîãî, ïðèìåíÿÿ òîò æå ìåòîä ñ ðàçíîñòíîé ôîðìóëîé L2− 1σ [15] âìåñòî ôîðìóëû L1,

îíè ñìîãëè ñîçäàòü ÷èñëåííóþ ñõåìó âûñîêîãî ïîðÿäêà äëÿ íåëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâåííî-

âðåìåííîãî äðîáíîãî óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó â [12], à äëÿ ñâÿçàííîé íåëèíåéíîé ïðî-

ñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äðîáíîé êîìïëåêñíîé ñèñòåìû Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó â [13]. Ñëåäóåò îò-

ìåòèòü, ÷òî ýòè ðàáîòû ñ÷èòàþòñÿ îäíèìè èç ïåðâûõ, â êîòîðûõ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé

ñî÷åòàëñÿ ñî ñïåêòðàëüíûìè ñõåìàìè äëÿ ðàçðàáîòêè ÷èñëåííûõ ñõåì ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ

çàäà÷ äðîáíîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåíåíèå âûøåóïîìÿíóòûõ ñõåì äëÿ ðàçðàáîòêè è èññëåäîâàíèÿ íîâûõ ÷èñëåííûõ àë-

ãîðèòìîâ ðåøåíèÿ äðîáíûõ ìîäåëåé ñ çàïàçäûâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé çàäà÷åé ýòîé äèññåð-

òàöèè. Ñîãëàñíî èçâåñòíûì àâòîðó ðåçóëüòàòàì èç ëèòåðàòóðû, ïîêà åùå íè â îäíîì èññëåäî-

âàíèè íå èñïîëüçîâàëàñü ýòà òåõíèêà äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ äðîáíûõ ìîäåëåé ñ çàïàçäû-

âàíèåì. Íåñìîòðÿ íà îáùåïðèçíàííûå çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè, òàêèå êàê íåëîêàëüíîñòü âî

âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå è íåëèíåéíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû, ýòîò ïðîáåë â ëèòåðàòóðå

ìîòèâèðóåò ðàññìîòðåòü äàííóþ ïðîáëåìó.

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ íàïðàâëåíà íà ðàçðà-

áîòêó è îáîñíîâàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ äðîáíûõ ìîäåëåé ñ çàïàçäûâà-

íèåì. Îñíîâíûå ïðîáëåìû ðàññìàòðèâàåìîé ðàáîòû ñîñòîÿò â òîì, êàê ÷èñëåííî àïïðîêñè-

ìèðîâàòü äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ Êàïóòî ïî âðåìåíè, äðîáíûå ïðîèçâîäíûå Ðèññà ïî âðåìåíè

è çàïàçäûâàíèå ïî âðåìåíè äëÿ ñîçäàíèÿ ïðîñòîé â ðåàëèçàöèè è ýôôåêòèâíîé ÷èñëåííîé

ñõåìû. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ çàäà÷ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå:

1. Ðàçðàáîòàòü è ïðîàíàëèçèðîâàòü ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ äðîáíûõ ïî ïðî-

ñòðàíñòâó è âðåìåíè óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè ñ çàïàçäûâàíèåì.

2. Ïîñòðîèòü è èññëåäîâàòü ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåííûõ äðîáíûõ

ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè ñ çàïàçäûâàíèåì.

3. Ïðåäëîæèòü íîâûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ìîäåëè ðåàêöèè-äèôôóçèè Øíà-

êåíáåðãà äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ çàïàçäûâàíèåì ïî âðåìåíè ýêñïðåññèè ãåíîâ.

4. Ðàçðàáîòàòü ÷èñëåííûé àëãîðèòì âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé äðîáíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ðåàêöèé-äèôôóçèè ñ çàïàçäûâàíèåì.

5. Ïðîâåñòè îáîñíîâàíèå óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ è èçó÷èòü

ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè.

6. Ïðåäîñòàâèòü ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü âû÷èñëèòåëüíóþ ýô-

ôåêòèâíîñòü è òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Èññëåäîâàíèå îñíîâàíî íà èäåÿõ è ìåòîäàõ

èç áûñòðî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äðîáíûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèññåðòàöèè, íàðÿäó ñ ðàñ÷åòíû-

ìè ñõåìàìè, èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è êîìïüþòåðíûå àëãîðèòìû.
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Òî÷íåå, ÷èñëåííûå ìåòîäû áûëè ïîñòðîåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ôîðìóë

òèïà L1 èëè L2 − 1σ ñîâìåñòíî ñî ñïåêòðàëüíîé òåõíèêîé Ãàëåðêèíà�Ëåæàíäðà äëÿ ðåøå-

íèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ çàïàçäûâàíèåì. Äëÿ

òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà îöåíêè ñõîäèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè äëÿ ïðåäëîæåííûõ ñõåì, ïðåäñòàâ-

ëåííûõ â ýòîé ðàáîòå, èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäîëîãèè äèñêðåòíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ, à

òàêæå íåäàâíî ïîëó÷åííûõ äèñêðåòíûõ äðîáíûõ íåðàâåíñòâ Ãðîíóîëëà [16�18]. Äëÿ ðàçðà-

áîòêè ïðîãðàìì íà îñíîâå ïðåäëîæåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ èñïîëüçîâàëàñü ñðåäà

Mathematica (âåðñèÿ: 12.1).

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Ðàçðàáîòàí ÿâíûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ äðîáíûõ ïî âðåìåíè è ïðî-

ñòðàíñòâó óðàâíåíèé ðåàêöèè - äèôôóçèè ñ ïîñòîÿííûì çàïàçäûâàíèåì. Èññëåäîâàíà

óñòîé÷èâîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà è îïðåäåëåí ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè.

2. Ïîñòðîåíà ýôôåêòèâíàÿ ãèáðèäíàÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ îáîáùåííîãî íåëèíåéíî-

ãî ìíîãî÷ëåííîãî äðîáíîãî ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè

ñ çàïàçäûâàíèåì. Èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà è ïîëó÷åí ïîðÿäîê

ñõîäèìîñòè.

3. Âïåðâûå â ëèòåðàòóðå ïðåäñòàâëåí è èññëåäîâàí íîâûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îáîá-

ùåííîé ôîðìû ìîäåëè ðåàêöèè-äèôôóçèè Øíàêåíáåðãà äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ çàïàçäûâà-

íèåì.

4. Ïîñòðîåíî ïðèáëèæåíèå âûñîêîãî ïîðÿäêà äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ äðîáíûõ ïî âðåìåíè

è ïðîñòðàíñòâó óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè ñ çàïàçäûâàíèåì ïî âðåìåíè. Èññëåäîâàíà

óñòîé÷èâîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà è ïîëó÷åí ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Ðàçðàáîòêà è îáîñíîâàíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-

äèôôóçèè ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ðèññà ïî ïðîñòðàíñòâó Ðèññà è ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé

Êàïóòî ïî âðåìåíè ñ ïîñòîÿííûì çàïàçäûâàíèåì. Äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâîñòè ðàçðà-

áîòàííîãî ìåòîäà è îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà åãî ñõîäèìîñòè;

2. Ðàçðàáîòêà è îáîñíîâàíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ îáîáùåííûõ íåëèíåéíûõ ìíîãî-

÷ëåííûõ äðîáíûõ ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè ñ çàïàçäû-

âàíèåì. Äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâîñòè ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà è ïîëó÷åíèå ïîðÿäêà èõ

ñõîäèìîñòè;

3. Ðàçðàáîòêà è îáîñíîâàíèå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà

ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó ñ çàïàçäûâàíèåì îáùåãî âèäà ìîäåëè Øíàêåíáåðãà;

4. Ðàçðàáîòêà è îáîñíîâàíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà âûñîêîãî ïîðÿäêà äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó ñ çàïàçäû-

âàíèåì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ äîïîëíèòåëüíûì ýôôåêòîì çàïàçäûâàíèÿ ïî âðåìåíè â öåëîì

ÿâëÿþòñÿ ìîùíûì ñðåäñòâîì è èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè îïèñàíèè ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé â íà-

óêå è òåõíèêå. Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå è èññëåäîâàíèè

íîâûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êëàññîâ óðàâíåíèé â äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ êàê ïî âðåìå-

íè, òàê è ïî ïðîñòðàíñòâó, ñ ýôôåêòîì çàïàçäûâàíèÿ. Êðîìå òîãî, òåîðåòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü

èìååò ïîëó÷åíèå óñëîâèé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè ýòèõ ìåòîäîâ.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè ïðèìå-

íåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû äëÿ èçó÷åíèÿ ñëîæíûõ ìîäåëåé àíîìàëüíîãî ïåðåíîñà ñ ïîìîùüþ

êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Òàêæå âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ðàçðàáîòàííûõ ÷èñëåííûõ àë-

ãîðèòìîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äðóãèõ ÿâëåíèé, îïèñûâàåìûõ ïîäîáíûìè äðîáíûìè ìîäåëÿìè,

òàêèõ êàê èññëåäîâàíèÿ ìîäåëåé ïîëóïðîâîäíèêîâ è ìîäåëåé ñëîæíûõ áèîëîãè÷åñêèõ ïðî-

öåññîâ.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ.Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå, ïîäòâåð-

æäàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè, à òàêæå ÷èñëåííûìè ýêñïå-

ðèìåíòàìè, ïðîâåäåííûìè íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû

âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê Èíñòèòóòà åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòè-

êè Óðàëüñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè ïåðâîãî Ïðåçèäåíòà Ðîññèè Á.Í. Åëüöèíà,

à òàêæå áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

52-ÿ è 53-ÿ Âñåðîññèéñêèå øêîëû-êîíôåðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì "Ñîâðåìåííûå

ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è åå ïðèëîæåíèé" (Åêàòåðèíáóðã, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè

èìåíè àêàäåìèêà Í.Í. Êðàñîâñêîãî ÓðÎ ÐÀÍ, 2021 è 2022 ãã. https://sopromat.imm.uran.

ru/ListReports).

Ëè÷íûé âêëàä. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû: à èìåííî: äåòàëüíàÿ ðàçðàáîòêà ÷èñëåí-

íûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷, èõ òåñòèðîâàíèå è èññëåäîâàíèå èõ óñòîé÷èâîñòè

è ïîðÿäêîâ ñõîäèìîñòè; ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà, ðåàëèçóþùåãî ðàçðàáîòàííûå

àëãîðèòìû è âûïîëíÿþùåãî ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà ìîäåëÿõ äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ ýô-

ôåêòîì çàïàçäûâàíèÿ, ïîëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì. Ñèñòåìàòèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ è ïîäãîòîâêà

íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé òàêæå ïðèíàäëåæàò ëè÷íî àâòîðó. Ôîðìóëèðîâêà öåëè, ïîñòàíîâêà çà-

äà÷ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, âûáîð îáùèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, ïîäãîòîâêà ïóáëèêàöèé

îñóùåñòâëÿþòñÿ ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì Â.Ã. Ïèìåíîâ. Ñîàâòîðû À.Ñ. Õåíäè è

Ì.À. Çàêè â ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèÿõ ïîìîãàëè â ïîñòàíîâêå öåëåé, â âûáîðå îáùèõ ìåòîäîâ

èññëåäîâàíèÿ è â ïîäãîòîâêå ïóáëèêàöèé.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíû 4 íàó÷íûìè ñòà-

òüÿìè [1] � [4]. Ðàáîòû ïóáëèêóþòñÿ â èçäàíèÿõ, èíäåêñèðóåìûõ â ìåæäóíàðîäíûõ áàçàõ

äàííûõ Scopus è WoS. Òàêæå ïîëó÷åíî ñâèäåòåëüñòâî î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðî-

ãðàììû äëÿ ÝÂÌ [5].

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð áëàãîäàðèò íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ, çàâåäóþùåãî êàôåäðîé âû-

÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê, ä.ô.-ì.í, ïðîôåññîðà Â.Ã. Ïèìåíîâà çà ïî-

ìîùü, ïîääåðæêó è âíèìàíèå ê ðàáîòå. Òàêæå àâòîð âûðàæàåò îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü Àõìåäó

Ñ. Õåíäè, ñòàðøåìó íàó÷íîìó ñîòðóäíèêó ÓðÔÓ, è Ìàõìóäó À. Çàêè, ñîòðóäíèêó êàôåäðû

ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî öåíòðà Åãèïòà, çà èõ îãðîìíóþ

ïîìîùü è ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó. Òàêæå àâòîð áëàãîäàðèò ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû âû÷èñëè-

òåëüíîé ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê çà ãîñòåïðèèìñòâî è äîáðîæåëàòåëüíîñòü.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷å-

íèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 190 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì ðàáîòû

ñîñòàâëÿåò 135 ñòðàíèö ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü ðàáîòû, äàåòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû ïî èññëåäó-

åìîé ïðîáëåìå, ôîðìóëèðóþòñÿ öåëè è çàäà÷è ðàáîòû, èçëàãàåòñÿ åå íàó÷íàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ

çíà÷èìîñòü.

Â Ãëàâå 1 ïîñòðîåí è èññëåäîâàí ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ äðîáíûõ ïî ïðî-

ñòðàíñòâó è âðåìåíè óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè ñ çàïàçäûâàíèåì ïî âðåìåíè.

Â ðàçäåëå 1.1 ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð ïðåäâàðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ è ìîòèâàöèè çà-

äà÷è. Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó äëÿ ñëåäóþùåé ìîäåëè

∂βΦ

∂tβ
= κ

∂αΦ

∂|x|α
+ f(Φ(x, t),Φ(x, t− s)) + g(x, t), x ∈ Ω, t ∈ I, (3)

ñíàáæåííîé íà÷àëüíî-êðàåâûìè óñëîâèÿìè âèäà{
Φ(x, t) = ψ(x, t), x ∈ Ω, t ∈ [−s, 0],
Φ(a, t) = Φ(b, t) = 0, t ∈ I.

(4)

Çäåñü Ω = [a, b] ⊂ R è I = [0, T ] ⊂ R � ïðîñòðàíñòâåííàÿ è âðåìåííàÿ îáëàñòü ñîîòâåòñòâåííî.

0 < β < 1 � ýòî äðîáíûé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, ïðè ýòîì äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

ïî âðåìåíè ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Êàïóòî. Ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû κ, è s îáîçíà÷àþò ñî-

îòâåòñòâåííî ïàðàìåòðû äèôôóçèè è çàïàçäûâàíèÿ. 1 < α < 2 �� ýòî äðîáíûé ïîðÿäîê

ïðîèçâîäíîé ïî ïðîñòðàíñòâó. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ äðîáíûå ïðîèçâîäíûå Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ ïî-

ðÿäêà α (n− 1 < α < n) â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [19]

−∞D
α
xΦ(x, t) =

1

Γ(n− α)

∂n

∂xn

∫ x

−∞
(x− τ)n−1−αΦ(τ, t)dτ, (5)

xD
α
∞Φ(x, t) =

(−1)n

Γ(n− α)

∂n

∂xn

∫ ∞

x

(τ − x)n−1−αΦ(τ, t)dτ, (6)

ãäå Γ(x) � ãàììà-ôóíêöèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâåííàÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ôîðìå

Ðèññà íà ïðîñòðàíñòâåííîì èíòåðâàëå Ω ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê [20]

∂αΦ

∂|x|α
= −cα (aD

α
xΦ(x, t) + xD

α
b Φ(x, t)) , cα =

1

2 cos πα
2

, 1 < α < 2.

Ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ∂βΦ
∂tβ

ïîðÿäêà β îïðåäåëÿåòñÿ êàê

∂β

∂tβ
Φ(x, t) =

1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− r)−β ∂

∂r
Φ(x, r)dr, 0 < β < 1. (7)

Â ðàçäåëå 1.2 ïðåäñòàâëåíà ïîëíîñòüþ äèñêðåòíàÿ ñõåìà äëÿ çàäà÷è (3)-(4), îñíîâàííàÿ íà

îáúåäèíåíèè ðàçíîñòíîé ôîðìóëû L1 è ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà Ëåæàíäðà-Ãàëåðêèíà. Äëÿ âðå-

ìåííîé äèñêðåòèçàöèè ìû ðàâíîìåðíî äåëèì âðåìåííîé èíòåðâàë [0, T] ñ âðåìåííûì øàãîì

τ , îïðåäåëÿåìûì êàê τ = s
Ns
, òàêèì îáðàçîì, ÷òî Ns ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì öåëûì ÷èñëîì.

Ðàâíîìåðíûå ðàçáèåíèÿ çàäàþòñÿ êàê tn = nτ, ∀ − Ns ≤ n ≤ M, ãäå M =
⌈
T
τ

⌉
. Îáîçíà÷èì

Φn = Φ(., tn), òîãäà äèñêðåòíûé äðîáíî-ðàçíîñòíûé îïåðàòîð ìîæíî îïðåäåëèòü íà îñíîâå

óíèôèöèðîâàííîé L1-ôîðìóëû äëÿ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî ïî âðåìåíè ïîðÿäêà β ïðè

âðåìÿ tn ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

7



Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü Φn, 0 ≤ n ≤ M � çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ

ôóíêöèé, òîãäà îïðåäåëèì îïåðàòîð äèñêðåòíîé äðîáíîé ðàçíîñòè ïî âðåìåíè Dβ
τ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì

Dβ
τΦ

n =
τ−β

Γ(2− β)

n∑
i=1

an−i δtΦ
i =

τ−β

Γ(2− β)

n∑
i=0

bn−iΦ
i, ∀n = 1, . . . ,M. (8)

Â ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëå êîíñòàíòû îïðåäåëÿþòñÿ òàê: b0 = a0, bn = −an−1, bn−i =

an−i − an−i−1, ∀ 1 ≤ i ≤ n− 1, à òàêæå îïðåäåëÿåì δtΦ
i = Φi − Φi−1.

×òîáû ïîëó÷èòü ïîëóäèñêðåòíóþ ôîðìó ìîäåëè (3) � (4) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè tn, ìû

àïïðîêñèìèðóåì ÷ëåí ñ äðîáíûé ïî âðåìåíè ïðîèçâîäíîé ÷åðåç (8). Äëÿ àïïðîêñèìàöèè íåëè-

íåéíîé ôóíêöèè èñòî÷íèêà èñïîëüçóþòñÿ àïïðîêñèìàöèè Òåéëîðà. Êàê ñëåäñòâèå, ìû ïîëó-

÷àåì ñèñòåìó ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì Dβ
τΦ

n =
∂αΦn

∂|x|α
+ f(2Φn−1 − Φn−2,Φn−Ns) + gn(x), 1 ≤ n ≤M, x ∈ Ω,

Φn(x) = ψ(x), −Ns ≤ n ≤ 0, x ∈ Ω.
(9)

Ðàññìîòðèì êîýôôèöèåíò λ := Γ(2− β)τβ, òîãäà ñõåìà (9) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â ñëåäóþ-

ùåì ýêâèâàëåíòíîì âèäå

Φn − λκ
∂αΦn

∂|x|α
= an−1Φ

0 −
n−1∑
i=1

bn−iΦ
i + f(2Φn−1 − Φn−2,Φn−Ns) + λgn(x), ∀n = 1, . . . ,M. (10)

Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè ìû îïðåäåëÿåì ñëåäóþùåå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàí-

ñòâî è ñîîòâåòñòâóþùèå áàçîâûå ôóíêöèè, òàê ÷òîáû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíÿëèñü òàê,

êàê ýòî ïðèíÿòî â ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäàõ äëÿ äðîáíûõ ïî ïðîñòðàíñòâó äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé [21,22]:

W0
N = PN(Ω) ∩H1

0 (Ω) = span {φn(x) : n = 0, 1, . . . , N − 2} , (11)

ãäå äëÿ êàæäîãî x̂ ∈ [−1, 1] ôóíêöèÿ φn îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

φn(x) = Ln(x̂)− Ln+2(x̂) =
2n+ 3

2(n+ 1)
(1− x̂2)J1,1

n (x̂), (12)

è x = 1
2
((b − a)x̂ + a + b) ∈ [a, b]. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîñòüþ äèñêðåòíàÿ L1-Ãàëåðêèíà ñïåê-

òðàëüíàÿ ñõåìà äëÿ çàäà÷è (3) � (4) ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà àïïðîêñèìàöèé Φn
N ∈ W0

N , óäîâëå-

òâîðÿþùèå ñëåäóþùåé ñèñòåìå
(Φn

N , υ)− λ

(
∂α

∂ |x|α
Φn

N , υ

)
= an−1

(
Φ0

N , υ
)
−

n−1∑
i=1

bn−i

(
Φi

N , υ
)

+λ
(
INf(2Φ

n−1
N − Φn−2

N ,Φn−Ns
N ), υ

)
+ λ (INg

n(x), υ) , ∀υ ∈ W0
N , ∀n = 1, . . . ,M,

Φn
N = π1,0

N ψ(tn, x), −Ns ≤ n ≤ 0,

(13)

ãäå π1,0
N � ïîäõîäÿùèé â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ïîñëå ýòîãî ïðåäñòàâèì

ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ â âèäå

Φn
N =

N−2∑
i=0

Φ̂n
i φi(x), (14)
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ãäå Φ̂n
i � íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü.

Óíèôèöèðîâàííóþ ïîëíóþ äèñêðåòíóþ ñõåìó äëÿ ìîäåëè (3) � (4) ìîæíî âûðàçèòü â

âèäå ëèíåéíîé ñèñòåìû â ìàòðè÷íîé ôîðìå, èñïîëüçóÿ (14) è ïîëàãàÿ υ = φk, äëÿ êàæäîãî

0 ≤ k ≤ N − 2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:(
M̄ − λcα(S + ST )

)
Un = Kn−1 + λHn−1 + λGn. (15)

Îáîçíà÷åíèÿ â ýòîì âûðàæåíèè äàþòñÿ ñèñòåìîé òîæäåñòâ

sij =

∫
Ω

aD
α
2
x φi(x)xD

α
2
b φj(x)dx, S = (sij)

N−2
i,j=0 ,

mij =

∫
Ω

φi(x)φj(x)dx, M̄ = (mij)
N−2
i,j=0 ,

hn−1
i =

∫
Ω

φi(x)INf(2Φ
n−1
N − Φn−2

N ,Φn−Ns
N )dx, Hn−1 = (hn−1

0 , hn−1
1 , . . . , hn−1

N−2)
⊤,

gni =

∫
Ω

φi(x)INg
ndx, Gn = (gn0 , g

n
1 , . . . , g

n
N−2)

⊤,

Un = (Φ̂n
0 , Φ̂

n
1 , . . . , Φ̂

n
N−2)

⊤, Kn−1 = −
n−1∑
j=0

bn−jM̄U j.

(16)

Ýëåìåíòû ìàòðèöû æåñòêîñòè S è ìàòðèöû ìàññ M̄ ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþ-

ùåé ëåììû.

Ëåììà 1. [21,22] Ýëåìåíòû ìàòðèöû æåñòêîñòè S ðàâíû sij = aji − aj+2
i − aji+2 + aj+2

i+2 äëÿ

êàæäîãî i, j = 0, 1, . . . , N − 2. À èìåííî,

aji =

∫
Ω

aD
α
2
x Li(x̂)xD

α
2
b Lj(x̂)dx

=

(
b− a

2

)1−α
Γ(i+ 1)Γ(j + 1)

Γ(i− α
2
+ 1)Γ(j − α

2
+ 1)

·
N∑
r=0

ϖ
−α

2
,−α

2
r J

α
2
,−α

2
i

(
x
−α

2
,−α

2
r

)
J
−α

2
,α
2

j

(
x
−α

2
,−α

2
r

)
,

(17)

è
{
x
−α

2
,−α

2
r , ϖ

−α
2
,−α

2
r

}N

i=0
� ìíîæåñòâî òî÷åê ßêîáè-Ãàóññà è âåñîâ îòíîñèòåëüíî âåñîâîé

ôóíêöèè ω−α
2
,−α

2 . Ìàòðèöà ìàññ M̄ ñèììåòðè÷íà, ñ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè

mij = mji =


b− a

2j + 1
+

b− a

2j + 5
, ∀i = j,

− b− a

2j + 5
, ∀i = j + 2.

(18)

Â ðàçäåëàõ 1.3 è 1.4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîëó- è ïîëíîñòüþ

äèñêðåòíîé ñïåêòðàëüíîé ñõåìû Ãàëåðêèíà äëÿ ìîäåëè (3) � (4). Ñëàáàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîë-

íîñòüþ äèñêðåòíîé ñõåìû òàêîâà: íàéòè {Φk
N}Mk=1 ∈ PN , òàêèå ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäó-

þùèì óñëîâèÿì(
Dβ

τΦ
k
N , υN

)
+A

(
Φk

N , υN
)
=
(
IN f(2Φ

k−1
N − Φk−2

N , Φk−Ns
N ), υN

)
+
(
IN g

k, υN
)
, ∀υN ∈ PN , (19)

ñ Φk
N = π1,0

N φk, −Ns ≤ k ≤ 0. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ëèïøèöà. Äîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà áåçóñëîâíî óñòîé÷èâà, èìååò ïîðÿäîê ñõîäèìî-

ñòè 2−β ïî âðåìåíè è ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó. Óñòîé÷èâîñòü

è ñõîäèìîñòü ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîãî ïðèáëèæåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ ïðèâëå÷åíèåì äèñêðåòíîãî

äðîáíîãî íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà [16]. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ,

êîòîðûå áûëè äîêàçàíû â [2], ñì. ïóáëèêàöèè àâòîðà.
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Òåîðåìà 1 (Óñòîé÷èâîñòü). Ïîëíîñòüþ äèñêðåòíàÿ ñõåìà (19) áåçóñëîâíî óñòîé÷èâà â òîì

ñìûñëå, ÷òî äëÿ âñåõ τ > 0 âûïîëíÿåòñÿ∥∥∥Φk
N − Φ̃k

N

∥∥∥2 ≤ C max
1≤k≤M

∥∥gk − g̃k
∥∥2 ,

ãäå C � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò N è τ .

Òåîðåìà 2 (Ñõîäèìîñòü). Ïóñòü {Φk}Mk=−Ns
è {Φk

N}Mk=−Ns
� òî÷íîå è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (3) è ïðåäëîæåííîé ñõåìû (19) ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå ïóñòü Φ ∈ C2 ([0, T ];L2(Ω))∩
C1 ([0, T ];Hs(Ω)). Òîãäà äëÿ êîíñòàíòû C, íåçàâèñÿùåé îò N è τ , ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

ñïðàâåäëèâî

|Φk − Φk
N |α/2 ≤ C(Nα/2−s +N−r + τ 2−β), 1 ≤ k ≤M,

ãäå ïåðåìåííàÿ r îáîçíà÷àåò ïîðÿäîê ðåãóëÿðíîñòè ðåñóðñíîãî ÷ëåíà.

Â ðàçäåëå 1.5 ïðèâåäåíû âûïîëíåííûå íàìè ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ñîãëàñóþùèåñÿ ñ òåî-

ðåòè÷åñêèìè â ñëó÷àå ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ çàäà÷ó ðåàêöèè-äèôôóçèè ñ çàïàçäûâàíèåì

∂βΦ

∂tβ
(x, t) =

∂αΦ

∂|x|α
(x, t)− 2Φ(x, t) +

Φ(x, t− 0.1)

1 + Φ2(x, t− 0.1)
+ g(x, t), x ∈ (0, 1), t ∈ (0, 1], (20)

ãäå g(x, t) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî çàäà÷à (20) èìååò òî÷íîå ðåøåíèå t2

Γ(3)
x2(1−x)2.

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû L2-îøèáêè è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè ïðè α −
1 = β = 0.1, 0.5, 0.9, N = 50. Ìû âèäèì, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò îæèäàåìóþ

ñõîäèìîñòü òåîðåòè÷åñêîãî ïîðÿäêà âî âðåìåíè. Âñå ðåçóëüòàòû ñõîäèìîñòè ñîãëàñóþòñÿ ñ

òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè.

Òàáëèöà 1: L2-îøèáêè è èõ ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè îòíîñèòåëüíî τ , α è β äëÿ N = 50.

τ
α− 1 = β = 0.1 α− 1 = β = 0.5 α− 1 = β = 0.9

Error Order Error Order Error Order

0.1/5 2.612× 10−7 −− 4.076× 10−6 −− 2.449× 10−5 −−
0.1/10 7.466× 10−8 1.807 1.454× 10−6 1.487 1.143× 10−5 1.099

0.1/15 3.588× 10−8 1.807 7.943× 10−7 1.491 7.319× 10−6 1.100

0.1/20 2.156× 10−8 1.771 5.168× 10−7 1.494 5.334× 10−6 1.100

0.1/25 1.481× 10−8 1.682 3.702× 10−7 1.495 4.173× 10−6 1.100

Â Ãëàâå 2 ðàçðàáîòàí è èññëåäîâàí ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îáîáùåííûõ íåëèíåéíûõ

ìíîãî÷ëåííûõ äðîáíûõ ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè ñ çàïàçäû-

âàíèåì.

Â ðàçäåëå 2.1 ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð ïðåäâàðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ è ìîòèâàöèè çà-

äà÷è. Ïîñëå ýòîãî ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó äëÿ ñëåäóþùåé ìîäåëè

m∑
r=0

qr
∂βrΦ

∂tβr
= κ

∂αΦ

∂|x|α
+ f (Φ(x, t),Φ(x, t− s)) + g(x, t), x ∈ Ω, t ∈ I, (21)

ñíàáæåííîé íà÷àëüíî-êðàåâûìè óñëîâèÿìè âèäà{
Φ(x, t) = ψ(x, t), x ∈ Ω, t ∈ [−s, 0],
Φ(a, t) = Φ(b, t) = 0, t ∈ I,

(22)
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ãäå äðîáíûå ïîðÿäêè ïî âðåìåíè â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè âçÿòû â âèäå (0 < β0 < β1 < β2 <

· · · < βm < 1), äðîáíûå ïî âðåìåíè ïðîèçâîäíûå ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå Êàïóòî, 1 < α < 2 �

ïðîñòðàíñòâåííûé äðîáíûé ïîðÿäîê, à ïàðàìåòðû qr ïîëîæèòåëüíû.

Â ðàçäåëå 2.2 ïðåäñòàâëåíà ïîëíîñòüþ äèñêðåòíàÿ ñõåìà äëÿ çàäà÷è (21)-(22), îñíîâàí-

íàÿ íà îáúåäèíåíèè ðàçíîñòíîé ôîðìóëû L1 è ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà Ëåæàíäðà-Ãàëåðêèíà.

Äëÿ äèñêðåòèçàöèè äðîáíûõ ïî âðåìåíè ïðîèçâîäíûõ ðàçäåëèì èíòåðâàë [0, T] ðàâíîìåðíî ñ

øàãîì ïî âðåìåíè τ , îïðåäåëÿåìûì ðàâåíñòâîì τ = s
Ns

òàêèì îáðàçîì, ÷òî Ns � öåëîå ïîëî-

æèòåëüíîå ÷èñëî. Ðàâíîìåðíûå ðàçáèåíèÿ, çàäàííûå tn = nτ, ∀−Ns ≤ n ≤M , ãäå M =
⌈
T
τ

⌉
.

Îáîçíà÷èì Φn = Φ(., tn), òîãäà ìíîãî÷ëåííûé äèñêðåòíûé äðîáíî-ðàçíîñòíûé îïåðàòîð ìîæ-

íî îïèñàòü íà îñíîâå ðàâíîìåðíîé L1-àïïðîêñèìàöèè äëÿ äðîáíîé âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé

Êàïóòî ïîðÿäêà βr â ìîìåíò âðåìåíè tn êàê â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü {Φn}Mn=0 - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåí-

íûõ íà Ω. Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí îïåðàòîð äèñêðåòíîé äðîáíîé ðàçíîñòè ïî âðåìåíè
∑m

r=0 qrD
βr
τ

ïî ôîðìóëå
m∑
r=0

qrD
βr
τ Φn =

m∑
r=0

qr
Γ(2− βr)τβr

n∑
i=1

aβr

n−iδtΦ
i =

m∑
r=0

qr
Γ(2− βr)τβr

n∑
i=0

bβr

n−iΦ
i, (23)

äëÿ âñåõ çíà÷åíèé n = 1, . . . ,M . Â ýòîì âûðàæåíèè δtΦ
i = Φi − Φi−1,, à êîíñòàíòû îïðåäå-

ëÿþòñÿ êàê bβr

0 = aβr

0 , bβr
n = −aβr

n−1, bβr

ni = aβr

ni − aβr

n−i−1, äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n− 1.

×òîáû ïîëó÷èòü ïîëóäèñêðåòíóþ ôîðìó ìîäåëè (21) � (22) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè tn
ìû àïïðîêñèìèðóåì äðîáíûé ïî âðåìåíè ÷ëåí ÷åðåç (23). Äëÿ àïïðîêñèìàöèè íåëèíåéíîé

ôóíêöèè èñòî÷íèêà èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå Òåéëîðà äëÿ ëèíåàðèçàöèè. Êàê ñëåäñòâèå, ìû

ïîëó÷àåì ñèñòåìó ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì
m∑
r=0

qrD
βr
τ Φn =

∂αΦn

∂|x|α
+ f(2Φn−1 − Φn−2,Φn−Ns) + gn(x), 1 ≤ n ≤M, ∀x ∈ Ω,

Φn(x) = ψ(x), −Ns ≤ n ≤ 0, x ∈ Ω.

(24)

Ââåäåì ïàðàìåòð λr := qr
Γ(2−βr)τβr

. Tòîãäà ñõåìà (24) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â ñëåäóþùåé

ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå, ïðèâåäåííîé íèæå:

m∑
r=0

λra
βr

0 Φn − κ
∂αΦn

∂|x|α
=

m∑
r=0

λr a
βr

n−1Φ
0 −

m∑
r=0

λr

n−1∑
i=1

bβr

n−iΦ
i

+ f(2Φn−1 − Φn−2,Φn−Ns) + gn(x), ∀n = 1, . . . ,M. (25)

Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè ïðèìåíÿåì òå æå øàãè (11) � (12), òîãäà ïîëíîñòüþ

äèñêðåòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ñõåìà L1-Ãàëåðêèíà ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà àïïðîêñèìàöèé Φn
N ∈

W0
N , óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåé ñèñòåìå

m∑
r=0

λra
βr

0 (Φn
N , υ)− κ

(
∂αΦn

N

∂ |x|α
, υ

)
=

m∑
r=0

λra
βr

n−1

(
Φ0

N , υ
)
−

m∑
r=0

λr

n−1∑
i=1

bβr

n−i

(
Φi

N , υ
)

+
(
INf

(
2Φn−1

N − Φn−2
N ,Φn−Ns

N

)
, υ
)
+ (INg

n(x), υ) , ∀υ ∈ W0
N , ∀n = 1, . . . ,M,

Φn
N = π1,0

N ψ(tn, x), −Ns ≤ n ≤ 0,

(26)

ãäå π1,0
N � ïîäõîäÿùèé îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ. Äàëåå ïðåäñòàâèì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

â âèäå

Φn
N =

N−2∑
i=0

Φ̂n
i φi(x). (27)
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ãäå Φ̂n
i � íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü. Ïîäñòàâ-

ëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (26) è ïîëàãàÿ υ = φk, äëÿ êàæäîãî 0 ≤ k ≤ N − 2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ðàâíîìåðíîé L1-Ãàëåðêèíà ñïåêòðàëüíîé ñõåìû(
m∑
r=0

λra
βr

0 M̄ − κcα(S + ST )

)
Un = Kn−1 +Hn−1 +Gn. (28)

Îáîçíà÷åíèÿ â ýòîì âûðàæåíèè äàþòñÿ ñèñòåìîé òîæäåñòâ

sij =

∫
Ω

aD
α
2
x φi(x)xD

α
2
b φj(x)dx, S = (sij)

N−2
i,j=0 ,

mij =

∫
Ω

φi(x)φj(x)dx, M̄ = (mij)
N−2
i,j=0 ,

hn−1
i =

∫
Ω

φi(x)INf(2Φ
n−1
N − Φn−2

N ,Φn−Ns
N )dx, Hn−1 = (hn−1

0 , hn−1
1 , . . . , hn−1

N−2)
⊤,

gni =

∫
Ω

φi(x)INg
ndx, Gn = (gn0 , g

n
1 , . . . , g

n
N−2)

⊤,

Un = (Φ̂n
0 , Φ̂

n
1 , . . . , Φ̂

n
N−2)

⊤, Kn−1 = −
m∑
r=0

λr

n−1∑
j=0

bβr

n−jM̄U j.

Â ðàçäåëå 2.3 îáñóæäàåòñÿ òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîé ñïåêòðàëüíîé ñõå-

ìû Ãàëåðêèíà äëÿ ìîäåëè (21) � (22). Ñëàáàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîé ñõåìû

òàêîâà: íàéòè {Φk
N}Mk=1 ∈ PN , òàêèå, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå(

m∑
r=0

qrD
βr
τ Φk

N , υN

)
+A

(
Φk

N , υN
)
=
(
IN f(2Φ

k−1
N − Φk−2

N , Φk−Ns
N ), υN

)
+
(
IN g

k, υN
)
, ∀υN ∈ PN ,

(29)

ñ Φk
N = π1,0

N φk, −Ns ≤ k ≤ 0. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ëèïøèöà. Óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîãî ïðèáëèæåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ

ïðèâëå÷åíèåì äèñêðåòíîãî äðîáíîãî íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà [18]. Äîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ

ñõåìà áåçóñëîâíî óñòîé÷èâà, èìååò ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè 2−βm ïî âðåìåíè è ýêñïîíåíöèàëüíóþ

ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó. Ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ýòè ðåçóëüòàòû â ñëåäóþùèõ

äâóõ òåîðåìàõ, êîòîðûå áûëè äîêàçàíû â [1], ñì. ïóáëèêàöèè àâòîðà.

Òåîðåìà 3 (Óñòîé÷èâîñòü). Ïîëíîñòüþ äèñêðåòíàÿ ñõåìà (29) áåçóñëîâíî óñòîé÷èâà â òîì

ñìûñëå, ÷òî äëÿ âñåõ τ > 0 âûïîëíÿåòñÿ∥∥∥Φk
N − Φ̃k

N

∥∥∥2 ≤ C max
1≤k≤M

∥∥gk − g̃k
∥∥2 ,

ãäå C � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò N è τ .

Òåîðåìà 4 (Ñõîäèìîñòü). Ïóñòü {Φk}Mk=−Ns
è {Φk

N}Mk=−Ns
� òî÷íîå è ïðèáëèæåííîå ðå-

øåíèÿ ìîäåëè (21) è ñõåìû (29) ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå ïóñòü Φ ∈ C2 ([0, T ];L2(Ω)) ∩
C1 ([0, T ];Hs(Ω)). Òîãäà äëÿ êîíñòàíòû C, íå çàâèñÿùåé îò N è τ , ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå

|Φk − Φk
N |α/2 ≤ C(Nα/2−s +N−r + τ 2−βm), 1 ≤ k ≤M,

Â ðàçäåëå 2.4 ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, êîòîðûå ìû âûïîëíèëè. Îíè ïîêà-

çûâàþò âëèÿíèå âðåìåííûõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ äðîáíûõ ïîðÿäêîâ íà ïîâåäåíèå äèíàìèêè

äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè ñ çàïàçäûâàíèåì.
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Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ çàäà÷ó ðåàêöèè-äèôôóçèè ñ çàïàçäûâàíèåì
q∑

r=1

∂βrΦ

∂tβr
(x, t) =

∂αΦ

∂|x|α
(x, t)−2Φ(x, t)+

Φ(x, t− 1.5)

1 + Φ2(x, t− 1.5)
+g(x, t), x ∈ (0, 1), t ∈ (0, 1], (30)

ãäå äðîáíûå ïîðÿäêè âûáðàíû êàê βr = 2q+r−5
3q

. Ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà g(x, t) çàäàíà òàê, ÷òî

çàäà÷à (30) èìååò òî÷íîå ðåøåíèå tβ5+1x2(1− x)2.

Â òàáëèöå 2 ïåðå÷èñëåíû L2-îøèáêè è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè ïðè α =

1.1, 1.5, 1.9, N = 50 ïðè q = 5. Ìû âèäèì, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò îæèäàåìóþ

ñõîäèìîñòü òåîðåòè÷åñêîãî ïîðÿäêà âî âðåìåíè. Âñå ðåçóëüòàòû ñõîäèìîñòè ñîãëàñóþòñÿ ñ

òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè.

Òàáëèöà 2: L2-îøèáêè è èõ ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè îòíîñèòåëüíî τ è α ïðè N = 50.

τ
α = 1.1 α = 1.5 α = 1.9

Error Order Error Order Error Order

1.5/50 5.057× 10−5 −− 4.692× 10−5 −− 4.163× 10−5 −−
1.5/100 1.927× 10−5 1.392 1.989× 10−5 1.238 1.783× 10−5 1.223

1.5/150 1.094× 10−5 1.395 1.192× 10−5 1.262 1.086× 10−5 1.224

1.5/200 7.327× 10−6 1.396 8.283× 10−6 1.267 7.592× 10−6 1.244

1.5/250 5.365× 10−6 1.396 6.226× 10−6 1.279 5.732× 10−6 1.259

1.5/300 4.159× 10−6 1.397 4.933× 10−6 1.277 4.560× 10−6 1.255

2− β5 −− 1.333 −− 1.333 −− 1.333

Â ãëàâå 3 ïðåäñòàâëåí íîâûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îáîáùåííîé ôîðìû ìîäåëè ðåàêöèè-

äèôôóçèè Øíàêåíáåðãà ýêñïðåññèè ãåíîâ ñ çàïàçäûâàíèåì ïî âðåìåíè.

Â ðàçäåëå 3.1 ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð èñòîðèè ìîäåëè, ïðåäâàðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, à

çàòåì ïðåäñòàâëåíà ôîðìóëèðîâêà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ìîäåëü Øíàêåíáåðãà èñïîëüçóåò

ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ìîðôîãåíîâ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ

ñëîæíîé àâòîêàòàëèòè÷åñêîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè. Ôèçè÷åñêè ìåõàíèçì ýòîé ñèñòåìû òðåáóåò

êàê ìèíèìóì òðåõ ïðîöåññîâ, îäèí èç êîòîðûõ äîëæåí áûòü àâòîêàòàëèòè÷åñêèì, ñâÿçàííûì

ïðîñòûì óðàâíåíèåì, îïèñûâàþùèì ýòó áåçóäåðæíóþ êàòàëèòè÷åñêóþ õèìè÷åñêóþ ðåàêöèþ,

êàê [23]

∅1
ℓ1−−⇀↽−−
ℓ−1

U, ∅2
ℓ2−→ V, 2U + V

ℓ3−→ U, (31)

ãäå U è V � êîíöåíòðàöèè ðåàãåíòîâ, à ℓi � äåòåðìèíèðîâàííûå ñêîðîñòè ðåàêöèé. Òàêæå

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî õèìè÷åñêèå âåùåñòâà ∅1 è ∅2 íåïðåðûâíî ïîñòàâëÿþòñÿ è èõ âûðàáîòêà

íå ó÷èòûâàåòñÿ. Ïðèìåíåíèå çàïàçäûâàíèÿ ïî âðåìåíè ê ïîñëåäíåìó íåëèíåéíîìó ÷ëåíó (31),

êàê óêàçàíî â [23], ïðèâîäèò ê ðåàêöèè, ïðåäñòàâëåííîé

∅1
ℓ1−−⇀↽−−
ℓ−1

U, ∅2
ℓ2−→ V, 2U + V

ℓ3−→ W, W
delay−−−→ 3U. (32)

Ðàññìàòðèâàÿ Φ1 è Φ2 êàê êîíöåíòðàöèè U è V ñîîòâåòñòâåííî â (32) è ïîçâîëÿÿ ðåàãåíòàì

äèôôóíäèðîâàòü, äðîáíàÿ ìîäåëü Øíàêåíáåðãà ñ çàïàçäûâàíèåì ïðèíèìàåò âèä
∂βΦ1

∂tβ
− κ1

∂αΦ1

∂|x|α = f1
(
Φ1(x, t),Φ1(x, t− s),Φ2(x, t),Φ2(x, t− s)

)
+ g1(x, t), x ∈ Ω, t ∈ I,

∂βΦ2

∂tβ
− κ2

∂αΦ2

∂|x|α = f2
(
Φ1(x, t),Φ1(x, t− s),Φ2(x, t),Φ2(x, t− s)

)
+ g2(x, t), x ∈ Ω, t ∈ I,

Φj(a, t) = Φj(b, t) = 0, j ∈ {1, 2}, t ∈ I,

Φ1(x, t) = ψ1(x), Φ2(x, t) = ψ2(x), x ∈ Ω, t ∈ [−s, 0].
(33)
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Çäåñü êîíöåíòðàöèè àâòîêàòàëèçàòîðà è ðåàãåíòà èëè àêòèâàòîðà è èíãèáèòîðà ïðåäñòàâ-

ëåíû äâóìÿ ôóíêöèÿìè Φ1(x, t) è Φ2(x, t) ñîîòâåòñòâåííî â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïàðàìåòðû

äèôôóçèè äâóõ õèìè÷åñêèõ êîíöåíòðàöèé îáîçíà÷åíû κ1 è κ2. Çàïàçäûâàíèå ïî âðåìåíè,

âîçíèêàþùåå â ðåçóëüòàòå ýêñïðåññèè ãåíîâ, ïðåäñòàâëåíî ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé s. Òàê-

æå g1(x, t) è g1(x, t) ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ èçâåñòíûìè èñõîäíûìè ôóíêöèÿìè. Êðîìå òîãî, ÷òîáû

îáåñïå÷èòü ôèçè÷åñêè ðåàëèñòè÷íûå èíòåðïðåòàöèè âñÿêèé ðàç, êîãäà âðåìÿ íàõîäèòñÿ ãäå-

òî ìåæäó âåëè÷èíîé çàïàçäûâàíèÿ è íóëåì, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ψ1(x) è ψ2(x) áûëè âûáðàíû

êàê ïîëîæèòåëüíûå íà÷àëüíûå êîíöåíòðàöèè.

Â ðàçäåëå 3.2 ïðåäñòàâëåí âûâîä ÷èñëåííîé ñõåìû äëÿ ìîäåëè (33) íà îñíîâå êîìáèíàöèè

èíòåðïîëÿöèîííîé L1 ôîðìóëû è ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà Ëåæàíäðà-Ãàëåðêèíà. Ìû âûáèðàåì

âðåìåííîé øàã, çàäàííûé τ = s
Ns
, ãäå Ns � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷òîáû ðàâíîìåðíî

ðàçäåëèòü âðåìåííóþ îáëàñòü I. Ýòî îïðåäåëÿåò êëàññ ðàâíîìåðíûõ ðàçáèåíèé, îáîçíà÷àåìûõ

tn = nτ, äëÿ êàæäîãî −Ns ≤ n ≤M, ãäå M =
⌈
T
τ

⌉
. Îáîçíà÷èì Φn

j = Φj(., tn), j ∈ (1, 2), çàòåì,

ïðèìåíÿÿ øàãè (8) � (10), ïðèõîäèì ê ïîëó÷åíèþ äèñêðåòíîé ñèñòåìû ìîäåëè (33) â êàæäûé

ìîìåíò âðåìåíè tn ñëåäóþùèì îáðàçîì
Φn

1 − λκ1
∂αΦn

1

∂|x|α = an−1Φ
0
1 −

∑n−1
i=1 bn−iΦ

i
1

+λf1
(
2Φn−1

1 − Φn−2
1 ,Φn−Ns

1 , 2Φn−1
2 − Φn−2

2 ,Φn−Ns
2

)
+ λgn1 (x), 1 ≤ n ≤M,

Φn
2 − λκ2

∂αΦn
2

∂|x|α = an−1Φ
0
2 −

∑n−1
i=1 bn−iΦ

i
2

+λf2
(
2Φn−1

1 − Φn−2
1 ,Φn−Ns

1 , 2Φn−1
2 − Φn−2

2 ,Φn−Ns
2

)
+ λgn2 (x), 1 ≤ n ≤M.

(34)

Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè ïðèìåíèì òå æå øàãè (11) è (12), òîãäà ïîëíîñòüþ

äèñêðåòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ L1-Ãàëåðêèíà ñõåìà äëÿ ìîäåëè ñèñòåìû (33) ñîñòîèò èç íàáîðà

àïïðîêñèìàöèé Φn
j,N ∈ W0

N , j ∈ (1, 2), òàêèõ, ÷òî ∀υ ∈ W0
N , óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé

ñèñòåìå

(
Φn

1,N , υ
)
− λκ1

(
∂α

∂ |x|α
Φn

1,N , υ

)
= an−1

(
Φ0

1,N , υ
)
−

n−1∑
i=1

bn−i

(
Φi

1,N , υ
)

+λ
(
INf1

(
2Φn−1

1,N − Φn−2
1,N ,Φ

n−Ns
1,N , 2Φn−1

2,N − Φn−2
2,N ,Φ

n−Ns
2,N

)
, υ
)
+ λ IN (gn1 (x), υ) , 1 ≤ n ≤M,(

Φn
2,N , υ

)
− λκ2

(
∂α

∂ |x|α
Φn

2,N , υ

)
= an−1

(
Φ0

2,N , υ
)
−

n−1∑
i=1

bn−i

(
Φi

2,N , υ
)

+λ
(
INf2

(
2Φn−1

1,N − Φn−2
1,N ,Φ

n−Ns
1,N , 2Φn−1

2,N − Φn−2
2,N ,Φ

n−Ns
2,N

)
, υ
)
+ λ IN (gn2 (x), υ) , 1 ≤ n ≤M,

Φ0
1,N = π1,0

N ψ1(tn, x), Φ0
2,N = π1,0

N ψ2(tn, x), −Ns ≤ n ≤ 0,

(35)

ãäå π1,0
N � ïîäõîäÿùèé â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ñëåäóÿ ýòîìó, ìû ìîæåì

äîïîëíèòåëüíî îïðåäåëèòü ïðèáëèæåíèå êàê

Φn
j,N =

N−2∑
i=0

Φ̂n
j,i φi(x), j ∈ {1, 2}, (36)

ãäå Φ̂n
j,i � íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ. Åäèíóþ ïîëíóþ äèñêðåòíóþ ñõåìó

äëÿ ìîäåëè (33) ìîæíî âûðàçèòü â âèäå ëèíåéíîé ñèñòåìû â ìàòðè÷íîé ôîðìå, èñïîëüçóÿ

(36) è äîïóñêàÿ υ = φk äëÿ êàæäîãî 0 ≤ k ≤ N − 2 ñëåäóþùèì îáðàçîì(
M̄ − λcα(S + ST )

)
Un
j = Kn−1

j + λHn−1
j + λGn

j , j ∈ {1, 2}, (37)
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ãäå íèæå ïðèâåäåíû îáîçíà÷åíèÿ â âûðàæåíèè (37):

sij =

∫
Ω

aD
α
2
x φi(x)xD

α
2
b φj(x)dx, S = (sij)

N−2
i,j=0 ,

mij =

∫
Ω

φi(x)φj(x)dx, M̄ = (mij)
N−2
i,j=0 , Kn−1 = −

n−1∑
i=0

bn−iM̄U i
j ,

hn−1
j,i =

∫
Ω

φi(x)INfj
(
2Φn−1

1,N − Φn−2
1,N ,Φ

n−Ns
1,N , 2Φn−1

2,N − Φn−2
2,N ,Φ

n−Ns
2,N

)
dx,

Hn−1
j = (hn−1

j,0 , hn−1
j,1 , . . . , hn−1

j,N−2)
⊤, Un

j = (Φ̂n
j,0, Φ̂

n
j,1, . . . , Φ̂

n
j,N−2)

⊤,

gnj,i =

∫
Ω

φi(x)INg
n
j dx, Gn

j = (gnj,0, g
n
j,1, . . . , g

n
j,N−2)

⊤. (38)

Â ðàçäåëå 3.3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðåäëîæåííîé ñõåìû äëÿ ìî-

äåëè (33). Ñëàáóþ ôîðìóëèðîâêó ïðåäëîæåííîé ñõåìû ìîæíî âûðàçèòü òàê: íàéòè {Φk
j,N}Mk=1 ∈

PN , j ∈ {1, 2} òàêèå, ÷òî(
Dβ

τΦ
k
j,N , υN

)
+ A

(
Φk

j,N , υN
)

=
(
IN fj

(
2Φk−1

1,N − Φk−2
1,N ,Φ

k−Ns
1,N , 2Φk−1

2,N − Φk−2
2,N ,Φ

k−Ns
2,N

)
, υN

)
+
(
IN g

k
j , υN

)
, ∀υN ∈ PN , (39)

ãäå Φk
j,N = π1,0

N φk, −Ns ≤ k ≤ 0, à ôóíêöèè fj , j ∈ (1, 2) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîãî ïðèáëèæåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ ïðèâëå÷å-

íèåì äèñêðåòíîãî äðîáíîãî íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà [16]. Äîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà

áåçóñëîâíî óñòîé÷èâà, èìååò ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè 2− β ïî âðåìåíè è ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñêî-

ðîñòü ñõîäèìîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó. Èçëîæèì ýòè ðåçóëüòàòû â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ,

êîòîðûå áûëè äîêàçàíû â [3], ñì. ïóáëèêàöèè àâòîðà.

Òåîðåìà 5 (Óñòîé÷èâîñòü). Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä (39) ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíî óñòîé÷èâûì, â

òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè ïðè τ > 0, âûïîëíÿåòñÿ∥∥∥Φk
1,N − Φ̃k

1,N

∥∥∥2 + ∥∥∥Φk
2,N − Φ̃k

2,N

∥∥∥2 ≤ C max
1≤k≤M

(∥∥gk1 − g̃k1
∥∥2 + ∥∥gk2 − g̃k2

∥∥2) ,
ãäå C � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò N è τ .

Òåîðåìà 6 (Ñõîäèìîñòü). Ïóñòü {Φk
j}Mk=−Ns

è {Φk
j,N}Mk=−Ns

, j ∈ {1, 2} � òî÷íîå è ïðèáëè-

æåííîå ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé ñèñòåìû (33) è ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà (39) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Φj ∈ C2 ([0, T ];L2(Ω)) ∩ C1 ([0, T ];Hs(Ω)). Òîãäà äëÿ êîíñòàíòû C, íå

çàâèñÿùåé îò N è τ , ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå∣∣Φk
1 − Φk

1,N

∣∣
α/2

+
∣∣Φk

2 − Φk
2,N

∣∣
α/2

≤ C
(
Nα/2−s +N−r + τ 2−β

)
, 1 ≤ k ≤M,

ãäå r îáîçíà÷àåò ïàðàìåòð ðåãóëÿðíîñòè ðåñóðñíîãî ÷ëåíà.

Â ðàçäåëå 3.4 ìû èññëåäóåì íîâûå ýôôåêòû, ïîëó÷åííûå ïðè ââåäåíèè äðîáíîé ìîäåëè

Øíàêåíáåðãà ñ çàïàçäûâàíèåì (33) ïî ñðàâíåíèþ ñ öåëî÷èñëåííîé ìîäåëüþ (1).

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó Øíàêåíáåðãà:
∂βΦ1(x,t)

∂tβ
= ∂αΦ1(x,t)

∂|x|α − Φ1(x, t) + Φ2
1(x, t− s)Φ2(x, t− s), x ∈ (0, 1), t > 0,

∂βΦ2(x,t)
∂tβ

= ∂αΦ2(x,t)
∂|x|α − Φ2

1(x, t− s)Φ2(x, t− s), x ∈ (0, 1), t > 0,

Φ1(0, t) = Φ2(0, t) = Φ1(1, t) = Φ2(1, t) = 0, t ≥ 0,

Φ1(x, t) = e−2(x−5)2 ≥ 0, Φ2(x, t) = e−2(x+5)2 ≥ 0, (x, t) ∈ [0, 1]× [−s, 0].

(40)
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Ðèñ. 1: Ýâîëþöèÿ Φ1 è Φ2 äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé β = 0.2; 0.5; 0.9, α = 1.2; 1.5; 1.9 and s = 0.5; 1.5; 3.0.

Ðèñ. 2: Ýâîëþöèÿ Φ1 è Φ2 äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé β = 1.0, α = 2.0 and s = 0.5; 1.5; 3.0.
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Íà ðèñóíêàõ 1 è 2 ïîêàçàí ïðîôèëü ïîâåäåíèÿ äèíàìèêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷-

íûõ çíà÷åíèé β, α è s. Íà ðèñóíêå 1 ïåðâàÿ ðÿäà ïðåäñòàâëåíà â α = 1.2 and β = 0.2. Âòîðàÿ

ðÿäà ïðåäñòàâëåíà â α = 1.5 and β = 0.5. Òðåòüÿ ðÿäà ïðåäñòàâëåíà â α = 1.9 and β = 0.9. Íà

ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåííàÿ ðÿäàà âûïîëíåíà â α = 2.0 and β = 1.0 (öåëî÷èñëåííûé ïîðÿäîê).

Çàäåðæêà áåðåòñÿ â ïåðâîì ñòîëáöå ïðè s = 0.5, âî âòîðîì ñòîëáöå ïðåäñòàâëåíà ïðè s = 1.5,

à â òðåòüåì ñòîëáöå ïðåäñòàâëåíà ïðè s = 3.0.

Èç ýòèõ ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ýâîëþöèÿ ðåøåíèÿ äîâîëüíî ðåçêàÿ íà ïåðâûõ âðåìåííûõ

øàãàõ â çàâèñèìîñòè îò β. Ìû òàêæå îáíàðóæèëè, ÷òî ïàðàìåòð äðîáíîãî ïîðÿäêà α âëèÿåò

íà ôîðìó ðåøåíèé. Ýòîò ýôôåêò ñîâåðøåííî î÷åâèäåí äëÿ ôóíêöèé Φ1 è Φ2 íà ðèñóíêå 1

ïî ñðàâíåíèþ ñ ðèñóíêîì 2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìà ðåøåíèÿ ñòàíîâèòñÿ áîëåå ãëàäêîé,

êîãäà çíà÷åíèÿ β è α áåðóòñÿ â öåëî÷èñëåííîì ïîðÿäêå (β = 1.0 è α = 2.0, ñì. ìîäåëü

(1), ïðåäñòàâëåííóþ âî ââåäåíèè), êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2. Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî

ïîâåäåíèå àâòîêàòàëèçàòîðà è ðåàãåíòà ïîä äåéñòâèåì ôóíêöèé Φ1 è Φ2 ëó÷øå îïèñûâàåòñÿ â

ñëó÷àå äðîáíîãî, à íå öåëîãî ïîðÿäêà. Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ïàðàìåòðû äðîáíîãî

ïîðÿäêà ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ôèçèêå äëÿ èçìåíåíèÿ ôîðìû âîëí áåç èçìåíåíèÿ ýôôåêòîâ

íåëèíåéíîñòè è äèñïåðñèè äðîáíî-íåëèíåéíûõ ìîäåëåé.

Â Ãëàâå 4 ðàçðàáîòàí è ïðîàíàëèçèðîâàí ÷èñëåííûé ìåòîä âûñîêîãî ïîðÿäêà äëÿ ðåøåíèÿ

íåëèíåéíûõ äðîáíûõ ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè ñ çàïàçäûâà-

íèåì.

Â ðàçäåëå 4.1 ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð ïðåäâàðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ è ìîòèâàöèè çà-

äà÷è. Ïîñëå ýòîãî ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à äëÿ ìîäåëè (3) � (4).

Ðàçäåë 4.2 ïîñâÿùåí ðàçðàáîòêå ÷èñëåííîé àïïðîêñèìàöèè âûñîêîãî ïîðÿäêà äëÿ çàäà÷è

(3) � (4), îñíîâàííîé íà ñî÷åòàíèè ðàçíîñòíîé ôîðìóëû Àëèõàíîâà L2 − 1σ è ñïåêòðàëüíî-

ãî ìåòîäà Ëåæàíäðà-Ãàëåðêèíà äëÿ äèñêðåòèçàöèè âðåìåííûõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ äðîáíûõ

ïðîèçâîäíûõ ñîîòâåòñòâåííî. Ìû âûáèðàåì âðåìåííîé øàã, çàäàííûé τ = s
Ns
, ãäå Ns � öåëîå

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷òîáû ðàâíîìåðíî ðàçäåëèòü âðåìåííóþ îáëàñòü I. Ýòî îïðåäåëÿåò

êëàññ ðàâíîìåðíûõ ðàçáèåíèé, îáîçíà÷àåìûõ tk = kτ , äëÿ êàæäîãî −Ns ≤ k ≤ M , ãäå

M =
⌈
T
τ

⌉
. Îáîçíà÷èì tk+σ = (k + σ)τ = σtk+1 + (1 − σ)tk, äëÿ k = 0, 1, . . . ,M , ãäå σ = 1 − β

2
,

0 < β < 1. Âîçüìåì Φk+σ = Φk+σ(·) = Φ(·, tk+σ).

Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ âðåìåííîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî ôîðìóëà ïðèáëèæåíèÿ L2−1σ
â óçëå tk+σ, k ∈ Z[0,M−1] îïðåäåëÿåòñÿ êàê [15]

0D
β
τΦ

k+σ =
τ−β

Γ(2− β)

k+1∑
l=0

D(k,β,σ)
l Φl, 0 < β < 1. (41)

×òîáû îáåñïå÷èòü ïîëóäèñêðåòèçèðîâàííûé âèä ìîäåëè (3) � (4) â êàæäûé ìîìåíò âðåìå-

íè tk+σ, äðîáíàÿ ïî âðåìåíè ñîñòàâëÿþùàÿ ïðèáëèæàåòñÿ ðàâíîìåðíîé L2 − 1σ ðàçíîñòíîé

ôîðìóëîé (41), à íåëèíåéíûé èñòî÷íèê äèñêðåòèçèðóåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïðîêñèìàöèé

Òåéëîðà. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
0D

β
τΦ

k+σ = κ
∂αΦk+σ

∂|x|α
+ f

(
(σ + 1)Φk − σΦk−1, σΦk+1−Ns + (1− σ)Φk−Ns

)
+ gk+σ(x), x ∈ Ω,

Φk
i = ψ(xi, tk), −Ns ≤ k ≤ 0, x ∈ Ω,

Φk
0 = Φk

M(x) = 0, −Ns ≤ k ≤ 0, x ∈ Ω.

(42)
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Ââåäåì ñëåäóþùèå äâà ïàðàìåòðà:

λ
(β,σ)
k :=

(
D(k,β,σ)

k+1

τβΓ(2− β)

)−1

, D̃(k,β,σ)
j :=


ζ
(β,σ)
k D(k,β,σ)

j

τβΓ(2−β)
, 0 ≤ j ≤ k − 1,

ζ
(β,σ)
k D(k,β,σ)

k

τβΓ(2−β)
, j = k.

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü ñõåìó (42) â ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìó, ïðèâåäåííóþ íèæå.

Φk+1−κσλ(β,σ)k

∂αΦk+1

∂|x|α
= κ(1− σ)λ

(β,σ)
k

∂αΦk

∂|x|α
−

k∑
j=0

D̃(k,β,σ)
j,l Φj

+ λ
(β,σ)
k f

(
(σ + 1)Φk − σΦk−1, σΦk+1−Ns + (1− σ)Φk−Ns

)
+ gk+1. (43)

Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè ìû ïðèìåíÿåì òå æå øàãè (11)-(12), òîãäà ïîëíîñòüþ

äèñêðåòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ñõåìà Ãàëåðêèíà L2− 1σ äëÿ (43) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäó-

þùèì îáðàçîì: íàéòè Φk+1 ∈ W0
N , k ≥ 0 òàêèå, ÷òî óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå

(
Φk+1, υ

)
− κσλ

(β,σ)
k

(
∂αΦk+1

∂|x|α
, υ

)
= κ(1− σ)λ

(β,σ)
k

(
∂αΦk

∂|x|α
, υ

)
−

k∑
j=0

D̃(k,β,σ)
j,l

(
Φj, υ

)
+λ

(β,σ)
k

(
INf

(
(σ + 1) Φk − σ Φk−1, σ Φk+1−Ns + (1− σ) Φk−Ns

)
, υ
)

+
(
INg

k+1(x), υ
)
, k ≥ 0, ∀ υ ∈ W 0

N ,

Φ0
N = π1,0

N ψ,

(44)

ãäå π1,0
N � ïîäõîäÿùèé â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ñëåäóÿ ýòîìó, ìû ìîæåì

îïðåäåëèòü ïðèáëèæåíèå êàê

Φk+1
N =

N−2∑
i=0

Φ̂k+1
i φi(x), (45)

ãäå Φ̂k+1
i � íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ. Ðàâíîìåðíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ L2− 1σ-

Ãàëåðêèíà ñõåìà äëÿ ìîäåëè (3) � (4) ìîæåò áûòü âûðàæåíà â âèäå ëèíåéíîé ñèñòåìû â

ìàòðè÷íîé ôîðìå ñ èñïîëüçîâàíèåì (45), è ïîëàãàÿ υ = φk, äëÿ êàæäîãî 0 ≤ k ≤ N − 2

ïîëó÷àåì (
M̄ − κσλ

(β,σ)
k (S + ST )

)
Uk+1 = Rk + λ

(β,σ)
k Hk +Gk+1, (46)

ãäå îáîçíà÷åíèÿ â ïðèâåäåííîì âûøå âûðàæåíèè îïðåäåëÿþòñÿ êàê

sij =

∫
Ω

aD
α
2
x φi(x)xD

α
2
b φj(x)dx, S = (sij)

N−2
i,j=0 ,

mij =

∫
Ω

φi(x)φj(x)dx, M̄ = (mij)
N−2
i,j=0 ,

hki =

∫
Ω

φi(x)INf
(
(σ + 1) Φk − σ Φk−1, σ Φk+1−Ns + (1− σ) Φk−Ns

)
dx,

Hk = (hk0, h
k
1, . . . , h

k
N−2)

⊤, Uk+1 =
(
Φ̂k+1

0 , Φ̂k+1
1 , . . . , Φ̂k+1

N−2

)⊤
,

gk+1
i =

∫
Ω

φi(x)INg
k+1dx, Gk+1 = (gk+1

0 , gk+1
1 , . . . , gk+1

N−2)
⊤,

Rk = κ(1− σ)λ
(β,σ)
k (S + ST )Φk − D̃(k,β,σ)

l M̄Φk.

Â ðàçäåëå 4.3 ïðîâîäèòñÿ òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ñïåêòðàëüíîé L2 − 1σ-Ãàëåðêèíà ñõåìû

äëÿ ìîäåëè (3) � (4). Ñëàáàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîé ñõåìû òàêîâà: íàéòè
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{Φk
N}Mk=1 ∈ PN , óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåé ñèñòåìå:(
Dβ

τΦ
k+σ
N , υN

)
+ A

(
Φk+σ

N , υN
)
=
(
INf

(
(σ + 1)Φk

N − σ Φk−1
N , σ Φk+1−Ns

N + (1− σ)Φk−Ns
N

)
, υ
)

+
(
INg

k+σ, υ
)
, ∀υN ∈ PN ,

(47)

ñ Φk
N = π1,0

N φk, −Ns ≤ k ≤ 0. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ëèïøèöà. Óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîãî ïðèáëèæåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ

ïðèâëå÷åíèåì äèñêðåòíîãî äðîáíîãî íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà [17]. Ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðåäëî-

æåííàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíî óñòîé÷èâîé, ñî ñõîäèìîñòüþ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè è

ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ. Ìû ìîæåì ñôîðìóëèðî-

âàòü ýòè ðåçóëüòàòû â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ, êîòîðûå áûëè äîêàçàíû â [4], ñì. ïóáëèêàöèè

àâòîðà.

Òåîðåìà 7 (Óñòîé÷èâîñòü). Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä (47) ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíî óñòîé÷èâûì â

ñëåäóþùåì ñìûñëå: ïðè τ > 0 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå∥∥∥Φk+σ
N − Φ̃k+σ

N

∥∥∥2 ≤ C max
1≤k≤M

∥∥gk+σ − g̃k+σ
∥∥2 ,

ãäå C � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò N è τ .

Òåîðåìà 8 (Ñõîäèìîñòü). Ïóñòü {Φk}Mk=−Ns
è {Φk

N}Mk=−Ns
� òî÷íîå è ïðèáëèæåííîå ðå-

øåíèÿ çàäà÷è (3) è ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà (47) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Φ ∈
C2 ([0, T ];L2(Ω)) ∩ C1 ([0, T ];Hs(Ω)). Òîãäà äëÿ êîíñòàíòû C, íå çàâèñÿùåé îò N è τ , ñïðà-

âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå∣∣Φk+σ − Φk+σ
N

∣∣
α/2

≤ C
(
τ 2 +N−r

)
, 1 ≤ k ≤M,

ãäå r îáîçíà÷àåò ïîðÿäîê ðåãóëÿðíîñòè ðåñóðñíîãî ÷ëåíà.

Â ðàçäåëå 4.4 ïðèâåäåíû âûïîëíåííûå íàìè ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ñîãëàñóþùèåñÿ ñ

òåîðåòè÷åñêèìè â ñëó÷àå ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó. Ïðèâåäåì ñëåäóþ-

ùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íåëèíåéíóþ äèôôóçèîííóþ çàäà÷ó ñ çàïàçäûâàíèåì

∂βΦ

∂tβ
(x, t) =

∂αΦ

∂|x|α
(x, t)− 2Φ(x, t) +

Φ(x, t− 0.1)

1 + Φ2(x, t− 0.1)
+ g(x, t), x ∈ (0, 1), t ∈ (0, 1], (48)

òàêóþ, ÷òî çàäà÷à (48) èìååò òî÷íîå ðåøåíèå t2

Γ(3)
x2(1− x)2g(x, t).

Â òàáëèöå 3 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå L2-îøèáîê è ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðÿäêîâ ñõîäèìîñòè äëÿ

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé α è β ñ N = 100 äëÿ L1 è äëÿ L2− 1σ ìåòîäîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî òî÷íîñòü

ïî âðåìåíè 2 − β äîñòèãàåòñÿ äëÿ L2-îøèáîê â ñëó÷àå ñõåìû L1, à äëÿ L2-îøèáîê äîñòèãà-

åòñÿ áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî âðåìåíè â ñëó÷àå ñõåìû L2 − 1σ, ïðè÷åì òî÷íîñòü

ñîãëàñóåòñÿ ñ âðåìåííûì ïîðÿäêîì ñõîäèìîñòè, ïðåäóñìîòðåííûì òåîðåìîé î ñõîäèìîñòè.
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Òàáëèöà 3: Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè è ñâÿçàííûå ñ íåé îøèáêè äëÿ Φ ïî ñðàâíåíèþ ñ N è τ ïðè N = 100.

τ
α− 1 = β = 0.1 α− 1 = β = 0.5 α− 1 = β = 0.9

Error Order Error Order Error Order

0.1/5 2.612× 10−7 −− 4.076× 10−6 −− 2.449× 10−5 −−
0.1/10 7.466× 10−8 1.807 1.454× 10−6 1.487 1.143× 10−5 1.099

L1 0.1/15 3.588× 10−8 1.807 7.943× 10−7 1.491 7.319× 10−6 1.100

0.1/20 2.156× 10−8 1.771 5.168× 10−7 1.494 5.334× 10−6 1.100

0.1/25 1.481× 10−8 1.682 3.702× 10−7 1.495 4.173× 10−6 1.100

0.1/5 2.341× 10−7 −− 1.030× 10−6 −− 1.909× 10−6 −−
0.1/10 5.893× 10−8 1.990 2.572× 10−7 2.001 4.773× 10−7 1.999

L2− 1σ 0.1/15 2.622× 10−8 1.997 1.143× 10−7 2.000 2.122× 10−7 1.999

0.1/20 1.473× 10−8 2.004 6.435× 10−8 1.997 1.194× 10−7 1.997

0.1/25 9.405× 10−9 2.010 4.123× 10−8 1.995 7.652× 10−8 1.995

Ãëàâà 5 ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ïàêåòà ïðîãðàìì, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïðîâåäåíèè êîìïüþòåð-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ìîäåëåé, îïèñûâàåìûõ äðîáíûìè

óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ýôôåêòîì çàïàçäûâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå õà-

ðàêòåðèñòèêè ðàçðàáîòàííûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ, ïîçâîëÿþùèõ ìîäåëèðîâàòü âëèÿíèå

âðåìåííûõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ äðîáíûõ ïîðÿäêîâ íà ïîâåäåíèå äèíàìèêè ðåøåíèé íåëè-

íåéíûõ äðîáíûõ ìîäåëåé ñ çàïàçäûâàíèåì. Â ýòîé ãëàâå îïèñûâàþòñÿ âõîäíûå è âûõîäíûå

äàííûå ïðîãðàììíûõ ñèñòåì è ñïîñîáû ðàáîòû ñ íèìè. Â ðåçóëüòàòå áûëè ðàçðàáîòàíû ÷å-

òûðå ïðîãðàììíûõ ìîäóëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ èññëåäóåìîìó àëãîðèòìó. ×èñëåííûå ðåøåíèÿ,

ïðåäñòàâëåííûå â ýòîé äèññåðòàöèè, ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììíûõ ïàêåòîâ, îïè-

ñàííûõ â ýòîé ãëàâå. Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé

ðåàëèçîâàíû íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Mathematica 12.1. Ïðîãðàììà äëÿ ÝÂÌ ïðîøëà

ïðîöåäóðó ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ, ïîëó÷åíî ñîîòâåòñòâóþùåå

ñâèäåòåëüñòâî.

Â çàêëþ÷åíèè ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðîäåëàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Óêàçàíû ðåêîìåíäàöèè è âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ áóäóùèõ èññëåäîâàíèé.

Çàêëþ÷åíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå è èññëåäîâàíèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ íåëèíåéíûìè ýôôåêòàìè çàïàçäûâàíèÿ. Òàêîãî

ðîäà ýôôåêòû ìîãóò ÷àñòî âîçíèêàòü â ðåàëüíîì ìèðå, íàïðèìåð, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñè-

ñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, äèíàìèêè ïîïóëÿöèé è ìîäåëèðîâàíèÿ

ñëîæíûõ áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, ìîæíî

ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ðàçðàáîòàí, àïðîáèðîâàí è èññëåäîâàí íà óñòîé÷èâîñòü è ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ÿâíûé

÷èñëåííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ñî÷åòàíèè ðàçíîñòíîé ñõåìû òèïà L1 è ñïåêòðàëüíîãî

ïðèáëèæåíèÿ Ãàëåðêèíà-Ëåæàíäðà, äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ äðîáíûõ ïîïðîñòðàòñâó è

âðåìåíè óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè ñ çàïàçäûâàíèåì ïî âðåìåíè;

2. Äëÿ îáîáùåííûõ íåëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåííûõ äðîáíûõ ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè óðàâ-
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íåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè ñ çàïàçäûâàíèåì ïîñòðîåíà, àïðîáèðîâàíà è èññëåäîâàíà íà

ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè è óñòîé÷èâîñòü ãèáðèäíàÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà, îñíîâàííàÿ íà ñî÷åòà-

íèè ðàçíîñòíîé ñõåìû òèïà L1 è ñïåêòðàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ Ãàëåðêèíà-Ëåæàíäðà;

3. Äëÿ îáîáùåííîé ìîäåëè ðåàêöèè-äèôôóçèè Øíàêåíáåðãà ñ çàïàçäûâàíèåì ðàçðàáîòàí,

àïðîáèðîâàí è èññëåäîâàí íà óñòîé÷èâîñòü è ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè íîâûé ÷èñëåííûé àë-

ãîðèòì, îñíîâàííûé íà ñî÷åòàíèè ñïåêòðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè Ãàëåðêèíà-Ëåæàíäðà è

ðàçíîñòíîé ñõåìû òèïà L1;

4. Ðàçðàáîòàí, ïðîòåñòèðîâàí è ïðîàíàëèçèðîâàí íà óñòîé÷èâîñòü è ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè

ýôôåêòèâíûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì âûñîêîãî ïîðÿäêà, îñíîâàííûé íà ðàçíîñòíîé ôîð-

ìóëå L2 − 1 Àëèõàíîâà è ñïåêòðàëüíîì ïðèáëèæåíèè Ãàëåðêèíà-Ëåæàíäðà äëÿ íåëè-

íåéíîãî äðîáíîãî ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè óðàâíåíèÿ

ñ çàïàçäûâàíèåì.

Ðåêîìåíäàöèè è äàëüíåéøèå ïåðñïåêòèâû ðàçðàáîòêè òåìû. Âîçìîæíûå ïðèëî-

æåíèÿ ýòèõ âûâîäîâ âêëþ÷àþò ðàçðàáîòêó ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ óðàâíåíèÿìè ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè è

âëèÿíèåì çàïàçäûâàíèÿ ïî âðåìåíè. Â ñâåòå ýòîãî èññëåäîâàíèå ìíîãî÷ëåííûõ çàäà÷ äðîáíî-

ãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè ñ ýôôåêòàìè íåñêîëüêèõ çàïàçäûâàíèé ìîæåò ñòàòü ìíîãîîáåùàþùåé

îáëàñòüþ äëÿ áóäóùèõ èññëåäîâàíèé ïî ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ. Äðóãîå âîçìîæíîå èññëåäîâà-

íèå äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïî òåìå äèññåðòàöèè ìîæåò áûòü ñîñðåäîòî÷åíî íà ðàçðàáîòêå

è èçó÷åíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äðîáíûõ çàäà÷, êîòîðûå äåìîíñòðèðóþò ýôôåêò ðàñ-

ïðåäåëåííîãî çàïàçäûâàíèÿ. Áèîëîãè÷åñêèå è ìåäèöèíñêèå ïðîáëåìû, à òàêæå äðóãèå ìîäåëè

ðåàëüíîãî ìèðà ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè ìåñòàìè äëÿ òàêîãî ðîäà èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíî-

ñòè.

Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè
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